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6 Предисловие

П р е д и с л о в и е

В книге рассматриваются нелинейные задачи прогнозирования фазового 
состояния, оценки функционалов в системах с запаздыванием и параметри­
ческой идентификации в распределенных динамических системах. Подоб­
ная формулировка характеризует общее направление исследований, «аб­
бревиатура» требует расшифровки. Перейдем к краткому содержанию.

Глава I посвящена аналитической теории наблюдаемости нелинейных 
динамических систем, описываемых системами обв1кновеннв1х дифферен­
циальных уравнений. В общепринятой механической терминологии требу­
ется по доступной информации о фазовом векторе, известной на заданном 
отрезке времени, восстановитв траекторию движения. Задача классическая 
и богата разнообразием резулвтатов, которые условно можно сгруппиро- 
ватв в двух OCHOBHBIX направлениях: критерии наблюдаемости и алгорит­
мы восстановления фазового вектора. Критерии наблюдаемости в основ­
ном получают с помощвю дифференцирования выхода в силу уравнений 
движения, посколвку это приводит к анализу систем «явных» уравнений 
относителвно фазового вектора. Но ввгаислителвно некорректная операция 
дифференцирования неприемлема на этапе построения алгоритма восста­
новления динамики по зашумленным данным. В главе развивается под­
ход на основе интегральных операторов обработки измерений. В линейной 
теории это приводит к известному принципу двойственности в теории на­
блюдения и управления. H. Е. Кирин, основываясь на классических рабо­
тах H. Н. Красовского и В. И. Зубова, предложил обобщение этого подхода 
на нелинейный случай. Глава содержит элементы соответствующей ана­
литической теории. Теория асимптотических наблюдателей не затрагива­
ется, период наблюдения фиксирован. Термин прогнозирование отражает 
требование восстановления фазового вектора с заданным опережением во 
времени после окончания наблюдения.

Вторая глава содержит методику оценки функционалов на решениях 
систем с запаздыванием в условиях неопределенности начальных данных 
и возмущений. Задача линейная, но фазовое пространство бесконечномер­
но. По результатам обработки известной информации о движении «незави­
симыми» интегральными операторами для заданного функционала указы­
вается отрезок, оценивающий его возможные значения. Решается задача 
оптимизации весовых функций в интегральных операторах наблюдения, 
чтобы прогнозируемый отрезок значений функционала имел как можно 
меньшую длину. Это частная задача. Общая теория наблюдения и управ­
ления в условиях неопределенности весьма обширна. Ориентиром могут 
послужить работы научных школ А. Б. Куржанского и Ю .С. Осипова.

Представленная часть книги посвящена некоторым общим математиче­
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ским вопросам теории наблюдения, прогнозирования и оценивания в (по- 
лу)динамических системах. В последующей части книги акцент переносит­
ся на прикладные задачи. Речи пойдет о математических моделях водо­
родного материаловедения и их параметрической идентификации с помо­
щью интегральных операторов обработки измерений. Здесь меньше утвер­
ждений, формализуемых в форме теорем, больше информации физико­
химического содержания. Изложение построено таким образом, чтобы ма­
териал мог быть прочитан не только специалистами в этой области.

Глава III содержит математическое обоснование краевой задачи водо- 
родопроницаемости конструкционных материалов с нелинейными динами­
ческими граничными условиями, отражающими процессы на поверхности. 
Исследованиям поверхностных процессов уделяется возрастающее внима­
ние в связи с востребованностью в приложениях. Тематика взаимодействия 
водорода и его изотопов с твердым телом — теоретическая основа перспек­
тив водородной энергетики. Рассмотренные в главе модификации краевых 
задач ориентированы на широко используемые экспериментальные методы 
проницаемости, термодесорбции и концентрационных импульсов. Вслед­
ствие динамических граничных условий решение ведет себя как полуди- 
намическая система (в подходящем гильбертовом пространстве). Помимо 
исследования разрешимости краевых задач представлены результаты чис­
ленного моделирования водородопроницаемости.

В главе IV представлены модели дегидрирования (методом термоде­
сорбции) порошка гидрида металла. Гидриды являются перспективными 
материалами для хранения и транспортировки водорода. Не требуются 
ни высокие давления, ни криогенные температуры, потенциал химических 
связей высок. В предположении быстрой диффузии получены модели в 
классе обыкновенных дифференциальных уравнений. Для обратных задач 
это позволяет сравнительно малыми вычислительными ресурсами оцени­
вать параметры модели. Когда диффузия является одним из лимитирую­
щих факторов, модели приобретают форму краевых задач. Основные труд­
ности численного моделирования связаны с нелинейными динамическими 
граничными условиями и свободными границами фазовых переходов.

Заключительная глава V посвящена параметрической идентификации 
моделей водородопроницаемости по информации, предоставляемой метода­
ми проницаемости, термодесорбции и концентрационных импульсов. Труд­
ности решения обратных задач математической физики хорошо известны. 
В отличие от общих алгоритмов, например, минимизации среднеквадра­
тической невязки экспериментальных и модельных кривых градиентны­
ми методами, предложенная методика «экономит» на численном решении 
краевых задач при текущих приближениях параметров. Учет специфики
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экспериментальных методов позволил свести основную вычислительную 
нагрузку к подсчету различных интегралов по времени. Информация об­
рабатывается интегральными операторами, что нацелено на определенную 
помехоустойчивость параметрической идентификации. Подходящим мате­
матическим аппаратом здесь является теория сопряженных задач матема­
тической физики, развиваемая научной школой Г. И. Марчука.

В общей терминологии рассмотрены модели (полу)динамических си­
стем: обыкновенные дифференциальные уравнения, системы с запазды­
ванием и диффузионные краевые задачи с динамическими граничными 
условиями. По доступной информации требуется оценить фазовый век­
тор, значения функционалов, параметры модели (наблюдение-прогнозиро- 
вание-оценивание-идентификация). Для этих задач в конкретных поста­
новках, представленных в книге, развита техника интегральных операто­
ров обработки входных данных. Исследования выполнены при поддержке 
Программы фундаментальных исследований Отделения математических 
наук РАН и Российского фонда фундаментальных исследований.

В заключение автор хотел бы отдать дань памяти своему Учителю
H. Е. Кирину и научному консультанту В. И. Зубову, которые оказывали 
неизменную творческую поддержку. Постановкой задач и многочислен­
ными обсуждениями проблем водородного материаловедения автор обя­
зан И. Е. Габису. На этапах численной реализации автор сотрудничал с 
Е. П. Борматовой и аспирантами (а ныне коллегами) Е. К. Костиковой, 
В. В. Поповым, Н. И. Родченковой, И. А. Черновым. Результаты отраже­
ны в совместных публикациях, приведенных в списке литературы.



Глава I

И н тегральн ы е операторы  прогнозирования 
нелинейны х ди н ам и чески х  систем

При реализации управления с полной обратной связью u = u(t, x) требу­
ется знание текущего фазового состояния x(t) объекта. Однако часто не 
все координаты x^(t) доступны прямому измерению. Трудность измерения 
фазовой переменной может быть обусловлена отсутствием соответствую­
щего измерительного устройства или большими помехами в каналах свя­
зи. Проблема наблюдения динамических систем состоит в восстановлении 
требуемых характеристик движения по ограниченной косвенной информа­
ции — предыстории изменения измеряемых величин на некотором отрезке 
времени. Это обратная задача динамики, и с учетом погрешностей измере­
ний требуется разработка устойчивых алгоритмов восстановления. Меха­
ническую терминологию в дальнейшем используем по традиции. Подобные 
задачи возникают и в физике, химии, биологии, экономике.

В линейной постановке проблема наблюдаемости в различных модифи­
кациях подробно исследована. В нелинейной теории возникают принципи­
альные трудности и результаты носят в основном качественный характер. 
Впрочем, это характерно для общих теорий, поскольку нелинейность слиш­
ком многообразна. Успех — в выделении достаточно широких для прило­
жений конкретных функциональных классов.

В динамических системах задачу обычно формулируют в терминах на­
чальных данных. После их восстановления траектория движения опреде­
ляется однозначно. Но чаще фазовый вектор нужен к текущему моменту 
окончания наблюдений или с некоторым запасом времени, необходимым 
для обработки информации. Так что термин прогнозирование не харак­
теризует принципиально новую постановку задачи, а отражает «вычисли­
тельную направленность» решения.

1 .  П р о г н о з и р о в а н и е  в  л и н е й н ы х  с и с т е м а х

Цель параграфа — кратко представить необходимые результаты линей­
ной теории наблюдения в форме, которая позволит по аналогии перейти к 
нелинейному обобщению. Систематически линейная теория управления и 
наблюдения изложена в книгах [6,30,34,38,39,46,49,53,67,70].
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1.1. В осстановление ф азового вектора  
при известны х неоднородностях

Пусть движение описывается дифференциальным уравнением

ж(£) =  А(£)ж(£) +  В (£)С(£), ж(£) € Мп, £ € [0 , Т ], (1 .1)

А  =  Апхп =  {ар} € С[0,Т], в  =  В пхг =  {&&«} € С[0, Т Ь С € £ 2 [0,Т]-
Элементами М” считаем векторы-столбцы, ||ж|| =  т а х  |ж̂ | — кубическая 
норма, |ж| =  (ж;ж) 1/2 — евклидова, штрих — транспонирование. Нули ли­
нейных пространств обозначаем одним символом. В обозначениях функ­
циональных пространств обычно по контексту опускаем указание размер­
ности вектор-функций и матриц. Например, пишем С € £ 2 [0 ,Т ] вместо 
С € £2[0,Т] =  £ 2 ([0,Т], Мг), аналогиино В € С [0, Т] вместо Ъкз € С[0,Т]. 
Вектор-функцию С(0 интерпретируем как возмущение и пока считаем из­
вестной. Например, С(£) =  и(£) — заданное программное управление. Реше­
ние ж(-): [0,Т] ^  М” — абсолютно непрерывная вектор-функция, удовле­
творяющая уравнению (1.1) почти всюду на отрезке времени [0,Т]. Более 
того, Ж(̂ ) € £ ” [0,Т], т. е. ж( )̂ € ЯП[0,Т]. Если С € С [0, Т ], то решение по-

( )
рицы А, В кусочно непрерывными (щ?, Ъ^ € К С [0 ,Т ]). В дальнейшем не
будем акцентировать внимание на возможных ослаблениях ограничений.

Начальные данные ж(0) =  ж0 неизвестны. По результатам наблюдений 
(измерений) доступна информация

у(£) =  С(£)ж(£) +  п(£), У(£) € Мт , £ € 0  С [0,Т], (1.2)

где т  < п  0  =  М ,  0 < Т  С =  С тхга € С ( 0 )  п € £ 2 (0 ). Неод­
нородность п(£) позже (в пункте 1.4) будет считаться неизвестным воз­
мущением (ошибками наблюдений). Для определения траектории движе­
ния достаточно знать фазовое состояние ж(в) в какой-либо момент времени 
в € [0,Т]. Будем интересоваться вектором ж(Т), что не является ограниче­
нием: при необходимости излагаемые результаты можно переформулиро- 

в = Т
0

вектора ж(Т). Начадо отсчета £о =  0 условно. Промежуток времени длины 
Т  — 0 необходим для обработки измерений.

Ясно, что определение жт =  ж(Т) эквивалентно определению набора 
проекций Кжт , когда Н «пробегает» базис М” . Кроме того, не всегда ну­
жен полный фазовый вектор, или, например, часть компонент известна. 
Поэтому остановимся на следующей задаче. Для заданного (фиксирован­
ного) вектора Н € М” требуется построить оператор

Н;жт =  I  [у(ф, у( •; жт ,Т  ) : 0  ^  Мт , жт € Мп. (1.3)
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Речь идет об операции восстановления: при любых начальных данных xT 
(t =  Г) по известной на отрезке наблюдения информации y(t) (t £ 0 ) 
должна однозначно определяться проекция h/xT. Зададимся следующими 
вопросами. При каких ограничениях восстановление проекции возможно? 
Если оператор /  существует, то проекция < (̂x) =  h/x называется наблюдае­
мой или прогнозируемой (когда акцентируем внимание на условии й < T ). 
Как среди решений задачи (1.3) выбрать подходящий с вычислительной

/

Когда вектор-функции ф п в уравнениях (1.1) и (1.2) известны, задача 
существенно упрощается. Используя формулу Коши, получим

г rT Л
x(t) =  Ф(ф xT — J  Ф 1В ф /т  , Ф =  АФ, Ф(Т) =  En , 

y(t) =  y(t) — n(t) +  G ( t^ ( t )  jT Ф-1Вф d r =  G ( t^ ( t )x T.

Значит, если корректировать измерения y(t) (поправка вычисляется зара-
xT

( 1 .1), ( 1 -2 ) рассматривать однородную систему (ф =  0  п =  0 ):

x(t) =  A (t)x(t), y(t) =  G (t)x(t). (1.4)

Определим множество допустимых (возможных) измерений

Y =  {y( ■; xT,Т)| xT £ Rn }, y(t) =  Ф ф ^ , Фф) =  Сф)Фф).

Очевидно, справедливо dim Y ф n, поскольку y(-) является комбинацией 
столбцов m х n-матрицы Ф(-) с вектором коэффициентов xT. Наблюдае­
мость (прогнозируемость) проекции < (̂x) =  h/x означает тождество по xT:

h'xT =  / [y(-)j, y(-) =  y( ■;xT,T ) £ Y, t £ 0 .

В случае, когда y( ■; x ^ , / )  =  y( ■; x | , / ) ,  x^ =  x |,  должно выполняться;ж1  Н )  =  У (• ;ж |,Т ), ж  ̂ =  ж | ,
Н'ж  ̂ =  Фж^. Оператор I  подлежит определению. Ненаблюдаемость проек­
ции д(ж) =  Ыж означает существование таких различных векторов ж ’̂2, 
что выходы у1,2(-) равны, а Фж̂ , =  Фж^. Тогда, зная вектор-функции уг(-) 
(но не порождающие их ж^), нельзя однозначно указать значение д.

Напомним условия существования оператора I . Будем рассматривать 
множество У =  {у =  Ф(-)жт} как подпространство £ ^ (0 ) -  Канонический 
базис М” при линейном отображении Л: жт ^  уф) переходит в столбцы 
матрицы Ф (ф Если они линейно независимы, т. е. Фф)с =  0 V £ € 0  ^
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с =  0 £ Мф то выполня ется dim Y =  dim £(Ф) =  п и  линейное отображе­
ние Л обратимо (полная наблюдаемость и прогнозируемость). Символ L 
обозначает линейную оболочку столбцов матрицы.

Придадим рассуждениям аналитический оттенок. Пусть столбцы Ф(-) 
линейно независимы на отрезке 0 . Матрица Грама Г =  Гпхп =  (Ф, Ф), 
получающаяся интегрированием по t £ 0  матрицы Ф;(фФ(ф, состоит из 
скалярных произведений в L2 =  Lm(0 ) столбцов Ф(')- Линейная независи­
мость элементов эквивалентна невырожденности матрицы Грама. Проце-

Л

y(t) =  Ф ф ^ , у = Ф;(т)у(т) d r =  r x T , xT = K (т)у(т) dr,
d© d©

где K (t) =  Г-1 Ф;(ф. Оператор обращения xT =  / [y(-)j =  Л- 1[у(-)] явля­
ется линейным интегральным оператором, что влечет помехоустойчивость

y(t)
Г xT

Y =  r x T с симметричной положительно определенной матрицей.
Подытожим рассуждения в форме следующего известного критерия

взаимной однозначности xT о  у(-), xT £ Мф у(-) £ Y-

Т е о р е м а  1. Однородная линейная система (1.4) (а  значит, и исходная, 
пара (1 .1 ), (1 .2 ) в случае известных возмущений ф п) полностью наблю-

( )
Ф(ф =  С(фФф) линейно независимы, на, отрезке времени 0 .

Когда критерий не выполнен, любая вектор-функция у =  Ф ^Д ,̂ порож-
xT

множество. А если нас интересует только проекция h/xT согласно (1.3)?

Т е о р е м а  2. Функционал, восстанавливающий проекцию h/xT по извест­
ной, информации у (-): 0  ^  Мт , существует только при условии h £ £(Г).

Действительно, если выполнено включение h £ £ (Г ) , то из r x T =  у , 

Г  =  Г  h =  r d  следует ЫxT =  d ф  =  / [у(-)]- Обратно, пусть справедли­
во представление (1.3) для некоторого функционала / :  Y ^  М. Вектор у 
состоит из проекций в L2 элемента у(-) £ Y =  £(Ф) на столбцы Ф(-). По­
этому имеет место биективное соответствие у о  у(-). В силv у =  TxT по 
информации у(•) можно однозначно восстанавливать проекции вектора xT

Г

Что даст расширение класса операторов восстановления, ведь не обя­
зательно априори ограничиваться классом линейных операций?
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Т е о р е м а  3. Если выполняется ЫхТ =  I[у(-)| VжT е  Мга, то функционал I  
линеен на множестве У и представим в интегральной форме.

Первая часть утверждения следует из линейности модели (1.4):

Возможность интегрального представления следует из h £ £(Г) и 7  =  TxT. 
Все, что можно узнать о векторе xT по информации у(-) — это функции от 
проекций Ы xT на столб цы Г  Речь здесь идет об one рации: V xT £ М” .

Замечание 1. Проблема наблюдения и прогнозирования фазового состоя­
ния в линейной детерминированной динамической системе — это конечно­
мерная задача исследования линейного отображения. Язык функциональ­
ного анализа позволяет корректно озвучить мысленную замену ортов в 
пространстве Мк =  Y базисом столбцов матричной функции Ф(-).

Замечание 2. В силу конечномерности любой линейный функционал на 
множестве Y =  {у =  ФxT} представйм в форме скалярного произведения 
(а, у)ц2. В частности, можно дифференцирование у(з) заменить интеграль­
ным оператором на Y- Когда имеет место биекция у|© о  у|[о,т] (например, 
в случае аналитичности или прогнозируемости), таким способом можно 
вычислять и производные выхода вне отрезка измерений (s > $).

Замечание 3. Задачу прогнозирования можно рассматривать в подобласти 
пространства М” : xT £ UT. Но если в рамках линейной теории представле­
ние h xT =  / [у(-)] справедливо в области UT, то оно верно и в М” .

1.2. Д войственность наблю дения и управления

Считая по-прежнему возмущения известными, рассматриваем однородную 
задачу прогнозирования (1.3), (1.4). Если оператор восстановления проек­
ции < (̂xT) =  h;xT =  I[у(-)] существует, то его можно и целесообразно искать 
в форме линейного интегрального функционала:

С учетом представления у(£) =  Ф(£)жТ =  С(£)Ф(£)жТ получаем интеграль­
ное уравнение для определения весовой вектор-функции &(•):

/ [ а у (  ■; x^) +  ву ( ■; x ^  =  /[у (  ■; ax^ +  ^ x ^  =

=  h'(axT, +  ex 2) =  ah'x^, +  ehxT  =  а /  [у( ■; x^,)] +  в /  [у( ■; x£)].

(1.5)

(1 .6 )



14 Глава I. Интегральные операторы прогнозирования

Пусть Фг — столбцы матрицы Ф. Тогда уравнение (1.6) можно переписать 
в форме (Фг,к)^ =  Ф, 1 ф г ф п. Это конечная проблема моментов: тре­
буется найти линейный ограниченный функционал Л, значения которого 
на заданных элементах известны. Проблема моментов — развитая тема в 
функциональном анализе. Трудности начинаются, когда индекс г пробегает 
бесконечное множество и задано ограничение по норме ||Л|| ф I (||к ||д2 ф I). 
Из геометрических соображений ясно, что выбор к(-) достаточно ограни­
чить линейной оболочкой £(Ф) столбцов матрицы Ф(£) =  С(£)Ф(£). Ортого­
нальная в ТтДв) к £(Ф) добавка не изменит значение интеграла в (1.6). 
Полагая к(£) =  С(£)Ф(£)с, приходим к линейной системе Н =  Г с  с е  М” .

Попытаемся обойтись без предварительного вычисления матрицы Ф(£). 
Уравнение (1.6) — функциональное относительно вектор-функции к(-). Ру­
ководствуясь идеей переноса, сведем проблему к исследованию «поточеч­
ного» уравнения. Для этого на отрезке времени [0, Т ] определим

Граничные условия очевидны: V (0) =  0  V (Г) =  Н (Ф(Т) =  Е). Для вывода 
уравнения продифференцируем (1.7) с учетом Ф- 1  =  — Ф- 1А:

Интерпретируем уравнение (1.8) как линейную систему управления с фа­
зовым вектором V(£). Требуется перевести фазовую точку из нуля в состо­
яние Н за время Т  при ограничении та  управление к(т) = 0  т > Ф

Система управления (1.8) (пара (—А', С ')) называется сопряженной к 
исходной системе наблюдения (А, С). В терминах теории управления мно-

Н
ции Н'жТ, совпадает с множеством достижимости из нуля

Т е о р е м а  4 (принцип двойственности) . Линейная система, (А, С) наблю-
( )

(—А', С )  управляема ( Е Т =  Мга).

Здесь наблюдаемость, управляемость — то же, что и полная наблю­
даемость, полная управляемость. Ограничение на значения к(т) влечет 
V(£) =  Ф*(£)Ф*- 1($ ^ (ф )  для £ > ф  где Ф* =  Ф- 1/ — фундаментальная 
матрица системы х =  —А'ж, Ф*(Т) =  Е. Поэтому Е Т =  Мп ^  =  Мга. Что­
бы построить весовую вектор-функцию к(-) в операторе наблюдения (1.5),

к (т) =  0 , т е  (ф Т ]. (1.7)

Уф) =  —А ' ( ^  (*) +  С '(ф к(Д (1.8)

Е Т =  {V(Т)| V(0) =  0, к (т) =  0, т е  (ф Т ]} .
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нужно построить управление в сопряженной системе, переводящее фазо-
h

ные к(-) на отрезке © или k(-) £ Т^Д©)- Двойственность позволяет исполь­
зовать алгоритмы теории управления для решения задач наблюдения. 
Замечание 4. Ортогональная в Т^Д©) к столбцам матрицы Ф =  СФ 
добавка к элементу к(-) не изменит интеграл в (1.6). Поэтому выбор 
к =  Фс £ £(Ф) упрощает решение задачи ||к||ц2 ^  min среди решений ин­
тегрального уравнения (1.6) (заданы проекции к(-) на столбцы ФД-)). При 
условии полной наблюдаемости kopt =  Фс с =  r - 1h. В случае d e t r  =  0 
множество {к =  Фс | Гс =  h} является конечномерным линейным многооб­
разием в Y С ТД(©) и в нем существует единственный элемент, ближай­
ший к нулю. В терминах сопряженной задачи имеем оптимальное управ­
ление по критерию минимума энергии. Если известен возмущенный сиг­
нал у =  у +  v, то в (1-5) получим ошибку (k, v ) l2, |(k ,v)| ф a ||v ||, с ми­
нимальным «среднеквадратичным» коэффициентом усиления возмущения
a  =  INI!*-
Замечание 5. Определенные трудности в задачах управления связаны с 
учетом ограничений, например, ||u|| ф Z, |uj(t)| ф Д  Но для сопряжен­
ной системы (1.8) (u =  k) они не столь существенны в следующем смысле. 
Пусть справедливо интегральное представление h;xT =  (k, у) и значения 
весовой вектор-функции к (■) недопустимо велики. Тогда, используя дк(-) 
с достаточно малым числовым множителем д, в результате операции ин­
тегрирования будем получать сначала ^h ;xT, а затем уже значения h;xT. 
Для нужд наблюдения требуются лишь «проекции на направления».

Прокомментируем основные результаты в терминах функционального 
анализа. С учетом у(-) £ Y достаточно ограничиться k(-) £ Y- Определим 
оператор A : М” ^  Y , AxT =  у( ■; xT , Г): © ^  Мт . Тогда выполняется

(к , у )ц2 (k , A xt ) l 2 (h , xT ^ n , h V(^') .
По определению V (Г) =  A* к, где оператор A* : Y ^  М” является сопря- 

A A : М” ̂  Д Д © ), A* : Д Д © ) ^  М” Для опре­
деления значения A*к нужно проинтегрировать на отрезке времени [0 ,T ] 
сопряженную систему управления (1 .8 ) или воспользоваться представле­
нием (1 .6 ). Образ A*L™ =  A*Y совпадает с линейной оболочкой столб­
цов £(Г). Матрица Г =  (Ф, Ф) в силу (1.6) является матрицей оператора 
A*A : М” ^  М” , h =  A*AxT =  r x T.

1.3. С тационарная задача

Когда матрицы A, G в (1.4) не зависят от времени, сформулируем крите­
рий наблюдаемости Калмана, не требующий построения фундаментальной



16 Глава I. Интегральные операторы прогнозирования

матрицы Фф) =  exp{(t — Т )A}. Вычислим производные

уф) =  Gx(s), уф) =  G A x(s),. . . ,  у(га)ф) =  GA”x (s ) , . . . ,  s £ ©.

Характеристический полином х(А) =  А” +  pra-1A” - 1  +  . . .  +  po =  | AE — A| 
матрицы A является аннулирующим: x(A) =  0гаХга. Поэтому последователь­
но все степени A j  j  ^  n, выражаются линейными комбинациями матриц 
E, A, . . . ,  A” -1  и в силу вещественной аналитичности функций уф-)

у(-) О  Y (s) =  ( у ' (s), у '(s), . . . ,  у(” - 1)/ф)У £ М”т  О  {уМф), i ^  0°.

Задача наблюдения сводится к решению системы линейных уравнений

K 'x(s) =  Y(s), K  =  (G', A 'G ',. . . ,  A'” - 1G/) .

Критерий наблюдаемости: rankK  =  n. Наблюдаемость (прогнозируе- 
мость) проекции <p(x) =  h'x возможна лишь в случае включения h £ L (K ), 
поскольку в силу теоремы единственности для аналитических функций 
справедливо у|© О  у |м и K 'x(T) =  Y (Г) О  у(-). Критерии наблюдаемо­
сти легче выводятся с помощью производных, но использование вычисли­
тельно некорректной операции дифференцирования измерений уф) может

h/xT xT
Воспользуемся конечным представлением матричной экспоненты:

Ф(t) =  G exp {At} =  ai(t)G A j , p ф n. (1.9)

Параметр p зададим условием линейной зависимости GAp от матриц 

G, G A ,. . . ,  GAp 1 : GAp +  Yp-1GAp 1 +  . . .  +  YoG =  0mx«,.

Для определения функций aj(t) дифференцируем формально (1.9):

ЕР— 1
. ^ai(t)G A j =  Gexp {At}A =

=  a p - 1(t) (—Yp-1GAP 1 — . . .  — YoG) +  E ,= o  a *(t)GA*+1. 

Приравняем коэффициенты при матрицах GAj  a o =  —Yoap - 1,

a  1 =  a o — Yla p - l , . . . , a p-1  =  a p- 2  — Yp- 1  a p - 1. (1.10)

Если записать эту систему дифференциальных уравнений в векторной 
форме a  =  F a  для a  =  (a o, . . . ,  a p-1)', то F  будет аналогична матри­
це Фробениуса: диагональ ниже главной заполнена единицами, последний 

( — Yo , . . . , — Yp -  1 ) / F
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exp{At}|t=o =  E  фиксируем начальные данные a ( 0 ) =  в1 =  (1 , 0 , . . . ,  0 )'.
По построению сумма в правой части равенства (1.9) с такими функция­
ми ai(t) удовлетворяет задаче P  =  PA, P  =  Pmxra) P (0) =  G. Этой же 
начальной задаче удовлетворяет матрица ф (t) =  Gexp {At}. По теореме 
единственности представление (1.9) справедливо Vt £ М.

Уточним алгоритм определения функций a j( t ) . Положим в (t) =  a p - 1(t). 
Тогда последнее уравнение в (1.10) запишется как в  =  a p -2  — У р - ^  
откуда получаем выражение a p - 2 =  в  +  Ур- 1 в- Подставляя в предпо­
следнее в системе (1 .10) уравнение a p -2  =  a p -3  — Yp - 2 e 5 вычисляем 
ap- 3 =  в (3) +  Yp—1/3 +  yp -2/-  Поднимаясь все выше, получим скалярное 

p в (p) +  Yp-1 / p—1 +  . . .  +  Yo/ =  0 с началь­
ными данными в(0) =  0  /3(0) =  0, . . . ,  / (p -1) =  1- Обратный пересчет 
функций в  в a i : a p - 1 =  /  a p - 2 =  /3 +  Yp -1 в>- • • Это аналог прогонки в 
теории линейных алгебраических систем уравнений.

В силу разложения (1.9) представление (1.6) перепишется в форме

h =  y ^ p  A/iG/a i , a  =  f  a j ( r  — T)к(т) d r £ Мт ,
^ i=o 7©

h =  K  У, K  =  (G ',A 'G ', . . . ,A /p-1G'), У =  (Oo , . . . , a p —1)'.

Вектор У определяется разложением h по столбцам K , и дело сводится к 
конечной проблеме моментов: 0 ф i ф p — 1 , 1 ф j  ф m ,

=  <a i (r  — ^ ),k j (т)>L2 , L 2 =  l 1(©) .

Функции aj(t) линейно независимы на любом интервале времени. Посколь­
ку они являются квазиполиномами, то достаточно убедиться в этом на про­
межутке (—в, в )  е > 0 : из тождества по времени c/a(t) =  0 следует

c/a(0) =  c/e1 =  c1 = 0 , c/c3(0) =  c/F a(0) =  c/e2 =  c2 =  0 , . . .

Выбором компонент k j(т) =  dj/a ( r  — T ) числa Oj можно сделать любыми, 
решая линейную систему для определения векторов dj £ М^

П оли н ом и альн ы е весовы е ф у н кц и и . При построении весовой вектор- 
функции k(-) в операторах наблюдения и прогнозирования могут возник­
нуть ограничения, вызванные конкретными условиями реализации. Напри­
мер, компоненты kj должны быть кусочно постоянными. Задача сводится 
к выбору функционального базиса / 1, . . . ,  / q и поиску элементов kj в фор­
ме линейных комбинаций /•. Для коэффициентов разложения с учетом 
представления ( 1 .6 ) получаем линейную систему алгебраических уравне­
ний. Уточним этот подход для полиномиальных вектор-функций k(-).
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(A, G)
наблюдаема и нас интересует вопрос: полиномами какой степени достаточ­
но ограничиться при построении k(t) =  aqtq +  . . .  +  ao? Возможность огра-

( )
достижимости DT (k(-) £ C (©)), и приблизить компоненты kj равномерно

©
висимость векторов h £ DT. Нужна оценка степени q.

Т е о р е м а  5. Пусть rank K  =  rank(G /, A/G/, . . . ,  A/”- 1G/) =  n h  £ М” . То­
гда можно построить линейную интегральную операцию восстановления 
проекции h/xT =  (k, у)ц2(©), ограничившись на отрезке времени [0 , д] по­
линомиальными вектор-функциями k(-) степей,и q ф 2n — 1 .

m = 1
избежать непринципиального усложнения техники. Чтобы в системе (1.8) 
было V (Г) =  h при k(T) =  0  т  >  д, нужно к моменту времени д попасть в 
точку h =  exp {A^T — д)} h. Будем искать весовые функции (управления) 
в форме синтеза k =  B V + fc(t), m =  1 ^  В / £ М” . Тем самым корректируем 
матрицу при фазовом векторе управляемой системы:

H(t) =  — A V (t) +  G/fc(t), A =  A — B /G, t £ ©. (1.11)

После определения допустимого управления ф решающего двухточечную 
задачу V (0 ) =  0  V(д) =  h, подставляем V (t) в k =  k(t, V) и находим 
зависимость k =  k(t), t £ ©. По построению в (1.8) будет V (T) =  h.

Распорядимся выбором B  так, чтобы v матрицы A =  A — B /G упро­
стить характеристический полином: х(А) =  |AE — A| =  А” . Рассмотрим 
преобразование подобия K - 1rl/K  =  D, которое соответствует смене бази­
са в фазовом пространстве (V =  K ^ )  и не меняет х(А). Из соотношений 
D  =  K - 1rl/K  K D  =  rl/K  следует, что столбцы D  составлены из коэффици­
ентов разложения столбцов матрицы (A/G/, . . . ,  A/raG^ — G/B K  по столбцам 

K A  
A/ra через E, A/, . . . ,  A/ra—1, приходим к следующей структуре D: ниже глав­
ной расположена диагональ из единиц, все остальные элементы нулевые, 
кроме, возможно, элементов первой строки и последнего столбца. При этом

B
лином |АЕ — D|, убеждаемся, что выбором компонент В / £ М” последова­
тельно можно обнулить все коэффициенты, кроме первого: х(А) =  А” .

Аналогично формуле (1.9) представим exp {At} полиномом по степеням 
матриц Aj ниже n-й. В силу х(А) =  А” соответствующая система (1.10) 
будет иметь вид Ao =  0  А1 =  ao, . . . ,  a ra-1 =  a ra-2 с начальными данными
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®о(0) =  1, a j  (0) =  0  j  > 0. Линейная комбинация функций a j  (t) — полином 
степени не выше n  — 1 , причем с учетом соотношений

h =  V(d), V (t) =  f  exp (Афт — t)} G  А:(т) d r 
о

достаточно ограничиться классом функций fc(r) =  d a (r  — d). Тогда на от­
резке времени 0  получим представление компонент вектора V (t), а значит, 
и функций k(t) =  BV(t) +  &(t), полиномами степени не выше 2n — 1. □

Для метода неопределенных коэффициентов достаточно оценки q и нет 
необходимости следовать приведенным выше построениям. В случае m > 1 
и rank K  =  n выбором B  =  Bmxn также можно добиться выполнения 
Х(А) =  А” . Достаточно найти такие р, B, при которых G(A — B /G)Р =  0, и 
тогда подойдет значение q ф 2р — 1 , поскольку у̂  =  0 в системе (1 .10).

Т е о р е м а  6 . Пусть h G L (K ) и число p определено согласно (1.9). Тогда 
на, отрезке 0  найдется векторный полином k(-), degk =  q ф 2p — 1 , для 
которого справедливо представление проекции h/xT =  (к,уфт(©)-

m = 1

V(t) =  / exp {А'(т — t)}G ;k(T) d r =  K /( t) ,  в  =  (в0 , . . . , вР -1У, 
do

K  =  (G/, A/G/, . . . ,  A/p-1G/) , e*(t) =  I  a i ( r  — t)k ( r ) dr,
Jo

a(t) =  F a ( t) , a(0) =  eb F  =  (в2 , . . . , в р, —у )  у =  (yo,. . . ,  yP- i ) /. Сле­
довательно, фазовый вектор V (t) не покидает линейную оболочку L (K ). 
Рассмотрим вектор / ( t )  представляющий движение V(t) в координатном 
разложении по столбцам матрицы K . Используя правило дифференциро­
вания интеграла по параметру, получаем

/3(t) =  —F /( t )  +  e1k(t), в ( 0 ) =  0 . (1 .12 )

Поскольку (e1,F e {, . . . ,  F p - 1e ^  =  (e1, . . . , e p) =  F p, то система (1.12) 
управляема: DT =  {/(Т1)} =  Rp. Ограничение k ( r ) =  0 щ и  т > d не явля­
ется принципиальным, так как DT =  exp {F (d  — T )}D$. Чтобы добиться 
V (Г) =  h G L (K ), фазовому вектору системы (1.12{ к момент} времени d 
нужно попасть в точку /  (d) из условия V (d) =  exp {A/(T — d)} h =  K /(d ) . 
Ввиду равенства { / (d)} =  Rp это возможно, хотя и не единственным обра-

K
шения значения q следует выбирать первый номер р, при котором вектор- 
строка GAp линейно зависит от предшествующих строк GAF
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На отрезке времени 0  будем искать управление в системе (1.12) в фор­
ме к =  Ь'в  +  &(£), Ь € Мр. Матрица замкнутой системы И =  — И +  е ф ' 
получается из матрицы —И доведением Ь' к первой строке. Последова­
тельным выбором компонент вектора Ь можно добит вся |АЕр — 0 | =  Ар. 
Далее рассуждения аналогичны доказательству предыдущей теоремы. □

В случае т  > 1 вектор в  (£) будет составным: в  (£) =  (во , . . . , в ^ - 0  
вг(£) € Выкладки усложняются, но непринципиально. В компактной 
записи получаем /?(£) =  —Ер 0 И ■ в (£) +  Ер 0 е1 ■ к(£) (определение и свойства 
операции 0  прямого произведения матриц см. в (51] и §2).

1.4. О ценивание в условиях неопределенности

Кратко остановимся на задаче наблюдения и прогнозирования линейной 
динамической системы (1 .1), (1 .2 ), когда возмущение уравнений движения 
£(■) и ошибки измерений у(') неизвестны. Априори считаем известными 
лишь некоторые оценки, например, следующего вида:

|£ (£)! ф £г, |Пг( )̂| ф ПД || £ 1̂ 2 ф £  || П 11̂ 2 Ф Ф

Могут быть известны и статистические характеристики £(£), п(^)- Те­
перь нельзя свести задачу оценивания к исследованию однородной систе­
мы (1.4). Запишем выражение для вектор-функции измерений:

у(£) =  Ф(*)жт — ф ( ^  ф - 1(т)В (т)£(т) ^т +  у(£).

Выберем весовую вектор-функцию к(-) на отрезке времени 0  согласно из­
ложенному выше для однородной задачи (1.4). Тогда

(к, у) =  Н1 хт +  (к, у) +  (ад,£). (1.13)

Здесь (к, у )  (к, у) — скалярные произведения в пространстве 0^"(0)) 
а (ад,£) — в пространстве 02 [0,Т ]. Явная формула для ад(-) получает­
ся интегрированием по частям. Варьируя весовую вектор-функцию к (-), 
вычисляем проекции априори неизвестного элемента {хт , п('),£(')} на 
{Н, к(-), ад(-)}, где Н =  Н(к), ад =  ад(к). Этим сужается неопределенность ис­
ходной модели. Часто можно ограничиться параметрическим семейством 
£ =  с ф 1 +  . . .  +  Ср£р, п =  ф у 1 +  . . .  +  ф у 9, получая систему линейных 
алгебраических уравнений относительно неизвестных жт , Сц ф.

Соотношение (1.13) дает приближенную формулу оценивания по изме­
рениям проекции Н;жт ~  (к,у), где абсолютная ошибка

К =1 (к, у) +  К £ ) |  Ф |(к ,п)| +  |К £ ) | .
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Возникает класс задач оптимального управления в линейной сопряженной 
системе (1.8). Например, оптимизация в минимаксном смысле:

V (0) =  0, V (Г) =  h, max R  ^  min, к (т) =  0, т G (# ,T ].
£,n k

Если известна интегральная оценка ||п||ц2 ^  П и требуется максимально 
парировать только влияние ошибок измерений, то целесообразно решать 
задачу ||к||ц2 ^  min (|(fc,g)| ^  ||k||g)- Сложнее с задачей парирования 
возмущений движения, поскольку в w(-) вектор-функция fc(-) входит инте­
грально. Если задана оценка |n(t)| ^  Д т0 приходим к задаче ЦкЦщ ^  min. 
Учет различных приоритетов приводит к различным задачам оптимизации 
погрешности, использование различных оценок для возмущений — к вы­
бору пространств (норм) для управлений &(•). Изложенное является лишь 
частной иллюстрацией. Основы развитого математического аппарата ре­
шения задач управления и наблюдения в условиях неопределенности изло­
жены в книгах (47,49,66].

2 .  К р и т е р и и  н а б л ю д а е м о с т и

Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х  Д И Н А М И Ч Е С К И Х  СИСТЕМ

2.1 . П остановка задачи

Рассмотрим в области U С Rn нелинейную систему наблюдения

x =  f  (х), y =  $(х), f : U ^  Rn , g : U ^  Rm, (2.1)

моделирующую закон движения и доступную информацию о движении. 
Термин область употребляем не в широком смысле (множество определе­
ния), а в топологическом (непустое открытое связное множество). Вектор- 
функции f , $ считаем гладкими класса Cr , r  ^  1. Для доказательства ос­
новных результатов параграфа потребуется вещественная аналитичность: 
f ,g  G C ш(U). Указание размерности в обозначениях обычно опускаем.

Задан отрезок наблюдения [0, T ] и область возможных конечных состо­
яний UT =  {х(Т)} С U. Решения х( ■; х ,Т ) векторного дифференциального 
уравнения в (2.1) (х(Т ; х ,Т ) =  х G UT) продолжимы на [0, T ]. Задача на­
блюдения состоит в определении по доступной информации

У( ■;х ,Т ) =  g(x( ■;х ,Т )3 : [0,T] ^  Rm

фазового вектора х =  х(Т) G UT. Запись y( ■; х ,Т ) означает, что известная 
на отрезке времени [0 , T ] вектор-функция измерений y(-) однозначно опре­
деляется искомым неизвестным состоянием х в момент T. Предполагается,
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что задачу необходимо решать систематически. Поэтому нас интересуют 
операции вычисления по любой возможной реализации у(-) соответствую­
щего ж(Т) из области Пт . Если используются только значения у(Ь), Ь € 0  
(0  =  [0,$], $ < Т ), то говорят о задаче прогнозирования. В дальнейшем 
удобно считать $ ф Т, и тогда наблюдаемость — частный случай про- 
гнозируемости. Вариант $ < Т  будем особо оговаривать, пока полагаем 
$ =  Т. Можно ставить задачу в терминах неизвестных начальных данных 
х0 =  ж(0) € По. Но обычно интересуются фазовым состоянием к момен­
ту окончания наблюдения. В рамках модели по начальным данным ж(Т) 
(или ж0) можно численно восстановить решение и траекторию движения.

Установить наблюдаемость пары ( /, у) (биекцию у(-) о  ж(Т) € Пт ) 
непосредственно по соответствию ж ^  у( ■; ж, Г) затруднительно, посколь­
ку речь идет об обращении отображения в пространство вектор-функций. 
Поэтому обычно переходят к исследованию так называемого отображения 
наблюдаемости Н : ж ^  у( ■; ж, Г) ^  г € Мр, вычисляя значения р функцио­
налов на у (•). Наблюдаемость пары (/, у) в V  С Пт на отрезке времени [0, Т ] 
означает биекцию у( ■; ж,Т) о  ж € V. Если Н  инъективно на множестве 
V С ит (Н  (ж) о  ж € V), т о (/, у) наблюдаем а в V и вектор ж =  ж(Т) € V 
однозначно определяется по г =  Н(ж) € Н (V ). Здесь значения г известны 
после обработки измерений у(-) (вместе с дополнительной информацией 
жт € V, если строго V С Пт ). Возможные способы построения Н:

a) ж ^  (у'(Т), у'(Т), . . . ,  у (̂ - 1)/(Т)У € Мр;

b) ж ^  (у'(П), . . . ,  у'(Ф))', ф € [0 , Т ], =  р ;

(  Тc) ж ^  ((Й1,у), . . . ,  (Ар, у))', (Л, у) = к '(т  )у(т) йт,
■)о

й) ж ^  ( У  к  (т, у(т)) й т ,. . . ,  ^  Лр(т, у (т)) йт) .

Приведем лишь некоторые известные достаточные условия наблюдаемо-

( )
сти Н  € С У Пт , Мр) в подобласти V С Пт при р =  п (см. (40,63,65]). При 
этом не только на Н, но и на V накладываются ограничения.

1) Отображение Н  € С 1( Мф М” ), Н ( Мп) =  Мф есть диффеоморфизм 
( и тогда (/, у) наблюдаем а в Мп на отрез ке [0, Т  ]), только если якоби­
ан ё е ^ ж =  0 в Мп и ||Н(ж)У ^  те при ||ж|| ^  те. Последнее условие 
выполнено, когда матрица Н х равномерно положительно определена:
№ е ф ф|£ц2, ж,е € мп, е > 0 .

2) Если квадратичная форма ^ 'Н ^  положительно (отрицательно) опре­
делена Vж € V С Пт , где V — выпуклая область, то отображение
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H  : V  ^  H  (V) взаимно однозначно и пара (f, g) наблюдаем а в V.

3) Пусть угловые миноры Aj матрицы Якоби Hx удовлетворяют при 
всех x  из М™ неравенствам |A i | ^  e, |Ai+ i|/|A j| ^  е > 0. Тогда 
отображение H  взаимно однозначно отображает V =  М™ на М™.

4) Если матрица Якоби Hx в прямоугольной области V С UT являет­
ся P - , либо (N  — P )-, N - , (P  — N )-матрицей, то отображение H

V

P (N )
(P  — N) ((N  — P) )

все главные миноры нечетного порядка положительны (отрицательны), а 
четного — отрицательны (положительны). Главные миноры v-ro порядка 
определяются одинаковым набором номеров ii ф . . .  ф iv строк и столбцов 
(не только ii =  1 , . . . , iv =  v). При построении отображения наблюдаемости 
H
комбинации (р функционалов вида y(r) ( s )  y j(Д ) , . . . ) .  При этом критерии 
1)—4) можно применять не только к H , н 0  и к MH, det M  =  0.

Поставим следующий вопрос: в каком классе пар (f, g) наблюдаемость 
сводится к разрешимости конечной системы уравнений относительно век­
тора x =  x(T), полученной способами а) — d) построения отображения H?

С целью упрощения обозначений и без существенного для дальнейшего 
изложения ограничения общности можно считать m =  1 .

Кратко об аналитической теории наблюдения. Подробнее — в серии 
статей К. Е. Старкова в журнале «Автоматика и телемеханика» (80 — 90-е 
годы). Для полиномиальной системы (2.1) (пары (f,g )) при определении 
xT =  x(T) G UT вместо функции у(-) достаточно ограничиться вычислени­
ем конечного числа производных y(j)(t*), t* G [0, T ] (95]. Но необходимое 
их количество р =  p (f, g, UT) может оказаться сколь угодно большим, хотя 
семейство {у( ■; x ,T )| x G UT} «всего лишь» n-параметрическое. Для ста-

(f, g)
тери информации об искомом xT вместо у(-) можно ограничиться набором 
2n+1 значений y (tj) [97]. Моменты времени tj фиксируются и не зависят от 
конкретной реализации у(-). Но в общем случае множество «удачных» про­
грамм наблюдений { t i , . . . ,  t 2™+i} не является открытым в [0 , T ]2™+1, С уче-

tj
Устойчивые к возмущениям дискретные программы наблюдений (119] рас­
смотрены в §6.3. Применение аналитической теории к задаче определения 
фазовых переменных простейшей модели движения центра масс летатель­
ного аппарата в вертикальной плоскости содержится в (109].
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Если на измерение значений функции y(t) существенное влияние ока- 
звтаю т различного рода неконтролируемые помехи, то предпочтителвнее 
исполвзоватв интегралвные операции обработки информации y(t). O c h o b b i  

соответствующего математического аппарата в линейном случае изложенв1 
в книге H.H. Красовского [46]. Напомним известный резулвтат, который 
будет взят за основу далвнейшего обобщения. Пусть f  =  F x  g =  Gx, где 
F  G — матрицы n  x n, m x n. Если в сопряженной системе

E (t) =  —F 'V (t) +  G 'k(t), V (0) =  0, (2.2)

построитв управление k(-) из условия V (T) =  h, то по y(-) вычисляется 
проекция неизвестного жт =  ж(Т) на вектор h: h'xT =  (k, уф 2 V жт G Rn . Co- 
вокупноств всех h G Rn , для которых по любой возможной реализации y(-) 
однозначно восстанавливается проекция h'xT, описывается множеством до­
стижимости DT =  {V (Т)}. Этот подход H. Е. Кириным [34,39,40] обобщен 
на нелинейный случай. Построение оператора восстановления по y(-) зна­
чений данной функции р  : UT ^  R в интегралвной форме

f  тр(жт) = k ( r ,y ( r ) )d r  Vжт =  ж(Т) G UT (2.3)
Jo

сводится к следующей задаче управления. В сопряженной системе

vt ( t ,x ) +  V x(t,x)-f(ж) =  k (t,g (x )), v (0 ,ж) =  0, (2.4)

требуется выбратв функцию k (-, ■) из условия v(T , ж) =  р(ж), ж G UT. 
Детали в далвнейшем изложении будут уточнены. В линейном случае 
(f,g ) =  (F, G), k(t,y) =  k '(t)y получаем v(t, ж) =  V ^ t^ ,  где вектор-
функция V (t) удовлетворяет соотношениям (2.2). Возникновение уравне­
ния в частнв1х производнв1х естественно, посколвку нелинейная задача по­
строения операции наблюдения для области фазового пространства по су­
ществу является распределенной. Важно, что уравнение (2.4) линейное по 
паре функций (k, v) и возможно применение теории управления и методов 
решения линейных граничных задач.

2.2. С ведения из комплексного анализа

1. А н али ти чески е подм н ож ества. Пусть Q С Cn — области, т. е. откры­
тое связное множество в Cn . Под окрестностью всегда понимаем открытую 
окрестности, если не оговорено противное. Множество A С Q называет­
ся (комплексным) аналитическим подмножеством Q [83], если для каждой 
точки a G Q найдутся ее окрестности U и голоморфные в ней функции
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/ ь  . . . ,  / N, такие что выполнено A П U =  {z G U | / ( z )  =  . . .  =  / N(z) =  ü}. 
Локально множество A определяется общими нулями конечных наборов 
голоморфных функций и замкнуто в Q. В изложении [84,87] такие A назы­
ваются аналитическими множествами в Q (без приставки «под»). Можно 
оставить лишь требование открытости Q, не меняя определения. В [83] 
понятие аналитического множества «занято» несколько иным объектом 
(a G A). Поэтому для определенности будем добавлять «под» и «в».

Т е о р е м а  7. Если {Aa }  ̂ — произвольное семейство аналитических
подмножеств Q  то A =  Пае/ Aa — тоже аналитическое подмножество 
в Q  причем для любого К  с компактным замыканием в Q (К  d  Q) най­
дется конечное подмножество J  С I, такое что A П К  =  (nae jA a ) П К .

2. Р о стк и  го л о м о р ф н ы х  ф у н кц и й . Рассмотрим кольцо In степенных 
рядов от n  комплексных переменных, сходящихся в заданной открытой 
окрестности U фиксированной точки zo G Cn . Идеал о м J  в кольце In 
называется всякая аддитивная подгруппа In , удовлетворяющая условию 
InJ  =  J  (a G In , b G J  ^  ab G J ). Кольцо In , как известно, нётерово [11]. 
Это означает, что в произвольном идеале J  С In найдутся такие элементы 
b i, . . . ,  bp (конечный базис J ), что любой элемент b G J  представим в виде 
линейной комбинации b =  ^ f=i афг с коэффициентами ai G In .

U
кольца ростков голоморфных функций в точке zo G Cn [87]. Приведем 
определения. Заданные и голоморфные в открытых окрестностях Ui, U2 
точки zo G Cn функци и / 1, /2  эквивалентны, если в некоторой открытой 
окрестности U3 С Ui П U2 точки zo они тождественны. Ростками голоморф-

zo
zo

zo
некотором поликруге P  =  {z : |z& — zo&| < G R+\{ü}, 1 ф k ф n} тогда 
и только тогда, когда они имеют одно и то же тейлоровское разложение в 
точке zo. Поэтоmv изоморфно кольцу сходящихся степенных рядов. Схо-

P
ряд сходится. Росток, порожденный функцией /  обозначаем / .  Сложение 
и умножение ростков определяются их представителями: /  +  /2  — росток, 
порожденный функцией / i  +  / 2, а росток / i  ■ /2  порожден функцией / i  - /2 . 
Кольцо нётерово. Справедливо следующее утверждение [87, с. 44].

Т е о р е м а  8 . Д ля  любого идеала J  кольцa можно указать:

(I) в некоторой открытой окрестности U С Cn точки zo конечное мно­
жество голоморфных функций h i , . . .  ,h r с ростками в точке zo из J ;
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(II) (базмс векторов в пространстве Сп и) последовательность откры­
тых поликругов (Р*, г ф 1} с центром, в т очке 20 и ради усам,и, монотонно 
стремящимися к нулю  (Р 1 С Р, г& =  г&(г) > г&(г +  1) > 0 );
(III) числа, д* > 0 , г ф 1 , со следующим свойством: для каждой, голо­
морфной в поликруге Р* функции к с ростком, Н € 3 существуют, т,а,ки,е 
голоморфные в Р* функции а 1, . . . ,  а Г; ч,т,о в Р* имеет место разложение

ЕР
а (2 )Нуфф К | |р .  =  8иргер. К (г )| ф д* Цфф. V;.

При переходе к первоначальному базису пространства С” вместо поли­
кругов Р* получим последовательность окрестностей Р* точки 20-

С л е д с т в и е .  Пусть Т  —  семейства функций, голоморфных в открытой 
окрест,пост,и и  точки 20 € Сга. Тогда, можно указать (открытый) поли­
круг Р  С и  с центром в 20 и набор функций / 1, . . . ,  /^  € Т , обладающие 
следующим свойством: для каждой, /  € Т  существуют, т,а,ки,е голоморф­
ные в поликруге Р  функции а 1, . . . ,  а ^ ; что в Р  справедливо представление

В поликруге Р  множество общих нулей функций /  € Т  совпадет с мно­
жеством общих нулей некоторого конечного подмножества семейства Т .

3. Число определяю щ их функций. Пусть ( / а }ае/ _  произвольное се­
мейство функций, голоморфных в открытом множестве П С С” . Тогда 
множество их общих нулей 2  есть аналитическое под множество в П, п ри­
чем существуют такие голоморфные в П функци и до,. . . ,  (д* € 0 (П )),
что множество их общих нулей совпадает с множеством 2  [83, с. 54].

П* П
не принадлежащие 2 , и а* € П* \  2  — произвольно выбранные точки. Для 
каждого г найдется функция / а5;, такая что / а  (а*) =  0. Представим П 
в виде такого счетного объединения П =  и Р^-, что Р^ — ограниченные 
открытые множества, р  С Р^+ ь К  =  Р -̂ С П, и для каждого компакта 
К  С П найдется в из условия К  С К 8. Подберем индукцией по д числа с? 
так, чтобы выполнялись следующие два неравенства:

Ряд ^  с*/^ равномерно на компактах сходится в П к голоморфной функ­
ции, которую обозначим дга. По построению выполнено

дп(а*) = 0  V г ^  Й1ш(2йп П П*) < п,

/  (2 ) =  а 1(2 ) / 1(2 ) +  . . .  +  ( 2 / ( 2 ) .

с , / ^  (2)  < 2 V2 € К,-, Vг ф ;,

(2.5)
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где множество 2 йп — нули дп в П, П С 2 . Остальные функции дп - 1, . . .  , до 
строятся в [83] по индукции в форме (счетнвк) линейных комбинаций неко- 
торвк функций / а аналогичным образом: дФ|^ =  0 и все неприводимые 
компонентв1 множества 2 йп П . . .  П 2 йг, размерности ^  в в П принадле­
жат 2 . Множество общих нулей до, . . . ,  дп совпадает с 2 . Отметим, что 
строится целое семейство наборов из п +  1 голоморфнвгх функций.

2.3 . Н аблю дение по конечном у числу проекций

Остановимся вначале на линейных операторах (2.3):

д(хт) =  (к ,уф 2, хт =  х(Т)  € Рт , 2 2 =  Ь 2 [0,Т], $ =  Т, т  =  1.

С учетом прикладного характера задачи наблюдения допустимые весоввге 
функции к(-) обработки измерений у(-) считаем кусочно непрерывнвши на 
отрезке времени [0,Т]. Функционалы у(-) ^  (к, у) и сами числа (момен- 
тв1) (к, у) будем называтв проекциями. С ввгчислителвной точки зрения 
важно иметь конечномерное представление функции у(-). Можно ли по­
добрать такие кЦ -),. . . ,  Лр(-), чтобы сужение у(-) до значений конечного 
числа функционалов 3*[у(-)] =  (к*,у)ц2 не приводило к потере информа- 

х( )

у( ■; хт ,Т) о  ( Л Ш ] , . . . ,  3Р[У(-)]), хт =  х(Т) € Рт .

В случае успеха «запоминание» у(-) сводится к интегрированию функ­
ций й*(^)у(^) по мере поступления измерений у(£), что сравнительно легко

в
на ли ситуация, когда пара (/, д) наблюдаема (инъективно отображение 
хт ^  у (')) 5 н0 п0 конечному числу проекций (к*, у) однозначно опреде­
лять хт невозможно? Здесь функции к*(-), 1 ф г ф р, фиксируются одни 
и те же для всех возможных у(-), хт € Рт . Если указанные наборы к*(-) 
существуют, как выбрать по возможности минимальным р? Пусть к(-) фик­
сирована. Цепочка хт ^  у(-) ^  (к, у) порождает функцию д(хт) =  (к, у). 
Как дать аналитическое описание д(-)? Важен и в определенном смысле 
обратный вопрос. Обычно измеряется часть фазовых координат, требует­
ся лишь восстанавливать оставшиеся или, более общо, значения заданных 
функций д(хт). Как для заданной функции д  подобрать к, чтобы выпол­
нялось представление (2.3) с требуемой точностью? Изложим некоторые 
результаты в случае аналитичности по фазовым переменным.

0 пРЕд ЕЛЕНИЕ 1 , функцию  д : Рт ^  М назовем наблюдаемой в множестве 
М  С Рт , если существует функционал А из условия  д(х) =  Л[у(-)], где 
х =  хт € М, у(-) =  у( ■; хт , Т).
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Такие функции д  будем также называть наблюдаемыми компонентами 
пары ( /, д). Наблюдаемость д  в М  означает, что ее значения д(х) на неиз­
вестном априори фазовом векторе х =  х(Т) однозначно восстанавливаются 
по доступной в результате измерений информации у( ■; х Д ), если допол­
нительно известно включение х € М . Наблюдаемость пары (/, д) эквива­
лентна наблюдаемости всех координат д(х) =  х*, 1 ф г ф п, в области Рт . 
Когда исследуетсв наблюдаемосаь функции д  в М  и д  задана лишь на 
подмножестве N  (М  С N  С Рт ), то считаем ее доопределенной в Рт \  N  
произвольно. Обозначим через Ф(М) множество всех наблюдаемых в М  
функций д. Очевидно, Ф ^ ) С Ф(М) при М  С N.

О п р ед ел ен и е  2. Базисом множества Ф(М) наблюдаемых в множестве М  
функций назовем такую конечную совокупность д* € Ф(М), 1 ф г ф р, что 
имеет место функциональная зависимость

д(х) =  Тф[д1(х ) ,. . . ,  др(х)] V д  € Ф(М), Vх € М.

В записи Тф индекс отражает зависимость функции Т  от д. Множе- 
Ф(М)

наблюдаемых функций. Вычислив по измерениям у( ■; х Д ) (х € М) значе­
ния д ф х ) , . . . ,  др(х), дополнительной информации о неизвестном векторе 
х =  х(Т) из у(-) ужв извлечь невозможно. Наблюдаемость (/, д) в М  С Рт 
означает биекцию (д Д х ),. . . ,  др(х)) о  х € М. Если последним свойством 
обладает один из базисов, то это же справедливо и для любого другого (при 
условии их существования). Действительно, пусть Л* — функционалы, со­
ответствующие базисным д* € Ф(М) согласно определению 1, (к*, г ф 1} — 
полная в ! 2 =  Е2 [0,Т] система, т. е. {(ф, к*), г ф 1} о  ф(-) € Т2 - Тогда

ф* € Ф(РТ) С Ф(М), ф*(х) =  (к*, у( ■; х Д )), х € Рт .

Знак тождества =  используем также в смысле равенства по определению 
в зависимости от контекста. Базисность означает, что

ф*(х) =  Т*[д1(х ) ,. . . ,  др(х)] Vг ф 1, Vх € М.

Поэтому по значениям д*(х) =  Л*[у( ■; х Д )], 1 ф г ф р, числа ф*(х), г ф 1, 
определяются однозначно. В силу полноты системы (к*, г ф 1} имеем

(д Д х ),. . . ,  др(х)) о  у( ■; х Д ), х € М,

и вместо функций у(-) можно оперировать векторами (д Д х ),. . . ,  др(х )), 
х € М . Эти же функции д* образуют базис и множеств Ф(N) VN  С М.

Л*
частности, Л*[у(-)] =  у(^*) Л*[у(-)] =  у^ф *). Ограничимся пока классом
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линейных интегральных операций обработки измерений Л[у(-)] =  (к,у). 
Очевидно, функции ф(х) =  (к ,у( ■; х ,Т )) наблюдаемы в любом подмно­
жестве области Рт , т .е . ф € Ф(М) VM С Рт . При необходимости класс 
допустимых весовых функций к(-) можно расширить до пространства £ 2 -

( /, д)
ческая: /  € С ш(Р, М” )  д € С ш(Р, М). Тогда для, любого множества М  с 
компактным замыканием в области Рт (М  <1 Рт ) мс произвольной полной 
в А2 [0 ,Т ] системы допустимых весовых функций {к*, г ф 1 } можно вы­
делить т,акие к*̂  (■), что базис множества Ф(М) образуют компоненты

д ^ : Рт ^  М, д^(х) =  (к*„ ,у( ■; х ,Г )), 1 ф V ф р.

Доказательство. Рассмотрим в области Рт х Рт функции

дф *(х1,х 2а = ф*(х1а -  ф*(х2а =  (к*, у в*; х 1^  а -  у в ; х 2^ а о , х-7 € ит .

Включение ф € С ш(Р, М) означает, что функция ф в некоторой окрестно­
сти каждой точки области Р  представима сходящимся степенным рядом. 
По теореме Пуанкаре решение х(ф х, Г) аналитическим образом зависит от 
начальных данных х =  х(Т). Поэтому (см. [87, стр. 14]) функции Дф* ана- 
литичны в Рт х Рт . В силу леммы Абеля о сходимости степенных рядов

Дф*
W =  х С С2” , где комплексная область Р £ является достаточно 
малой окрестностью Рт в С” . Это продолжение можно задать формулой

Дф*(2 1, 2 2а =  (к*, у (■; 2 1,Г) -  ; 2 2 ,Т )), 2  ̂ € РС.

Смысл записи у( ■; 2 , Г), 2 € Рф сохраняется, поскольку решения вектор­
ного дифференциального уравнения х =  /  (х) можно рассматривать и при 
комплексных условиях Коши х(Т) =  2 € Р £ С С” . Продолжимость та­
ких решений на отрезок времени наблюдения [0 , Т ] гарантируется для до­
статочно малой комплексной окрестности Р £ исходной области Рт С М” . 
Обычно продолжение функций /*, д в окрестность Р С Э Р  в С” определя- 

/* д
Обозначим через 2* множество нулей фу нкции Дф* в обл ас ти W.

Дф*
2  =  Пффф^ в обл асти ^  ^ такие номера г 1, . . . ,  гр, что

2  П (М  х М ) =  (П])= 12*^) П (М  х М ).

Из конечвого часла равенств Дф*^ (хф х2) =  0 для 1 ф V ф р  х^ € М  
Дф* х 1 , х 2 =  0 г ф 1 к*, г ф 1
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получаем равенство у (•; х 1 , Т) =  у (■; х 2 ,Т ). Отсюда Vх € М

( д ! ^ . . ^  др(х^  =  ( (к*х , y) , . . . , (к*р , у ^  о  у ( ■;х ,Т ̂  

д(х) =Л [у( ■; х ,Т )] =  Т ф д ф х ) , . . . ,  др(х)], V д  € Ф(М).

Согласно определению д* образуют конечный базис Ф(М). □

Требование полнотв1 {к*} в £ 2  можно ослабитв: достаточно

{(к*, у (■; х ,Т )), г ф 1 } о  у( ■; х ,Т ), х € Рт ,

т. е. полнотБ1 на множестве У =  {у(-)| х(Т) € Рт}. Можно учеств ограни­
чения реализации весовых функций к*(-) (|к*(£)| ф к , . . . ) .  Число базиснвгх 

р /  д М  (к*, г ф 1}
(/, д)

сформулироватв в алгебраических терминах. Рассмотрим в колвце O(W) 
голоморфнв1х в области W =  Р £ х Р £ С С” функций идеал, порожденный

(Д ф *, г ф 1 }
линейные комбинации функций Дф* с коэффициентами из колвца O(W). 
Конечный базис этого идеала, когда он существует, и определяат номера 
базисных проекций (к*, у) для множества М  =  Рт VM С Рт ). В част­
ности (следствие (87, с. 50], см. 2.2), V х € Рт существует окрестности

Р£ =  С2 € С” : 112 — х|| =  т а х  12* — х*| < ^Л С РС (Р£ П М” С РТ)

и конечный набор функций Д ф д , . . . ,  Дф*ч из условий: (2 1, 2 2) € Р£ х Р£,

Дф^'(2 1, 2 2) =  1 ащ (2 1, 2 2)Дф*^(2 1, 2 2) , ] ф 1 , ащ  € 0 (Р£ х Р£).

Тогда

[Дф*, (х1, х 2) = 0 , 1 ф V ф д, х-7' € М  =  Р£ П Рт ] ^

^  [Дф*(х1,х 2) = 0 , г ф 1] ^  у , ;х 1,!1) =  у , ;х2,Т ).

Базисом множества Ф(М) будут функции д^(х) =  ф*,(х) =  (к*,,у( ■; х,Т )):

(д  1 (х), . . . ,  д д(х)) о  у( ■; х ,Т ), х € М  =  Р£ П Рт .

Если нет ограничений на весовые функции обработки измерений (в смысле 
включения к(-) € {к*}), то результат можно усилитв (М =  Рт , р =  2п + 1).
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Т е о р е м а  10. Пусть /  € С ш(Р, М” )  д € С ш(Р, М) и {к*, г ф 1} — произ­
вольная полная в Т2 система непрерывных функций на отрезке [0,Т]. То­
гда, существует семейство наборов из 2п +  1 фуноций (г*(-)}, для, которых 
наблюдаемые компоненты д*(х) =  (г*,у( ■;х , Т )),  0 ф г ф 2п, образуют 
базис множества Ф(РТ) [и Ф(М) VM С Рт ). Каждая гу(■) представима

[0, Т] (к*}

Доказательство. Применим результат п. 2.2.3 к семейству голоморфных 
в области П =  W =  Р^ х Р £ С С2” функций

Дф* : W ^  С, Дф*(2 1, 2 2) =  ф* (2 1) — ф* , 2 2) , г ф 1 .

Они определяются аналитическим продолжением функций ф*(х) из обла­
сти Рт в достаточно малую окрестность (область) РС Э Рт в С” :

ф*(2 ) =  (к*, у( ■; 2 , Г)), 2 =  х(Г) € РС.

Коррекция составления линейных комбинаций состоит в том, что коэффи­
циенты (см. неравенства (2.5)) будем подбирать из условия

| Су Дфоу (2 1, 2 2) | =  |( с,- кау , у (■ ; 2 ^ Т ) -  у(- ; 2 2,Т ) ) | ф

ф II су ка  11с ■ IIу(' ; 21,т) - у (' ;22, Т ) |ц 1 < 2 -у V (21,22) € К ,

сохраняя при этом второе определяющее Су неравенство в (2.5). Эта моди­
фикация обеспечит не только сходимость ряда ^  с*Дф^ в области W к 
голоморфной функции, но и сходимость ряда сук^ в С [0,Т]. Используя 
такие построения по индукции и обозначая суммы рядов через Г2” , . . . ,  го, 
приходим к следующему утверждению. Множество общих нулей функций

д*(2 1, 2 2) =  (г*, у (■; 2 1 ,Г) -  у (■; 22,т)),  0 ф г ф 2п,

в области етп адеет  с 2  =  П ^ ^ у  (2у — нули Дфу в W ). В силу полноты 
свстемы {к*, ( ф 1 } .зюбые неравные та отрезке времени [0 , Т ] функции 
у (■;х 1^ )  =  у (■; х2, Т), ху € Рт , имеют различный набор проекций:

с (г*, у (- ; х 1^ ))Л =  с (г*, у ( ; х 2,Т ))Л , 0 ф г ф 2п .

Из взаимно однозначного соответствия

у( ■; х Д ) о  (до(х),. . . ,  д 2” (х )), х € Рт , д*(х) =  (г*, у( ■; х ,Г )),

д * Ф(Р )
боров (гу} бесконечно много: имеется определенный произвол в выборе 
систем (к*} и коэффициентов рядов для функций гу. □
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Если брать ki(t) =  t*, то можно построить rj(t) вещественными анали­
тическими в форме степенного ряда. Допустимо использование и разрыв­
ных kj(t), если доказывать сходимость рядов для rj (t) в простран с тве L2.

Наблюдаемость пары (/, g) в множестве

М  С UT (у( ■; ж, Г) о  x G М )

характеризуется тем, что для полной в L2 (та Y =  { у(-)}) системы 
{ki, i ^  1 } множество общих нулей функций Д ф^ж 1, ж2) в M х М  совпадает 
с диагональю {(ж,ж)| ж G М }. Для базисн ых rj (■) фазовый век тор жт G М  
однозначно определяется по набору 2n +  1 проекций д  =  (r^y). Если пара 
( /,g )  не является полностью наблюдаемой, поиск базиса Ф(М), М  С UT, 
сохраняет прикладное значение, поскольку для «отслеживания» значений 
и(ж0 )) заданной функции и(ж) по предыстории измерений на отрезке вре­
мени [t — T, t] нет необходимости в промежуточном восстановлении полного 
фазового вектора ж(Д Если какая-либо из базисных весовых функций k(-) 
не удовлетворяет ограничениям реализации |k(t)| ф k =  const, то вместо 
нее следует взять ak(-) с достаточно мтаым множителем а. Важны лишь 
«проекции на направления».

2.4. О бобщ ения и зам ечания

В случае многомерных измерений g : U ^  Rm, m > 1, теоремы 9, 10 
останутся без существенных изменений. Их можно переформулировать и в 
терминах задачи прогнозирования: по у(-) (t G 0 ) определять жт G UT или 
лишь значения заданной функции д(жт ). В условиях теоремы единствен­
ности для аналитических функций имеет место биекция у|[од] о  у|[о,т] 
и прогнозируемость эквивалентна наблюдаемости. В нестационарном слу­
чае /  =  / (t, ж), g =  g(t, ж), когда требования гладкости по t могут быть 
значительно ослаблены, прогнозируемость влечет наблюдаемость, но не 
наоборот. Для допустимых весовых функций в операторах (2.3) следует 
полагать k(t, у) =  0  t > §. В доказательствах та существу использовалась 
только вещественная аналитичность функций (k, у( ■; ж, Г)) по данным Ко­
ши ж =  ж(Т) G UT. Для удобства считаем § ф T, и тогда наблюдаемости 
будет соответствовать частный случай прогнозируемости (§ =  T).

Нестационарная задача прогнозирования. Рассмотрим систему

ж =  / (t, ж), у =  g(t, ж), (2 .6 )

заданную в области Q =  (t1, t 2) х U, [0,T] С (t1, t 2). Вектор-функции / ,  
g предполагаем непрерывными по совокупности переменных в Q и веще­
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ственными аналитическими по х в области Р  С М” при каждом фиксиро­
ванном значении £ € (̂  1, 2̂) - Считаем также, что выполняется

/  =  / С|п , д =  дС|п , / С(£, ■) € о ( Р С), дС(с ■) € о ( Р С),

/ С € С((^1,^2> х Р С, С” ), дС € С ((*1 ,*2) х Р С, Ст ).

Иными словами, непрервгоноств по совокупности переменных сохраняется 
и при комплексных х. Область Р С — открытая окрестноств Р  в С” . Эти 
условия обеспечивают существование, единственность решения задачи Ко­
ши и аналитичность по начальным данным [43]. Пусть для подобласти 
Рт С Р  решения х( ■; х ,Т ), х =  х(Т) € Рт , продолжимы на отрезок вре­
мени [0 ,Т ]. Тогда V к(-) € [0 ,Т ] функция ф(х) =  (к ,у( ■; х ,Т ))
вещественная аналитическая в Рт (и голоморфная в области Р £ — доста­
точно малой окрестности Рт в С” ). Последнее свойство можно принять в 
качестве исходного предположения, выше приведены достаточные условия. 

Пусть Фц(М) — множество прогнозируемых в М  С Рт функций:

д  € Фц(М ) ^  д(х) =  Л[у( ■;х ,Т )], х € М, * € 0 .

Определение базисности конечного набора элементов остается без измене­
ний. В последующих за ним рассуждениях считаем, что

у(-) € фц =  {у( ■;х ,Т ): 0  ^  Мт | х =  х(Т) € РТЛ.

Класс допустимых весовых функций к(-) прежний — кусочно непрерывные 
на отрезке [0,$]. При $ < Т  доопределяем их нулем на ($ ,Т ].

М
области Рт (М <1 Рт ) из произвольной полной в £ ^ (0 )  (на фц) системы

к*, г ф 1
подмножество (к*^}, что прогнозируемые ком,понент,ы

д^(х) =  (к*  ̂,у( ■; х,Т)) (х € Рт , 1 ф V ф р)

образуют, базис множества Фц(М). Без ограничения к € (к*} можно по­
строит/ь базис д*(х) =  (г*,у( ■; х,Т)), 0 ф г ф 2п, х € М  =  Рт .

Замечание 1. В теоремах 9—11 можно считать М  =  Рт , если известно, что 
область Рт ограничена и решения с х(Т) € Р + продолжимы на отрезок вре­
мени [0, Т ]. Подобласть Р+  С Р  предполагаем содержащей замыкание Рт . 
В качестве М” Р  =  М”
начальными данными хт =  х(Т) продолжимы на отрезок [0, Т ]. Если сте­
пенной ряд по х для у( ■; х ,Т ) сходится в М” (равномерно по £ € [0, Т ]), то 
вследствие нётеровости кольца / 2” конечный базис существует и в Р т =  М” .
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Изложенные результаты интерпретируются как конечномерное пред­
ставление множества выходов У (Уц) в Мр. Следует подчеркнуть, что опера­
торы «вложения» имеют специальный вид (проекции у(-) в Ь^7-) и не пред­
полагается локальная наблюдаемость в области Пт по линейному прибли­
жению (как и ранговое условие наблюдаемости — см. краткий обзор (101]). 
Таким образом, «якобиан может вырождаться». В нестационарном случае
(2 .6 ) выход у(-) может быть недифференцируемой вектор-функцией по С

Локальный базис по линейному приближению . Фиксируем фазовое 
состояние х(Т) € Пт . Заменой переменных, переходя к отклонениям, можно 
сделать движение и выход нулевыми. Пусть предварительно это сделано, 
обозначения менять не будем. Наблюдаемость пары (Т, С), где

Т(С) =  /х(С 0 ), С(С) =  #х(С 0 ), / (С, 0 ) =  0 , д(С, 0 ) =  0 ,

х(Т) =  0 € ит , влечет наблюдаемость пары ( /, д) в достаточно малой 
окрестности нуля (см. (30,53]). Выберем в сопряженной системе линейного 
приближения (2.2) п  управлений к  из условия ^)(Т), 1 ф г ф п} =  М” .
Это возможно в силу наблюдаемости (Т, С) и двойственности в линейной 
теории управления и наблюдения. Убедимся, что матрица Якоби системы 
функций шфх) =  ( ^ ,  у( ■; х ,Т )), невырождена в нуле:

ёе1 <9ж(ш1 (х ) ,. . .  ,ш „(х ) ) ' | х=0 =

ёт =
ж=0

ж=0

=  бе^ /  (Й1(т ) , . . .  ,кга(т))'джд (т ,х (т ;х ,Г ))
0

Г т
=  ё е ^  (кф т) , . . . , к” (т)) 'С (т)джх (т ;х ,Т )

0

=  ёе^ /  е^^ '(т) +  Ж '(т)Т(т)Н джх (т ; х ,Т )
0

=  ё е ^ Ж '(т )д жх (т ; х ,Г ) |ж=0|о -  J  Ж'(т)(<9Гджх (т ; х ,Г ) |0-

-  Т  (т )джх (т ; х ,Т  ) |0) ^т} =  ёе1 Ж  (Г) =  0, Ж  =  (V I,. . . ,  V” ).

По теореме об обратном отображении функции ш  образуют базис множе­
ства Ф(М) в окрестности нуля М  С Пт , поскольку по значениям ад(х) 
определяется вектор х € М, а значит и значения <^(х) V^ € Ф(М).

Если /  =  / (х), д =  д(х) — стационарные вещественные аналитические 
вектор-функции, то учет качественного поведения решений х( ■; х, Г) поз­
воляет в определенных случаях по локальному базису множества Ф(М)
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установить глобальную наблюдаемость (/, д). Действительно, пусть реше­
ния х( ■; х ,Т ), х € ит, продолжимы на полуось [0 , +го), фазовые тра­
ектории с течением времени попадают в область М  С ит и в  дальней­
шем ее не покидают. Пусть для базиса юц, 1 ф г ф р, множества Ф(М) 
установлена инъективность отображения х ^  (юг(х ) ,. . . ,  юр(х)), т. е. на- 

( /, д) М
мисть ( / , д) в Ит . Если для некоторых различных х 1, х 2 из ит выполненот
у(£; х г,Т) =  у(£; х 2 , Т) на отрезке времени £ € [0, Т ], то по теореме един­
ственности для аналитических функций равенство справедливо для всех 
£ ф 0, в частности, у(£;хг,Т) =  у(£;х2 ,Т), £ € [£ —Т, £], £ > Т. Вследствие

/ д

у(£; х(£; х 1 , Т) , Т)  =  у(£; х(£; х 2, Т) , Т) ,  £ € [0,Т ].

При достаточно большом £ различные векторы х(£; х г , Т) принадлежат об­
ласти М, в которой (/, д) наблюдаема. Полученное противоречие означает 
наблюдаемость пары (/, д) в области Пт . В частности, глобальная наблюда­
емость стационарных аналитических систем с асимптотически устойчивым 
в целом положением равновесия следует из локальной.

Пример. Движение центра масс летательного аппарата (ЛА) на атмосфер­
ном участке траектории в вертикальной плоскости приближенно описыва­
ется следующей системой дифференциальных уравнений [52]:

dv , . . dL
— =  - с Д а Ср) ------- g sin ф —
dt m dt
dd , . qS „ dh
— =  Cy (acp) -------- g cos d, —
dt F mv dt

Здесь v — величина скорости центра масс Л А относительно Земли; d — 
угол между вектором скорости и местным горизонтом; h — высота; L — 
дальность полета; а ср — усредненный угол атаки; cx, cy — коэффициенты 
лобового сопротивления и подъемной силы; q =  pv2/ 2  — скоростной напор; 
р — плотность атмосферы; S — площадь миделевого сечения; g — ускорение 
свободного падения. В рамках простейшей модели считаем р, S, g =  const. 
Если колебания угла атаки a(t) приближенно считать гармоническими 
(а  =  A sin wt), то, полагая cx =  cx0 +  k a 2, cy =  cy0a,  принимают a cp =  АД/2 
при вычислении cx и a cp =  0 при вычислении cy (cy (щ р) =  0 ).

Используя радиотехнические, оптические и инерциальные средства из-
h(t)

L(t), h(t), L ( t) ,. . .Рассмотрим задачу прогнозирования: по измерениям на 
отрезке времени А =  [0, d] вычислить фазовые переменные (или их часть) 
в момент времени Т > d. Множество M  =  |(vq,do,ho,Lo)} возможных
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начальных данных при t =  0 считаем известным: 0 < h < ho < h+, 
0 < L -  < Lo < L+, —п/2  < 6 -  < do < 6 +  < п /2, 0 < v -  < Vo < v+. 
Предполагаем величины T,  v+ — v- , h+ — h- , L+ — L-  достаточно малыми.

Сосредоточимся на задаче прогнозирования переменных v ,6  с учетом
v, 6 h, L

1. Пусть cy ( а р ) =  0  Уравнения v =  pgv2 — g sin 6 , 6 =  —g cos 6 /v  в 
переменных v, z =  — sin 6 (v > 0  —п / 2  ф 6 ф п / 2 , p =  cxpS/(2mg) =  0) 
примут вид

v =  —pgv2 +  gz, Z =  gv-1 (1 — z2). (2.7)

Единственным положением равновесия является (v ,6 ) =  (1/Др, —п/2). 
В силу отрицательности собственных чисел матрицы линеаризованной си­
стемы положение равновесия асимптотически устойчиво. За рамки отрезка 
[0,Т] на полуось времени t G [0, +то) выходим лишь в целях анализа каче­
ственного поведения траекторий рассматриваемой системы дифференци­
альных уравнений (но не движения ЛА). Вследствие вещественной анали­
тичности наблюдаемость в окрестности положения равновесия влечет на­
блюдаемость во всей области притяжения и не зависит от 5. Любое решение 
v(t), 6 (t) с начальными данными из K  =  [v- , v+] х [6- , 6+] продолжимо на 
полуось t ^  0 и v(t) ^  1/ДР, 6 (t) ^  —п/2. Используя это свойство, уста­
новим наблюдаемость в K  переменных v, 6 , т. е. ввзможность однозначного 
восстановления значений v(T), 6 (Т) ((vo, 6o) G K ) по инерциальным изме­
рениям y(t) =  h(t) (для определенности) на отрезке времени А.

Отметим, что если исключить вертикальный полет (6  =  ± п /2  и z =  0), 
то после замены переменной u =  1/z приходим к уравнению Бернулли

dv p 3 1

du +  1 — u 2 v u (1 — u2) v .

Для y =  h =  —gpv2 sin 6 =  gpv2z — g матрица наблюдаемости линеари­
зованной в окрестности положения равновесия системы ((2.7),у)

dv ^  d7 ^
d t  =  —2^ \/p v  +  gz, — =  —2gv/pz, у =  —2gv/p v +  gz,

где 7 =  v — 1/Др, -г =  z — 1 (|z| ф 1), невырождена. Следователь­
но, переменные v ,z  наблюдаемы по у =  h в некотором прямоуголь­
нике {(vo,zo)} =  П£ =  (1/Др — е, 1/Др +  е) х (1 — е, 1 ) е > 0. Для 
любых нвчалъных данных vo > 0  zo G (—1,1) выполнено включение 
(v (t),6 (t)) G П  t v, z
блюдаемы по у =  h на любом отрезке времени А в множестве начальных 
данных {(vo, zo)} =  (0, +го) х (—1 ,1 ) Переменные v, 6 наблюдаемы и про­
гнозируемы по у =  h в множествах {(vo, 6o)} =  (0 , +го) х (—п / 2 , п / 2 ),
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{(vo,0o)} =  (0, +го) х (—3п/2, — п / 2 ). Отметим, что v,0 ненаблюдаемы 
по y =  h в сколв угодно малой окрестности точки (1/^ p , —п / 2 ), ина­
че они были бы наблюдаемы в (0 , +го) х (—3п /2 ,п /2 ), в то время как 
y(t; vo,0o) =  y(t; Vo, —0o — п), 00 e  (—п / 2 , п / 2 ).

Оценку областей наблюдаемости удобно проводитв по производным у . 
Например, рассмотрим матрицу Якоби J  =  d (y ,y )/d (v ,z), у =  h. Графики 
функций z =  pv2, z =  0  z =  (—pv2 ±  у/p2v4 +  3)/3 разбивают множество 
{(v, z)} =  (0, +то) х (—1,1) на области, в которых матрица J  является P , 
N , (P  — N), (N  — P )-матрицей. Следователвно, в каждой прямоуголвной 
подобласти указаннв1х областей система уравнений

gpv2z — g =  y(s), pg2[—2pv3z +  vz2 +  v] =  y(s)

однозначно разрешима no v =  v(s), z =  z(s), s e  А. Аналогично уста­
навливается наблюдаемости no y =  L b  {(vo, 0o)} =  (0 , + ro) х (—п / 2 , п / 2 ): 
матрица Якоби d (y ,y ) /d (—v, 0) является (P  — N )-матрицей в достаточно 
малом прямоуголвнике P£ =  (1/>/p — в, 1/^/p +  в) х (—п / 2 , —п / 2  +  в), в > 0 .

Установим наблюдаемости и прогнозируемость v, 0, h, L п о  измерениям 
расстояния до ЛА. Обозначим y =  d2/2  =  (h2+ L 2)/2. Выпишем выражения 
функции y и ее первых производных через фазовые переменные v, 0 , h, L:

y =  0.5(h2 +  L2), y =  vh sin 0 +  vL cos 0,

y =  g (—pv2 sin 0 — 1)h — gpv2L cos 0 +  v2,

y(3) =  g2 (2p2v3 sin 0 +  pv +  pv sin2 0)h — 3gpv3

+  g2 (2p2v3 cos 0 +  pv sin 0 cos 0)L — 3gv sin 0.

Обозначим через J  матрицу Якоби (при v =  1/^p, 0 =  —п/2):

L 0 h 0

d(y, —y, —y ,y (3)) = 0 gL 0 —2[1 +  gph]/^p
d(L, 0, h, v) 0 —L /Vp 1/Vp h

0 Lg2̂ p 0 —4pg2h — 6g /

Д ля любых положителвных li, I2 существует такое 1 < 0, что все главные 
миноры J  (с одинаковыми наборами номеров строк и столбцов) положи- 
телвны и J  является P -матрицей в области 1i < L < h < I. Множество 
{L(t)| t ^  0, Lo e  [L- ,L + ], (vo,0o) e  K } ограничено сверху некоторой кон­
стантой L, так как L  =  vcos0  |L| ф v, v(t) ^  1/y/p- В силу компактности
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множества М  найдется е > 0, для которого д(у, —у, —у ,у (3)) /д (Ь ,0 ,ф  V) 
будет Р-матрицей в некотором прямоугольнике {^ ,0 ,0 ,, Ь)}:

1/л/Р — е < V < 1/л/р +  е, —п/2  < 0 < —п/2  +  е, Ь -  ф Ь ф Ь , Ы < I.

Здесь I =  1(Ь- ,Ь) < 0 и отрицательные Ы рассматриваем только для 
установления самого факта наблюдаемости параметров модели на осно­
ве теоремы единственности для аналитических функций. Траектория лю­
бого решения ц(£), 0(Ь) с начальными данными из М  попадает в указан­
ный прямоугольник, когда формально Ь ^  +го. Следовательно, фазовый 
вектор (V, 0, Ы, Ь) является наблюдаемым на Д  и прогнозируемым на [0,Т] 
при (^о,0о, Л.0 ,Ь 0) € М. Полуось Ь ^  рассматривалась лишь во вспо­
могательных рассуждениях качественного характера. Если измерения за­
шумлены, то вычисление производных некорректно с вычислительной точ­
ки зрения и алгоритм восстановления фазовых переменных целесообразно 
строить на основе интегральных операторов прогнозирования (технические 
выкладки для рассматриваемого примера приведены в (109]).

2. Будем теперь считать, что сж(а Ср) =  0  су(а Ср) =  0, т. е. параметры 
V, 0 движения центра масс Л А приближенно описываются уравнениями

dv 2 n d0  о 2 n f \ pS о t \ pS— =  —yv2 — g sin 0 , v— =  e v 2 — gcos 0 , 7  =  сж(а ср) — , в  =  Cy(acp) — .
dt dt 2 m 2m

Воспользовавшись заменой переменных t ^  ty^dg, v ^  v y /e /g , получим 
(не изменяя обозначений для переменных):

dv 2 - a  d0 2 a _  Y Cx(«cp)— =  —pv2 — sin 0 , v— =  v2 — cos 0 , p =  — =  ---7 i--. (2 .8 )
dt ^ ’ dt в  cy ( a P)

Единственным положением равновесия является (г), 0) =  (q, — arctgp), где 
q =  (1 +  p2) - 1/4 . Оно соответствует нисходящему прямолинейному движе­
нию с постоянной скоростью. Переходя к отклонениям v =  v — У, 0 =  0 — 0, 
в качестве линейного приближения в окрестности (v ,0) получаем систему

dv 2 л d0 л
—  =  — 2pqv — q 0 , —- =  2v — pq0 . 
dt dt

Корни характеристического полинома имеют отрицательные вещественные 
части, что влечет асимптотическую устойчивость равновесия (У,0).

Линейная система наблюдаема, например, по линейному приближению 
h =  2 +  2v/p + . . . ,  L =  0 + . . . .  Следовательно, исходная нелинейная система 
наблюдаема по y =  h, y =  L b области притяжения положения равновесия.
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При определении областей наблюдаемости можно использовать крите­
рии взаимной однозначности «конечномерных» отображений. Пусть, на­
пример, измеряется высота полета: у =  h. Рассмотрим матрицу Якоби

d (у, У) (  v cos d sin d \
d (d,v) \v 2( - s in  d — p cos d) 2v(cos d — p sin d)y

В открытом прямоугольнике П 1 =  (0, +то) х (—п/2, 0) матрица J  является 
(P  — N )-матрицей, а в П 2 =  (0, +го) х (п/2, п) — N -матрицей. Отсюда сле­
дует наблюдаемость и прогнозируемость переменных v,d в П 1,2 , а значит, 
и в {(vo,do)} =  П 1 U П2 (вследствие различия знаков у =  v sin d в П 1,2).

Система квадратичного приближения уравнений (2.8) в окрестности по­
ложения равновесия (v,d) =  (q, — arctgp) имеет следующий вид:

^  =  —2pqo — q2d — pv2 — 0.5pq2О2, =  2o — pqO +  pod — q- 1o2 +  0.5 qd2.
dt dt

Далее для построения интегральных операторов прогнозирования в рамках 
квадратичного приближения можно воспользоваться техникой сопряжен­
ных задач, которая последовательно излагается в следующих разделах.

3 .  С о п р я ж е н н а я  з а д а ч а  у п р а в л е н и я

Изложенное позволяет перейти к исследованию интегральных операто­
ров (2.3), не опасаясь «их неполной информативности». Вместо оператор­
ной связи функций д  и к необходимо уравнение, удобное в конструктивном 
плане. Рассмотрим в области П =  (£1, £2) х и  систему наблюдения (2.6) и 
пока ослабим требования: / ,  д, / х, дх € С (П) (компоненты вектор-функций 
и элементы матриц непрерывны). Поскольку отрезок времени наблюдения 
[0,Т] С (£1, £2) и область возможных конечных состояний ит =  |х(Т)} С и  
фиксированы, то далее построения достаточно проводить на пучках

Ш =  {(£,х)| £ € [0 , Т ], х € х (£ ; ит ,Т Т}, Шд =  {(£,у(£))| £ € [0 , Т ]}.

Выберем в области Q Д Шд весовую функцию обработки измерений

к (  , ■): Q ^  М, Q =  Q(k) С Мт + 1 , к , кд € С ^ ) .

Тогда функция

о(£, х) =  У  к(т, у (т ; х,£)Т йт (3.1)

будет класса С 1(Ш) в силу гладкости решений дифференциальных урав­
нений по начальным данным (£о,хо) =  (£, х) € Ш.
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Напомним обозначения: ж(Ь; ит , Т) =  {ж(^)| ж(Т) € Цт}, включение 
ку € С(ф) означает непрерывность частных производных функции к по 
компонентам у, включение V € С 1 (Ш) подразумевает, что функция V про­
должается в области Э Ш и V € С 1( ^ +  ). В качестве можно взятв 
объединение интегральных к ^ ы х  {Ь, ж(Ь)}, соответствующих непродолжа- 
емым решениям ж( ■; жт , Г) (жт € Цт ), пока значения Д,у(Ь)) находятся в 
пределах области ^  определения к. Если значения Ь ограничить отрез­
ком [0 , Т ], то производные V* при Ь =  0 ,Т  понимаются как односторонние. 
В обозначениях производных помимо индексов переменных будем, когда 
это удобно, использовать символы операторов дифференцирования д, Д

Т е о р е м а  12. Функция v(t, ж) является единственным гладким решением 
( С 1 )

vt (^,ж) +  Vx(Ь,ж)■ / (Ь, ж) =  к(Ь,д(Ь,ж)), (Ь,ж) € Ш, (3.2)

с нулевыми начальными данными v(0,ж) =  0, ж € Ц0 =  ж(0; ит,Т).

Доказательство. Действительно, возьмем произвольную точку (Ь, ж) из 
пучка Ш (значения Ь, ж выбираются независимо) и решение ж(т) с началь­
ными данными ж(Ь) =  ж (т € (—е, Ь +  е), е =  е(Ь, ж) > 0). Тогда

Ьу v(t, ж) =  (1ТV(т, ж(т)) |Т=* =  vt (^,ж) +  ^(Ь , ж) ■ / (Ь,ж).

С другой стороны (с учетом конкретного представления (3.1)):

v (т ,ж(т)) =  / к (з ,у (з;ж (т),т)) ^  =
30

Т ( ) Т ( )
=  / к(з,у (з; ж(0 ), 0 )) ^  = к(з,у(з; ж(Ь)Д)) ^ ,

30 30
0 (т,ж(т)) |Т=* =  к(Ь,у(Ь; жД)) =  к(Ь,д(Ь,ж)).

Единственность докажем от противного. Для разности V двух реше-

( )
интеграла). Значит, -г(Ь, жД)) =  сопвЕ Множество Ш состоит из интеграль­
ных кривых на отрезке времени [0,Т], причем V(0, ■) =  0. Поэтому спра­
ведливо V(^,ж) =  0  (Ь, ж) € Ш. □

Смысл определения функции (3.1) и уравнения (3.2) в следующем. Если 
положить Ь =  Т  в (3.1), то получим интегральный оператор в правой части 
соотношения (2.3). Если он должен восстанавливать значения «нелинейной 
проекции» Джт), то к нулевым начальным данным для уравнения (3.2) до­
бавляется граничное условие v(T, ж) =  < (̂ж), ж € Ст . Поэтому (3.2) можно
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трактовать как уравнение переноса фазовой точки -и(£, ■) из нуля в д  за вре­
мя Т. Если функция к (к , ку € С ^ ) )  решает задачу о представления (2.3), 
то функция V удовлетворяет уравнению (3.2) и краевым условиям

ц(0 , х) =  0 , х € и 0 =  х (0 ; ит ,Т Т, v(T, х) =  д(х), х € ит .

к
чи, то подставляя в (3.2) вместо х любое решение х(£; хт , Г), хт € ит , 
и интегрируя полученное тождество по £ € [0 ,Т ] (слева ?)(£,х(£))), полу­
чаем представление (2.3). Итак, задача построения интегральных опера­
торов (2.3) эквивалентна граничной задаче: v(0, ■) =  0  v(T, ■) =  д. Урав­
нение (3.2) линейно по паре (кщ). Уместно провести аналогию с извест­
ным методом продолжения по параметру при решении систем уравнений. 
Пусть требуется решить систему У(х) =  0. Рассмотрим параметрическое 
семейство Н (£,х) =  £У(х) +  (1 — £)С(х), где £ € [0, 1] — параметр, а урав­
нение С(х) =  0 легко решается. Пусть х(£) является решением Н(£,х) =  0.

х (0 )
траектории х(1). Дифференцируя тождество Н (£, х(£)) =  0, выводим диф-

х(£)
ношение (2.3) операторное. Уравнение (2.4) ((3.2)) позволяет двигаться к 
точке v(T, ■) =  д  локально то параметру £, начиная с нуля v(0 , ■) =  0 . 
Замечание 1. Уравнение (3.2) достаточно рассматривать лишь на мно­
жестве Ш, состоящем из объединения возможных интегральных кривых 
(хт € ит ). Предположим, что решения х( ■; х,£) с начальными данными 
(£, х) € V  =  [0, Т ] х и  (ит С и  С и ) продолжпмы на [0, £], фазовые кривые
с хт € ит те покидают область и  и {(£, д(£, х))| (£,х) € V } С Q . Тогда в
силу определения (3.1) выполнено включение v € С 1^ ) и уравнение (3.2) 
можно рассматривать в прямом произведении V =  [0, Т ] х и , что удобнее.
Замечание 2. Д тя задачи прогноза фазового состояния весовую функцию 
к (к ,к у € С ^ ) )  подвергаем усечению к(£, ■) =  0  £ > Ф Кроме того, для 
линейных к(£, у) =  к;(£)у допускаем конечное число разрывов первого рода 
по времени £. Непрерывность функции v в представлении (3.1) сохранится, 
а уравнение (3.2) достаточно рассматривать вне конечного числа сечений 
£ =  ф  £ =  ф. Подобные уточнения для допустимых к будем опускать.

Остановимся на интерпретации (3.2) как линейной системы управления. 
Для этого удобно перейти к операторной форме:

Ё(£) =  —Д ( £ ^ (£) +  В(£)К(£), V (0) =  0 , (3.3)

Ё(£) =  ^(£, ■) , К (£) =  к(£, ■), В(£)К(£) =  к(£,д(£, ^ ,

V(£) =  v(£, ■) : х( £ ; ит , Г) ^  М, Д ( £ ^ (£) =  ^*(£, ■)/(£, ■).
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Если нет проблем с продолжимостью решений, то (3.3) — линейная система 
управления «стандартного вида» в фазовом пространстве С 1(и). В общем 
случае область определения фазового вектора V (Ь) =  v(^, ■) (как функ­
ции ж) может изменяться при Ь € [0,Т]. Для выполнения (2.3) выбором 
К (■) следует решить задачу V(Г) =  р  (ж € ит , ж € и ). Таким образом, нас 
интересует множество достижимости сопряженной системы из нуля

Ограничение |к(Ь, у)| ф к не рассматриваем: при необходимости можно ис­
пользовать функцию к с числовым множителем при обработке измерений.

Управление системами с бесконечномерным фазовым пространством — 
популярная тема в общей теории систем и функциональном анализе. В дан­
ном случае имеется следующая специфика. Излишне исследовать полную

е
для наблюдаемости пары (/, д) достаточно наличия в множестве дости­
жимости Ят таких элементов : ит ^  М, что выполняется

Если по постановке задачи требуется определять значения фиксированной 
функции <р : ит ^  М (Джт) =  Л[у(-)]), то достаточно установить включение 

€ Ят , либо функциональную зависимость =  Н (— , . . . ,  —р) в Ут :

В линейном случае, когда /  =  И (Ь)ж, у =  С(Ь)ж, к =  к;(Ь)у, наблюдаемые 
проекции ^ ^ ^ м н и я  Л/ж(Т) (ит =  Мп) описываются множеством дости­
жимости {Н =  V(Г)} в силу (2 .2 ), т.е. линейной оболочкой С базисных 
векторов V(Г), 1 ф % ф р, р ф п. Управляемость (2.2) означает С =  Мга,

При управлении (3.3) как сопряженной системой к ( /, д) нас интересу­
ют «нелинейные проекции» Дж т ) =  т(Т,жт) и «полнота» не линейной, 
а функциональной оболочки наборов элементов множества достижимости. 
Как линейное пространство Ят бесконечномерно, за исключением вырож­
денных случаев (например, /  — линейна, д — полиномиальна). Даже если 
ограничиться к(Ь, у) =  к(Ь)у, то Ят конечномерно лишь в случае конеч­
номерности линейной оболочки У =  £ { у( ■; ж, Г) : [0 ,Т ] ^  Мт | ж € Ут}. 
Это следует из того, что в конечномерном случае сопряженное линейное 
пространство имеет ту же размерность, что и исходное.

Ят =  {V(Т) =  v(T, ■)} С С 1(ит), Ят С Ф(ит).

(щ1(ж),. . . ,  - Р(ж)) о  ж € ит , ж =  Н[щ1(ж),. . . ,  щр(ж)].

^(ж(Т)) =  Я Д ц ь . . .  ,цр), ц  =  ^ (т ,у (т )) ^т.

{Е);Д)ж, 1 ф % ф п} о  ж € ит (Мга) , р =  п.
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Т е о р е м а  13. Множество достижимости DT =  {v(T, -)| k(t, y) =  fc;(t)y} 
сопряженной системы управления конечномерно тогда и только тогда, 
когда конечномерно У =  L{y(-)}, причем dim DT =  dim у .

Доказательство. Пусть dim DT =  p <  +го, {wi =  Vi(T, ■)} — линей­
ный базис множества достижимости DT, Wi(x) =  (ki,y( ■; ж, Г)). Тогда 
dim У =  p. Действительно, если найдутся линейно независимые вектор- 
функции yj =  y ( ■ ; , Г),  где G UT, 1 ф j  ф t, t  > p, то для некоторых 
допустимых ki матрица с элементами а^- =  (ki,y j ) неособая. Например, 
при ki =  yi . Но строки этой матрицы суть линейные комбинации строк

Противоречие означает, что линейно независимых элементов в оболоч­
ке Y может быть только £ ф у. В силу независимости W1, . . . , w p в UT 
найдутся x 1, . . . ,  xp из условия невырожденности матрицы с элементами 
bis =  (kj,y( ■; x s,T  )) =  w(xs). В противном случае нетрудно доказать 
линейную зависимость W1, . . . ,  wp: достаточно рассмотреть плотное в UT 
множеств о {xi , i ^  1} и ненулевой ве ктор 7  G Rp, ортогональный всем 
(w1(xi) , . . . ,  wp(x ^ ) ', i ^  1. Тогда выполнено y1w1 +  . . .  +  ypwp =  0 в об­
ласти UT. Но при £ <  у столбцы матрицы {bis} окажутся зависимыми. 
Поэтому выполняются равенства £ =  у, dim Y =  у.

Обратно, пусть исходным является предположение dim Y =  у. Фикси­
руем базис у1, . . . ,  yp. Выберем ki го условия (ki, y-7') =  ф;, где 5ij — символ 
Кронекера. Тогда любой функционал (k, у) определяется значениями на 
базисных элементах yj и представим на L{y(-)} в виде линейной комбина­
ции (k,у) =  c1(k1,y) + . . .  +  Cp(kp,y )  (k,yj ) =  Cj. Это означает, что функции 
wi =  Ui(T, •), определяемые ki 5 образуют базис DT и dim D T =  у. □

Для нелинейной задачи наблюдения (но линейной распределенной со­
пряженной задачи управления (3.3)) целесообразно использование понятия 
функциональной зависимости вместо линейной.

О п р ед ел ен и е  3. Базисом в  M  с  UT множества д о с т и ж и м о с т и  Dt  назо­
вем такую конечную совокупность элементов Wi G DT, которая обеспечи­
вает функциональную зависимость

Сопряженная система (3.2), (3.3) управляема в множестве M  с  UT, если 
базис wi в M  существует и  (w1(x) , . . . ,  wp(x)) о  x G M.

(wi(x1) , . . .  ,Wi(x^)) =  c/(r )( y 1 ( t  ) , . . . ,  y^(r )) dr, 1 ф i ф у < £.

w(x) =  [w1(x) , . . . ,  wp(x)] Vx G M, V w G DT.
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В обозначении Над индекс указывает на зависимость Н  от ш. Достаточ­
ное условие существования набора шг укажем позже. Свойство управляе­
мости в М  С ит (функциональная оболочка базисивк шг дает все функции 
от х € М ) не зависит от ввгбора базиса Х>т в М . Действителвно, для пол­
ной в Ьт [0,Т ] системы {к , г Ф 1 } кусочно непрерывных вектор-функций 
определим элементы щ(Т, ■) € Т>т , Vг(T, х ) =  (кг,у ( ■; х Д )), х € ит . 
«Коэффициентв1 Фурве» (кг, у) однозначно определяются по значениям 
ш^(х) в множестве М : Vг(T, х ) =  Нг[ш1(х ) , . . . ,  шр(х )]. Поэтому справед­
ливо (ш1(х) , . . . ,  шр(х )) о  у ( ■; х Д ), х € М . Для любого другого базиса 
шг, 1 ф г ф д, имеем биекцию (ш1, . . . ,  шр) о  (гт1, . . . ,  шд), х € М .

Приходим к обобщению двойственности в теории управления и наблю­
дения на нелинейный случай. Рассмотрим сразу нестационарный случай
(2.6) и задачу прогнозирования (задаче наблюдения соответствует ф =  Т). 
Вернемся к указанным выше предположениям вещественной аналитично­
сти по фазовым переменным в (2.6). Тогда УМ с компактным замыканием в 
ит из пропзволвной полной в Т^Дв) системы кусочно непрерывных вектор- 
функций {кг, г Ф 1 } можно выделитв такие элементы к ^ (■), 1 ф V ф р, что

о
(х) =  Vгv (Т ,х) =  (кг^, у( ■; х Д )), х € ит ,

образуют базис в М  множества Т>т (У < Г ^  к(£, ■) =  0, £ > У). Без 
ограничения к € {кг, г Ф 1 } на отрезке времени в  =  [0 ,У] можно указатв 
семейство наборов {к̂ -} (1 ф у ф р, р =  2п +  1) из допустимых к(Д  для 
которых элементы ш̂  =  х  (Г, ■) образуют базис Т>т в множестве М  =  ит .

Сформулируем в компактной форме полученный резулвтат. Предвари- 
телвно напомним, что прогнозируемость функции ф : ит х- М в множестве 
М  С ит означает возможность однозначного определения значений ф(хт) 
по информации у : в  х- Мт  и хт € М: ф(хт) =  Л[у(ф.

Т е о р е м а  14. Множество Ф ДМ ) прогнозируемых в М  С ит функций опи­
сывается функциональной оболочкой Н (М ) =  {Н(ш1, . . .  ,шр)} какого-либо 
базиса Т т в М . Базис в ит ( ^  УМ С ит ) существует: достаточно огра­
ничиться линейными функциями к(£,у) =  к;(£)у и р =  2п +  1. Сужения 
элементов Н (ит) ад множество М  образуют совокупность Ф ДМ ). Пара 
( / ,  д ) М  С ит

М

Множество достижимости Х>т зависит от длителвности наблюдения Т. 
Ограничение У < Т ^  к(£, ■) =  0 (£ > У) для задачи прогнозирования 
сужает множество Р т  в отличие от линейной стационарной модели. При 
£ > У функции v(£,x) становятся первыми интегралами.

В стационарном линейном случае, когда х =  У х  у =  ^ х , к =  к(£)у,
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множество достижимости Р т описывается линейной оболочкой столбцов 
матрицы управляемости К =  (С;, . . . ,  И/п -1  С ф  Пусть для простотв1 т  =  1, 
/  =  / (ж) д =  д(ж), $ =  Т, к(Ь, у) =  к(Ь)у. Рассмотрим производные

Ь 0д(ж) =  д(ж), Ь)+1д(ж) =  д^Ь )д(ж )) ■/(ж), ж € ^  (ж € и ).

Производнвю вв1хода у())(Ь) равнВ1 Ь)д(ж(Ь)). Теоретически удобно иссле- 
доватв разрешимости системы п уравнений Ь)д(ж) =  у(г)(Т) относитель­
но ж =  жт € ит . Применение критериев инъективности отображений из 
М  С Мп в Мп приводит к достаточным условиям наблюдаемости в М ,но по­
ел едователвное дифференцирование измерений практически неприемлемо. 
В этом смысле операторв1 (2.3) коррективе каждая операция интегрирова­
ния производится независимо от другой и происходит сглаживание изме-

/ д
элементарнв1х функций — тогда и Ь)д таковвю. В операторнвгх терминах 
(3.3) производнвю Ь)д =  АгВ (А  =  дД-)/ ,  В =  д, В К (Ь) =  к (Ь)д) являют­
ся аналогом столбцов матрицы управляемости: для (/ ,  д) =  (И, С ) имеем
Ь)д =  СИгж, И/7'- 1С / — фй столбец К. Используя разложение функции 
у(Ь; ж,Т) в ряд то степеням (Ь — Т ) , получим представления

v(T, ж) =  Со +  щЬДж) +  С2Ь 2(ж) +  . . . ,  С) =  ((т — Т )г, к)/%!, Ь  =  Ь ) д.

В общем случае разложения в ряд будут справедливы локально в Пт , для 
малых Т или при ограничении к(Ь) =  0  Ь € [0, Г — е]. Имеем дело со сте­
пенной проблемой моментов. Поэтому в общем случае базисные элемен­
ты А гВ =  Ь)д (соответствующие с̂  =  0  ] =  %) не принадлежат В>т . 
Дифференцирование выхода нельзя заменить интегральными оператора­
ми. Конечное (вообще говоря, локальное) разложение v(T, ж) по производ­
ным Ь)(ж) возможно, но коэффициенты будут функциями ж (см. § 6 ).

4 .  А н а л и т и ч е с к о е  о п и с а н и е

М Н О Ж Е С Т В А  Д О С Т И Ж И М О С Т И  £>т

По построению элементы v(T, ■) € В>т являются наблюдаемыми компонен­
тами пары ( /, д) в области Пт . Для их представления (аппроксимации) по 
заданной весовой функции интегральной обработки измерений к( - , ■) мож­
но использовать технику степенных рядов.

4 .1 . П редп олож ен ия и обозначения

Пусть в системе наблюдения (/, д) (ж =  / (Ь,ж), у =  д(Ь, ж)) заданные в 
области П =  (Д Д 2) х и  С Мга+1 вектор-функции / ,  д размерностей п и т
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продолжимы в О с =  (Ч, £2) х и с С М х С” , непрерывны в О с и голоморфны 
по ж. Область и с является комплексной окрестностью И. Без ограничения 
общности считаем [0, Т ] С (£1, £2), 0 € И, /(£, 0) =  0, д(£, 0) =  0. Эти предпо­
ложения обеспечивают в прямоугольнике (с достаточно малыми п  > 0 )

[0, Т ] х П, П =  {ж € Мп : |жг| < Гг, 1 ф г ф п},

представление компонент вектор-функций / ,  д степенными рядами по фа­
зовым переменным с непрерывными по £ коэффициентами. Вследствие ин­
тегральной формулы Коши ряды сходятся Уж € П равномерно по £ € [0, Т ]:

ГО ГО
/ (£,ж) =  К(£)ж +  ^  / (г)(£,ж), д(£,ж) =  С(£)ж +  ^ д (г)(£,ж). (4.1)

г=2 г=2

Через / (г), д(г) обозначены однородные векторные поли номы степени г по 
ж П

[0, Т] х Р  С Ос, Р  =  {г € Сп : |^*| < Гг, 1 ф г ф п}.

Относительно области Ит С И предполагаем, что 0 € Ит и решения
ж( ■; ж,Т), ж € Ит , продолжимы на отрезок времени [0 ,Т ].

Рассмотрим на пучке возможных интегральных кривых Ш сопряжен­
ную к ( /, д) систему (3.2), ограничившись пока линейными весовыми функ­
циями к(£, у) =  Р(£)у. Потение ж(ф ж) представимо в интегральной фор­
ме (3.1) и является вещественным аналитическим по ж € ж(£; Ит , Г). Ес­
ли рассмотреть определение функции ж(ф ж) формулой (3.1) независимо 
от (3.2), то ж(ф ■) € Сш на (открытом) множестве {ж} таких ж € И, для
которых решение ж( ■; ж, £) продолжимо на отрезок времени [0 , £].

В силу продолжимости вектор-функций / ,  д в Ос начальные данные 
ж =  ж (Г) можно рассматривать из некотор ой области ИТ Э Ит в Сп (доста­
точно малой комплексной окрестности Ит ), для которой решения ж( ■; ж, Г) 
будут определены на [0,Т]. Поскольку ж(ф , 71) — области, являющиеся 
сдвигом И^ вдоль траекторий векторного дифференциального уравнения, 
то они при всех £ € [0 , Т ] содержат некоторый общий открытый поликруг 
К с центром в нуле. Следовательно, функция у (т ; ■, £) (а значит и функ­
ции ж(ф ■) Ук(-) € К С [0 ,Т ]) голоморфна в достаточно малом поликруге К 
(К =  К(т, £, к), см. [43,87]). Для вещественных значений вектора ж

ж(ф ж) =  V ГО ж(% ,  ж), ж € К П Мп, £ € [0, Т], (4.2)—'г=1

где ж(г) — однородный полином степени г по ж с непрерывными по £ коэф­
фициентами (класса С 1 за исключением точек разрыва к(£)).
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[0, Т]
малом параллелепипеде П =  {х € М” : |хг| < гг} имеют место разложения 
в степенные ряды (4.1), (4.2). Примем это в качестве исходник предполо- 

( /, д)
Введем необходимые обозначения. Пуств Р (р) — линейное пространство 

однородных полиномов степени р в М” (0 € Р (р)), £ (р) — линейное про­
странство р линейных форм в М” х . . .  х М” . Ограничимся вещественным 
случаем. В пространстве £ (р) введем отношение эквивалентности:

ш(р) (■, . . . ,  ■) ~  ш2р) (■, . . . ,  ■) ^  ш(р) ( х , . . . ,  х) =  ш2р) ( х , . . . ,  х ) . (4.3)

Тогда любому элементу ш(р)(̂ ) € Р (р) биективно соответствует класс экви­
валентности р линейной формы ш(р)(^, . . . ,  ■) € £ (р), для которой выполне­
но ш(р)( х , . . . ,  х) =  ш(р)(х), х € Мга. В каждом таком классе существует 
единственная симметрическая р-линейная форма -ш(р) (37]:

гг(р)^ 1, . . . ^ р ) =  [р !]-1^ ш(р)^й(1), . . . ^й(р)Т, хг € МП.

Суммирование ведется по р ! перестановкам 5 чисел 1, . . .  ,р. В зависимости 
от контекста обозначаем нижним индексом как компоненту вектора, так 
и номер вектора, исполвзуя для записи вектора иной шрифт. Очевидно, 
выполняется ш(1)(-) =  г(;(1)(-). Общий вид р-линейной формы:

ш(р)(ХЬ . . . ^ р )  =  ^ ь .. ^  ш° 1’. ..^ )х1Д ■ . . .  ■ хр7р ,

Хг =  (хг1, . . . ,хг„)' € МП, ш(71’...’7р) =  ш(р)(ед , . . . , в̂ р).

Здесв {ег} — канонический базис М” , 1 ф ф  ф п , . . . ,  1 ф ф  ф п.
р ш ( р ) ( ■ , . . . , ■ )

Ш (р) € МгаР, составленнв1й из лексикографически упорядоченных коэффи­
циентов ш(71’."’7'р). По определению набор индексов (*1, . . . ,  гр) лексикогра­
фически предшествует набору ( ф , . . . , ф ) ,  если положителвна первая из 
ненулевых разностей ф  — ф, . . . ,  ф  — гр. Определим множество в (р) косо­
симметрических векторов в М”Р (размерноств п фиксирована):

в (р) =  {Q (p) € МпР: Q (p)/X (р) =  0, х € Мп},

X (р) хг1 ■ . . . ■ хгР
х =  (х1, . . . ,  хга/ .  При р =  1 в (1) =  {0}, а в случае р =  2 вектор Q(2) получа­
ется развертыванием построчно в столбец кососимметрической матрицы.
Компоненты Q(p), имеющие те же номера, что и отличающиеся лишь пе­
рестановкой индексов мономы в X (р), имеют нулевую сумму. Поэтому

Ш1р) ~  Ш2(р) ^  ш(р) ~  ш2р) ^  (ш1р) — Ш2(р)) € в (р). (4.4)
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р
нейным формам гс(р) (■, . . . ,  •), векторов Ш(р) обозначим через П(р). Компо­
ненты Ш(р), имеющие те же номера, что и отличающиеся лишь перестанов­
кой индексов мономы в X (р), равны. Прямая сумма подпространств 0 (р) и 
П(р) совпадает с МпР, П(1) =  Мп. р
жению —(р) € С(р) соответствует вектор Ш (р) € МпР из лексикографически 
упорядоченных коэффициентов —бь-.^ру то р-линейной форме

(х 1, . . . , хР) ^  —(р) а ^  1, . . . ,  Бхр)

С / 0  . . .  0  Б / Ш (р) € МпР. Здесь С , . . . ,  Б  -  
матрицы размерности п х п, 0  — символ прямого произведения [51]:

/ си Б  . . .  СщБ^
С 0  Б  =  : : : .

\чСга1Б  . . . Сгага̂ У
При этом X (1) =  ж =  (ж1, . . . ,  ж„У, X (р) =  ж 0  . . .  0  ж =

а р р— 1 р— 1 р—2 р—2 р )/  I 'У>-' /у> _ /у> /у> _ /у> г у ‘  г у  _ /у> ГуЩ IУ*/у 1 ̂  *лу 1 л̂у2  ̂  ̂ 1 1 2̂  ̂1 } * * * } 1 2̂ г̂̂ь у * * * } I *

Техника прямого (тензорного, кронекерового) произведения матриц удобна 
при исследовании линейных матричных уравнений, в частности, матрич­
ного уравнения Ляпунова в теории устойчивости движения [51].

4.2 . Л инейны е управления в сопряж енной систем е

Приравняем при к(Ь, у) =  к/(Ь)у в левой и правой частях линейного сопря­
женного уравнения однородные полиномы одинаковой степени р ^  1 :

^ р)(Ь,ж) +  ^ Р 1 vУ)(^,ж)•/ (р-)+1)(ь, ж) =  к/(Ь)д(р)(Ь,ж), (4.5)•*—̂ г=1

v(p)(0 , ж) =  0 , / (1)(Ь,ж) =  И(Ь)ж, д(1)(Ь, ж) =  С(Ь)ж.

При р =  1 v(1)( ,̂ ж) =  V(1)/(Ь)ж и получаем сопряженную систему управлт- 
ния V =  — +  С /к к линейному приближению (/, д) (ж =  Иж, у =  Сж).
В терминах симметрических полилинейных форм (Ь — параметр) имеем

Р )
т;(р)(Ь, ж, . . . ,  ж) +  ^  ^ ■ г (г) а̂ , ж, . . . ,  / (р-)+1)(Ь, ж, . . . ,  ж), . . . ,  ж) =

)=1 .7 = 1
=  к/(Ь) д(р)(Ь, ж, . . . ,  ж).
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Номер  ̂ соответствует замене фго вектора ж на / (Е . В силу симметрич­
ности форм можно приравнять коэффициенты при мономах жц ■ . . .  ■ жгр:

р г
И (р) (£) +  ^  ^  Е  ® . . .  ® ^ (р-г+1)/(;£) ® . . .  ® е )  V (г) (£) =

г=1 ^=1
=  С?(р)/(£) к(£), £ € [0,Т], р > 1.

Здесь индекс означает порядковый номер матрицы _р(р-г+1)/ в последо­
вательности г прямых произведений, Е  — единичная матрица,

V  (в)/(*)Х(в) =  гУ<в)(*,ж,. . . ,ж) =  и(в)(*,ж),

С (в)(£)Х(в) =  5'( )̂(£, ж, . . . ,  ж) =  д(в)(£, ж),

£ (в) (£)хМ  =  /М  (£, ж, . . . ,  ж) =  / (в) (£, ж),

^ (1) =  к  (1) =  К (£), С (1) =  С (1) =  С(£).

Для вектора V =  (У(1)/, . . . ,  V (р)/, . . . ) X V"(1) =  V(1) , получаем уравнение

Й(£) =  - 7 /(£)Н(£) +  £ /(£)к(£), V(0) =  0, (4.6)

где первые п строк матрицы 7 , которая является верхней блочно треуголь­
ной, равны ( 7 (1), 7 (2), . . . ,  7 (р), . . . ) ,  следующие п 2 строк определяются как

( 0 ,7 (1) ® Е  +  Е  ® 7 (1), . . . , 7 (р) ® Е  +  Е  ® 7 (р), . . . у

и так далее, £ =  (С?(1), . . . ,  С?(р), .. ^  Система ( / ,д)  запишется в виде

X  =  7 (£)Х, у =  £ (£)Х, X  =  (ж/, X (2)/, . . . / .  (4.7)

Формально при домножении бесконечной системы (4.6) на вектор X  
скалярно получим сопряженное линейное уравнение в частных производ­
ных. Аналогично, бесконечная векторно-матричная запись (4.7) является 
«координатным» представлением пары (/, д). Имеем удобный в техниче­
ском плане формализм обращения со степенными рядами. В силу биекций

т (р)(£ ■) о  ^ (р) о  V (р)(£), ф , ж )  =  V /(£)Х, (£,ж) € [0, Т] х П,

и однозначности определения аналитической функции по коэффициентам 
степенного ряда выполняется биекция V(Г) о  ь(Т , •). Поэтому вместо 7 Т 
можно изучать множество достижимости системы (4.6). В стационарном 
случае «столбцы матрицы управляемости» 7 /г£ / сопряженной системы со­
стоят из коэффициентов в представлении производных д(ж) =  £ 7 гХ,
как и для линейных пар (/, д) =  (К, С) (С 7 гж(Т) =  у(г)(Т)).
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Замечание 1. При составлении уравнения (4.6) можно исполвзоватв вместо 
матриц У(р), С (р), составленнвк из коэффициентов векторных симметри­
ческих р-линейнв1х форм / (р), 5г(р), произвольные непрерывные матрицв1 
У(р) (£), С (р)(£) го условий У (р)(£)Х(р) =  / (р)(£,х), С (р)(£)Х(р) =  д(р)(£,х). 
Строки У (р) (£), С (р) (£) определяются с точностью до векторов из в (р) в со­
ответствии с (4.4). Указанная замена приведет к изменению разве лишь 
вектора V (£), но не функции У/(£)Х =  v(£,x), посколвку, например,

(У(2) С Е  +  Е  С (3) =  У (2) С Е  ■ X (2) С х+

+ Е  С У (2) ■ х С X (2) =  У (2) ■ X (2) С х +  х С У(2) ■ X (2) =

=  р (2) ■ X (2) С х +  х С У(2) ■ X (2) =  (У (2) С Е  +  Е  С У(2)^ (3).

х( )
ции у(^) можно следующим образом. Рассмотрим конечную подсистему (4.6)

V.(£) +  УД£)V.(£) =  аД£)к(£), V.(0 ) =  0 , (4.8)

где — блочно треуголвная матрица, стоящая на пересечении первых 
г =  п +  . . .  +  пг строк и столбцов матрицы Т . Справедливо представление

v(T, х) =  ^ ( Т ^  =  ^ ( Т ^ .  +  о(||х |Г), X . =  (х/, X  (2)/, . . . , X (т)%

V. =  (С (1)/, . . . , С (т)/т/, =  (<5(1), . . . ,  <5(т)Т.

В окрестности нуля v(T, х) ~  шг(х) =  V'/(?1)Xr . Вектор х(Т) по измерени­
ям у(^) приближенно можно ВВ1ЧИСЛЯТВ, выбирая к =  кг в (4.8) и решая 
систему полиномиальных уравнений шгг(х) =  Цг, ц  =  (кг, у ): 1 ф г ф п. 
Область, в которой по значениям Нг(х) =  (шг1(х) , . . . ,  шгп(х))/ однознач-

х
выше критериев инъективности. Это позволяет исследовать локальную на­
блюдаемость, когда линейного приближения (/, д) недостаточно.

Замечание 2. Использование операции прямого (тензорного, кронекеро- 
вого) произведения матриц позволяет достаточно просто выписывать ли­
нейную систему (4.8). Вместе с тем ее размерность г =  п +  ... +  пг для 
построения функции шг(х) =  V,/(^1)X r избыточна. Поскольку при р > 1

С (р)(£) € П(р), пр =  ё 1ш П (р) =  п(п +  1)...(п +  р — 1) / р ! < пр,

то множество достижимости (4.8) является (линейным) подмножеством 
симметрического подпространства Мг размерноети з =  п 1 +  . . .  +  пг. Для 
определения полинома шг (х) достаточно найти только коэффициенты при
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мономах ж)1 ■ . . .  ■ ж^, *1 ф . . .  ф гР, 1 ф р ф г. Поэтому, выписав матри- 
ЦБ1 можно оставитв толвко те столбцв1, которые по порядковому
номеру соответствуют первому из мономов, отличающихся лиши переста­
новкой индексов. Например, из столбцов с номерами п +  2 и 2п +  1 (со­
ответствуют ж1ж2 и ж2ж^) следует оставитв (п +  2)-й. В полученной таким 
образом матрице необходимо просуммироватв строки, соответствующие 
по порядковвш номерам эквивалентнвш мономам. В резулвтате получится 
линейная система управления, для которой V)(Ь) € М8, (ж) =  Р7 ^ ) Х г -
Компонентами вектора X г служат мономв1

ж)1 ■ . . .  ■ ж)р, *1 ф . . .  ф *р, 1 ф ф Ф п, 1 ф р ф г.

4 .3 . Н елинейны е весовы е ф ункции наблю дения

Чтобв1 система уравнений вида чз(Т, ж) =  ц  бита проще, целесообразно рас- 
ширитв класс весоввк функций обработки измерений (допустимых управ­
лений в сопряженной системе) до произволвных достаточно гладких к(Ь, у). 
Для менвшей громоздкости выкладок ограничимся стационарной парой
(/, д) /  д
ные аналитические вектор-функции в области и  С Мп; 0 € и , / ( 0 ) =  0 ,
д(0 ) =  0 ; решения ж( ■; ж, Г) продолжимы та отрезок времени [0 , Т ]; ж € ит ,
ит — подобласти и ,  0 € ит . В сопряженной к (/, д) системе

^(Ь , ж) +  ^ (Ь , ж)■ / (ж) =  к(Ь,д(ж)), v(0,ж) =  0, (4.9)

по паре функций (к, V) по-прежнему сохраняется линейности.
Полагая области ит достаточно малой окрестносавю нуля, а допусти­

мые к(Ь, у) — вещественными аналитическими по у (и непрерывными по 
совокупности (Ь, у) в окрестности [0, Т ] х 0 в М1 х Ст , к(Ь, 0) = 0 ) ,  получим

/(ж) =  ^ ° ° о /(г)(ж) д(ж) =  ^ ° ° одМ(ж)'г=о /г=о

v(t,ж) =  ^ ° ° 1 Vм  (Ь, ж), к(Ь,у) =  ^ ° ° 1 к ())(Ь,у),/)=1 ^—/г=1

ж € жа ;̂ ит ,Т ), у € даж(Ь; ит ,Т )), Ь € [0 , Т ],

где к()) (Ь, ■), v(г)( ,̂ ■) и компоненты вектор-функций / ()), д()) — однородные 
полиномы степени г по у, ж соответственно. Приравняем в сопряженном 
уравнении слева и справа однородные полиномы степени р ф 1 :

^ р)(Ь,ж)+ vX,p)(^,ж) ■ /  (1)(ж) +  г (р)(Ь,ж) =  к(р) а̂ , д (1) (ж)). (4.10)
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Г(р)

р > 1 

к(1)(£, ■), к (2)(£, ■), . . .  , к (р -1 £  ■) (г (1)(£, ■) =  0т.

Более подробно:

р-1
Г(р)(£,ж) = £  « ( « Д л / (р-«+‘)(ж )-

9=1

-  £  к(л.-.^-)(£) д ^  (ж) ■ . . .  . д £ (ж),

1 ф 8 < р, *1 +  . . .  +  г8 =  р, «V ^  1, 1 Ф Л Ф . . .  Ф Л  Ф т .

Здесь (д(г), . . . ,  д(т) Т/ =  д(г) (ж),

£ .  . к( 1̂,'"’̂ 8)(£) ул  ■ . . .  ■ у .  =  к(")(£,у) .

В терминах симметрических полилинейных форм имеем:

■£(£, ж, . . . ,  ж) +  £ р  ̂г;(р) (£, ж, . . . ,  / (1)(ж),. . . ,  жТ +  

+  £ £  ж, . . . ,  ж) =  к(р) (£,д(1)(ж),. . .  ,д(1)(ж)Т, 

?(р)(£,ж,. . . , ж) =  —к(1)(£,§Г(р)(ж,. . .  ,ж)Т — . . .  —

— £  £ (р-1) (£, д<г1) (ж,. . . ,  ж), . . . ,  £ - 1) (ж,. . . ,  ж)Т +
*1 +...+гр_1=р

+  £ р £ «  г;(«) (£, ж, . . . ,  / (р-«+1)(ж,. . . ,  ж), . . . ,  жТ /.—̂«=1 ^—/.= 1

г;(г) (£, ж, . . . ,  ж) =  «(г) (£, ж), / (г) (ж,. . . ,  ж) =  / (г) (ж),

£  (ж,. . . ,  ж) =  д(г) (ж), й(г) (£, у , . . . ,  у) =  к (г) (£, у ). 

Индекс Л указывает порядковый номер аргумента / (г). Приравняем
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хг1 ■ . . . ■ хгР :

С(р)(£) +  Е  С . . .  С У(1)/ С . . .  С Е  ■ V (р)(£)+7=1

+  ^ р-1 Е  С . . .  С У(р-9+1)/ С . . .  С Е  ■ С(?)(£) —

— С (р)/к(1) (£) — (С (2)/ С С (1)/ +  С (1)/ С <5(2)/) ■ К (2)(£) — . . .  —

— ^  С (г1)/ с  . . .  с  <5(гр- 1)/■ К (р-1) =  с (1)/ с  . . .  с  с (1)/■ К (р),

С ^ ( ^ (г) =  v(г)(£, х), У ^ (г) =  / (г)(х), С (г)X (г) =  д(г)(х),

К (г)/(£)У(г) =  к(г)(£, у), X (г) =  х С . . .  С х, У (г) =  у С . . .  С у.

Здесь *1 +  . . .  +  гр - 1 =  р , волна означает «симметричность». В матричной 
записи вектор V =  (V(1)/, Ё (2)/, . . . ) / удовлетворяет уравнению

Ё(£) =  —Т ^ (£) +  £ 'К (£), V (0) =  0, (4.11)

где первые п строк Т  равны (У(1), У (2), У (3), .. .), следуюнще п 2 —

( 0 , У(1) С Е  +  Е  С У (1), У (2) С Е  +  Е  С У (2), . . . ) ,  . . . ,

первые т  строк £ равны (С (1), С (2), С (3), . . . )  т 2

( 0 ,С (1) С С (1), С (2) С С (1) +  С (1) С <5(2), . . . ) ,  . . . ,  К  =  (к(1)/,К  (2)/, . . . Т/.

Если умножить соотношения (4.11) скалярно на вектор X  =  (х/, X (2)/, . . . ) /, 
то получим линейное сопряженное уравнение (4.9), v(£,x) =  V/(£)X.

Покажем, что «в пределе» расширение множества управлений позволя­
ет избавиться от необходимости решать уравнения относительно х =  х(Т). 
А именно, рассмотрим класс систем наблюдения (/, д) (естественно, доста­
точно узкий), для которого выбором нелинейных кг(-, ■) можно добиться 
выполнения условий v^(T, х) =  х^. Вычислеше х(Т ) по у : [0,Т] ^  Мт  сво-

кг £, у(£) 1 ф г ф п

Т е о р е м а  15. Пусть область ит — достаточно малая окрестность ну­
ля; пара, (У(1), С (1)) является наблюдаем,ой, гапкС (1) =  т ;  столбцы, мат­
риц У (р)/; £Лр)/ принадлежат линейной оболочке С ( С ^ )  столбцов матриц
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С<р) =  С (1)/ 0  . . .  0  С (1)/ (р раз), р 0  2. Тогда можно построить функции 
кг(Ь, у) в форме сходящихся степенных рядов по у из условия

г т
жфТ) = к  (т, у (т)) ^т, 1 0  г 0  п, ж(Т) € ит .

зо

Доказательство. Выберем произвольное допустимое управление к(1)(Ь)
[0, Т]

V (1)(Ь) =  —И(1)^ (1)(Ь) +  С (1)/к(1)(Ь), V(1)(0 ) =  0 .

Далее определим управления К (2), К (3), . . .  так, чтобы выполнялось

П(г) = 0 , г > 1 , v(t, ж) =  v(1)(t, ж) =  V(1)/(Ь)ж.

Подставляя функцию V =  v(1)(t,ж) в уравнение (4.9) и приравнивая сим­
метрические векторы коэффициентов при X (р), р > 1 , получим

^ (р)/V (1)(Ь) — ^  ^  (/ ( 1̂)/ 0  . . .  0  ■ К  (8)(Ь)= (4.12)
8 П, .. .0

=  С<р) ■ Кб (р)(Ь), г1 +  . . .  +  г8 =  р, 1 0  8 <  р.

В силу С (СС(г)/) С 0  (С<г)) справедливо представление С (г)/ =  С<г)Мг 
(Мг — матрицы соответствующих размерностей) и, следовательно,

<5(г1)/0 . . .  0  <5(гз)/ =  с<г1) 0 . . .  0  с<гз). м г10 . . .  0  Мц =  с<р)м ,

^ с а < 5 (г1)/0 . . . 0 <5Ы /) с с ( с <р)).

Поскольку выполняется условие гаикС<р) =  (гаикС(1))Р =  шР, то К (р)(Ь) 
в уравнении (4.12) определяется единственным образом после выбора 
управлений к (1), . . . ,  К/(р-1), р  > 1

к(Ь, у) =  к(1)/(Ь)у +  /К(2)/(1)Г(2) +  . . . ,  (4.13)

удовлетворяющий условию v(T, ж) =  V(1)/(Т)ж. Обоснуем сходимость ряда. 
Сделаем в окрестности нуля замену переменных: у =  д(ж),

ж о  (у/, С  + 1ж, . . . ,  4 ж  =  г, гаик (С (1)/, 1т +1, . . . ,  1п) =  п, 1г € Мп.

Тогда левая часть ф(Ь, г) сопряженного уравнения (4.9) при V =  v(1) яв­
ляется вещественной аналитической функцией по г. Представляя ф(1,ф 
степенным рядом по г в окрестности нуля с учетом соотношений (4.12),

у = 0
торая содержит все значения выходов у(Ь) щ и  Ь € [0 , Т ] для достаточно
малой области ит . Остается теперь выбирать управления к(1) =  кг(1) из
условий Т)(1) =  ег =  (0 , . . . ,  1 , . . . ,  0 / ,  1 0  г 0  п. □
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Замечание. Если (Е (1), С (1)) не является полностью наблюдаемой, то мож­
но (локально) построить операторы восстановления проекций

^ж(Т), Н еС( К) ,  К =  (С(1)/, Е (1)/С (1)/, . . . , Е (1)/га-1С (1)/Т.

При этом достаточно требовать С(Х(р)/К) С С (О ^')  и принадлежность 
линейной оболочке С ( С ^ )  вектора в левой части (4.12). Если некоторая 
компонента /  не удовлетворяет условию теоремы (Е.(р)/ е  С ( С ^ ) ) ,  то при

Н/ж( )
ет добавить для линейного приближения условие е .V (1) (£) =  0 .

4 .4 . Схемы  аппроксимации и оценивания

Для приближенных вычислений значений заданных нелинейных компо­
нент д  можно аппроксимировать функцию д(ж) (д(0 ) =  0 ) полиномом

д(ж) и  д (1)(ж) +  . . .  +  д (г)(ж) =  ^ /  Х г, Хг =  (ж/, . . . ,  X  (г)/Т/,

и решать конечномерную задачу Ет (Г) =  (V(1)/, . . . ,  Е  (г)/у  и  выбором 
К г(£) =  (к(1)/, . . . ,  К (г)/у . Блочно-треугольная структура матриц в сопря­
женной системе упрощает задачу и позволяет выписать подсистему для 
вектора Ет(£), куда не будут входить Е (г), К (г), г > г. Это свойство позво­
ляет решать задачи управления Е .'У т) и  ^ .  последовательно. В итоге 
получаем интегральный оператор приближенного восстановления компо­
ненты:

С тд(жт) и  / кг (ЕуУ)) ^ ,  кг(Е у) =  К (^ )^ г .
4о

Когда линейное приближение вырождено, целесообразно ограничиться 
значением г =  2 из-за роста размерности. Вместо степенного можно ис­
пользовать и другие базисы, ориентируясь на специфику вектор-функций
/  д (
зисные элементы ф1(ж),. . .  ,ф^(ж)  ж е  и  (область и  — из замечания 1 на 
стр. 41). Подбираем такие функции Н., 1 ф Л ф т, чтобы значения д(ж), 
Н. (£, д(£, ж)) достаточно точно приближались по базису при ж е  И:

Ем , )
(жУ Н. ( Е д У ,ж)) и  > . (У ^ (ж).V=1 4 ' ^ = 1

Аналогично аппроксимируем

(ж)■/У,ж) и  ^ ^  ^Д У У У ж ).
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Ищем функции к, v в форме

к(£,у) и  2 ^ 7= 1 к (£ )^ 7(£,у), v(£, х) и  ^ ^ = 1 ^ (£ )ф (х ) .

После подстановки в сопряженную систему и приравнивания коэффициен­
тов при базиснв1х ф  получаем конечномерную задачу

Й(£) =  — А ^ (£) +  В /к(£), V(0) =  0, V(Т) и  ф

^ =  { ф }, V =  ^ }  к =  {к7}, А =  {йг7}, В =  {Д-}.

В итоге
[ Т

^ (хт) ^  ^ 7= 1 к7 (£)^7 (£,у (£^  Й£.

Для задачи прогнозирования следует считатв к7-(£) =  0  £ >
На проблему можно взглянутв и с позиций теории решения линейных 

распределенных граничных задач. Возвмем любую гладкую функцию

v(£,х) : v(0 , x ) = 0 , v(T, х ) =  Дх) ,  х € и  (v(£,x)= £ Д х ) Т - 1  Т.

Добавим к ней сумму а ^ Д £ , х) + . . .  +  ау ̂  (£, х) с коэффициентами ац где 
VI € С 1 и щ(0 ,х) =  щ(Т, х) =  0 (например, Д £ , х) =  £(£ — Т)Ф (£)Д(х)). 
Аналогичным образом ограничимся линейной комбинацией

к(£, у) =  в 1к1(£,у) +  . . .  +  вм км (£,у).

Подставляя эти суммы в сопряженное уравнение (3.2), получаем невязку 
Л(£, х ; а 1, . . . ,  в м )• Ее нужно минимизироватв по параметрам в подходящей 
норме в [0, Т ] х и  Линейности по паре (к, V) дает возможности применятв 
проекционные методы, развитые применителвно к линейным задачам.

Обычно измеряется части фазовых координат: у7- =  х7-, ] ф т .  Фор- 
малвно этого можно добитвся заменой или добавлением переменных. По­
лучаем задачу о функционалвной зависимости левой части сопряженного

х
функция переменных £, хц  . . . ,  хт , и можно перейти к задаче

Вт =  0, Д 0, ■) =  0, Д Т , ■) =  ^  Сv =  { ( V +  т* ■/ )х . }”=т+1.

В качестве весовой функции обработки измерений к(£, у1, . . .  ,ут ) в инте- 
гралвном операторе наблюдения (2.3) будет А/V. Подчеркнем, что исходная 
задача — нелинейная обратная, а в итоге пришли к прямым методам реше­
ния линейного уравнения, хотя и распределенного (следствие построения 
операции наблюдения для области фазового пространства).



4. Аналитическое описание множества достижимости DT 57

Сопряженное уравнение можно использовать для оценивания возмож­
ных значений компоненты д  на траекториях нелинейных управляемых си­
стем. Пусть /  =  / (ж,ш), где ш € П, П — некоторое множество параметров 
(возможно, функциональных). Пусть для «опорного» значения Ш постро­
ено управление к (- , ■) в сопряженной системе (4.9) ( / (ж) =  / (ж,ш)) такое, 
что v(T, ■) =  д. Тогда (ж(Ь) =  ж(Ь; ш,ж(Т),Т)):

V а̂ , ж(ь) ) = V* а̂ , ж(ь) ) + ^  а^,ж(Ь))-/ аж(Ь),ш) =

= к[Ь,даж (Ь))]+^аЬ,ж (Ь)н/ аж(Ь),ш)—/  аж

v(T ,ж(Т)) =  д +  r(k ,w ,x(T )), д =  /  к(т,у(т))^т,
J0

r ( k ,w ,x ^ ) ) =  f  {vx ( r ,x ( r ) ) • [ / (x (r),w ) -  /  (x (r))]}dr.
J0

Можно приближенно вычислять д(ж(Т)) ~  д. Оптимальная функция к:

к (- , ■) =  arg min max |r(k,w ,x(T))I.
fc: v ( T , - ) = ^  w , z ( T ) '  V Л

Если значения к(т, у (т)) превышают заданный порог |k(t, y)| ф к, то следу­
ет использовать подходящий числовой множитель. Здесь, как и в линейном 
случае, важны лишь «проекции на направления».

4 .5 . П остроение управлений в сопряж енной систем е

Линейно-полиномиальная задача прогноза. Остановимся теперь на 
некоторых частных способах построения к(-) в случае k(t, y) =  k(t)y. Пусть 
система наблюдения (/, g) моделируется уравнениями

ж =  Аж, у =  д(ж) =  д(г)(ж), ж(Т) € ит =  Мп, (4.14)
•̂—^=1

где А — постоянная матрица размерности п х п, д(г) — однородный поли­
ном степени г. Требуется то информации у : 0  ^  М (0  =  [0,$], $ < Т)

ж =  ж( )
( / , д)

ложения равновесия не является наблюдаемой парой и необходимо исполь­
зовать нелинейные приближения, в частности, уравнений измерителей.

(А, д)

^(Ь, ж) +  vx( ,̂ ж)- Аж =  к(Ь)д(ж), v(0 , ж) =  0 ,
(4.15)

£>т =  {ш: Мп ^  М | ш(ж) =  v(T, ж) =  (к ,у ( ■; ж, Г)) }.

Г 7(i)
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Поскольку у (£) измеряется на отрезке 0  =  [0, $], то допустимыми считаем 
кусочно непрерывные к(-), равные нулю на ($, Т ]. Из представления

v(£, х) =  / к (т) у (т ; х,£) ^т

и линейности закона движения следует v(£, ■) € Р Т (Vк, V£), где Р Т — ли­
нейное пространство полиномов степени не выше г без свободного члена 
(по определению полагаем 0 € Р Т).Т ак к ак  у|[0,т] о  у|© о  {(кг, у) г к  1 } 
для полной в пространстве ^ ( 0 ) системы функций кг (к(£) =  0  £ € ($, Т ]),

ЕТ
п(п +  1) . . .  (п +  г — 1)/г! ,

то существуют такие базисные элементы к д , . . . ,  к р, р ф г, для которых

£>т =  С{-ш^ =  ^ ( Т , ■), 1 ф V ф р} , (адДх),. . . ,  -Шр(х)) о  у( ■; х ,Т ).

Перейдем к «координатной» записи сопряженной системы (4.15):

Й(£) =  —Т ^ (£) +  д /к(£), V (0) =  0. (4.16)

Здесь Т  =  ё 1ад{А(1),А (2), . . . , А (т)}, £ =  (С (1), . . . ,  С (т)Т А(1) =  А,

А(2) =  А С Е  +  Е  С А, . . . ,  А(т) =  А С Е  С . . .  С Е  +  . . .  +  Е  С . . .  С Е  С А,

СС(г)/ € П(г), П(г) — множество симметрических векторов в пространстве 
G;(г)x (г) =  д(г)(х), X (г) =  х С . . .  С х (г раз). Уравнение (4.16) по­

лучаем согласно общей схеме. А именно, приравняем в (4.15) однородные 
полиномы и результат запишем в терминах симметрических форм:

г
гд(г) (£, х , . . . ,  х) +  ^  п(г) (£, х , . . . ,  А х , . . . ,  х) =  к(£) П(г) (х , . . . ,  х ) ,

^=1Т
V =  ^  v(г), v(г)(£,х) =  :т(г)(£, х , . . . ,  х), д(г)(х) =  П(г)(х , . . . ,  х).

г=1

Для вектора У(г) € П(г) С Мп  (1 ф г ф г, П(1) =  Мп) из лексикографически 
упорядоченных коэффициентов р-линейной формы п(г) (£, ■ ,. .. ,  ■) имеем:

П(г)(£) =  —А(г)/у(г) (£) +  С (г)/к(£), У(г)(0 ) =  0 .

Определяя вектор V =  (У(1)/, . . . ,  У (т)/у , получим уравнение (4.16) и 

v(£, х) =  V/(£)Xт, Xт =  (х/, X (2)/, . . . ,  X (Т)/т/, v(T, ■) о  V(Т).
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Когда т > 1, система (4.16) не является полностью управляемой, т.к. 
ё1ш 0(г) =  п(п +  1 ) . . .  (п +  г — 1)/г! < п*, 2 ф г ф т. Однако нас ин­
тересует существование в множестве {V(Г)} таких элементов Е1, . . . ,Е р , 
соответствующих управлениям к ц . . . ,  кр (перенумеруем к*Д, что

{щ(Т, ж) =  (кг, у), 1 ф г ф р} о  ж =  ж(Т) е  Мга (М  с  Мга).

Перейдем к описанию множества достижимости систем (4.15), (4.16):

г Т 1
V(Т) =  у  ехр {(т — Т) а /к (т) 4т =  ]Т ,= о с̂ /,

г т
С* =  («г, к) = СКг(т)к(т) 4т, а*(т) =  а*(т — Т).

о

Здесь воспользовались полиномиальным представлением

Ей—1
. п aг(^)GFг, а  о (£) =  —Ьо а^_Д£), ао(0 ) =  1 , г=о

ст.(£) =  а._Д£) — Ь.ай—Д Д  а . (0 ) = 0 , 1 ф Л ф 4 — 1 .

Число 4 определяется первым вектором ДХ*, зависящим от предыдущих: 
+  Ь̂ —1ДХй 1 + . . .  +  Ь0Д =  0. Достаточно убедиться, что слева и справа 

в представлении все производные в нуле совпадают.
Поскольку функции <4* линейно независимы на произвольном интерва- 

(е  (а* аналититеские и а .^ Т )  =  ф ., 0 ф г, Л ф 4 — 1), то выбором к( ■ ) 
(к(т) =  0  т > $ )  вектор с =  (с0, . . . ,  с^_ 1)/ можно сделать любым:

к(т) =  Н/а (т ), а  =  (а 0, . . . ,  а й—1)/, с =  (а , а /)_Н, Н =  (а , а ^ _  1с.

Матрица Грама (а, а /)1? состоит из скалярных произведений (а*, а . ) в £ 2 =  
£ 2 (0 ). Ограничение к (т) =  0 (т > $) не меняет множества достижимости 
системы (4.16), которое совпадает с линейной оболочкой С(К) столбцов 
матрицы К =  (а /, Т /а /, . . . ,  Х /й—1Д/) . При этом выполняется

д(ж) =  а т гХг : Ь^д =  д, ДА+1д =  дх(£Ад)Аж.

Управления к*(■ ) (^ (7 ’) =  Х /г—1̂ /) определяются формулой

(к1(т) , . . . ,  кй(т))/ =  (<4, (4/)_ 1а (т ), а ( т ) =  а (т  — Т ), т е  0 .

Поскольку проблема моментов с =  (а, к Д решается выбором к на отрезке 
времени 0  в виде линейной комбинации функций а*, то такие к имеют 
минимальную длину, т. е. являются оптимальными в смысле ||к |ф 2 ^  ш1п.



60 Глава I. Интегральные операторы прогнозирования

Итак, множество достижимости D =  (T)Xr } не зависит от Т, О
и совпадает с линейной оболочкой базиснвьх полиномиалвнвк функций 
■щ =  LA_ 1g(x) =  1 ф i ф d. Пар a (A,g) будет наблюдаемой (про­
гнозируемой) в заданном множестве {ж(Т)} =  M  С UT =  R” лишь в случае 
(w1(x ) ,. . . ,  Wd(x)) о  ж € M. Для определения фазового состояния ж(Т) по 
информации у : 0  ^  R следует ввьчислитв проекции ц  =  (Д, у)# и решитв 
в M  систему d уравнений Wi(x) =  цц Определяемые «независимыми» опе­
рациями интегрирования проекции ц  равны производным у(г-1)(Т), непо­
средственное ввьчисление которых невозможно в силу О < T.

И н вар и ан тн ы й  базис весовы х ф у н кц и й . Построение базисных весо- 
bbix функций Д можно сделатв независимым от g. Пуств 0о , . . . , 0п _1 — 
коэффициентвь разложения exp{A t} по степеням Л \  0 ф i ф n  — 1. Функции 
0i(t) определим аналогично ay (t) по коэффициентам характеристического 
полинома к(А) =  А” +  ага_ 1Ага_ 1 +  . . .  +  ао матрицы A:

0о =  —ао0”_ 1, 0j =  0j _1 — a j0га_ 1, 0о (0 ) =  1 , 0j (0 ) =  0 .

В частном однородном случае g =  g (v)(x) (G(i) = 0  i =  v) имеем 

v(T  ,x) =  V '(T)Xr =  П (v)/(T)X (v) =  v(v)(T ,x) =

=  G(v) /  exp {(т — T )A(v)} k (r) d r ■ X (v) =  
о

=  G(v) /  exp {(т — T )A} 0  . . .  0  exp {(т — T )A }k(r)d r ■ X (v) =  
о

n_ 1 г X  _ ~

V  / % ( r ) ■ . . .  ■ 0 iv (r)k(r)dr G ^A *1 0  . . .  0  AivX (v).
, аоii,...,iv =о

Поэтому достаточно ограничитвся линейной оболочкой

k € L { 0 il ■... ■ 0 iv | 0 ф i1 ф . . .  ф iV ф n — 1 , 0j(t) =  0j ( t  — T), t € 0 }.

Справедлива оценка: v(n — 1) +  1 ф dim L фп(п +  1 ) . . .  (n +  v — 1) /v !. 
Действителвно, система из v(n — 1) +  1 функций 0V, . . . ,  0о’_ 10п_1,

av—2л л z)V—2л2 /)V—3л л2 /iv—3л3 av0о 010”_ 1, . . . ,0о 0”_1,0о 010п_ъ . . .  ,0о 0п_ъ . . .  ,0n_1

линейно независима на любом непустом интервале времени. В силу веще­
ственной аналитичности независимость достаточно проверитв в некоторой 
окрестности нуля. Для упрощения в вкладок положим v =  2. функции
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, . . . ,  0o0n - 1 независимы, поскольку независимы 0о, . . . ,  0n - 1 и 0о(0 ) =  1 . 
Среди функций 02, . . . ,  ф 0га-1 лишь для 0 10n - 1 выполнено

dtL
0 10n_ 1 =  0 , j  < n, - — 

1 n 1 ’ J ’ dtn
010n - i =  0 , т.к. —  

о 1 n 1 ^  ’ dL 0i =  £l

Аналогично выбираем функции $2$«. - 1, . . . ,  $П-1- Последователвно диффе­
ренцируя в нуле тождество по времени С102(£) +  . . .  +  С2п - 1 1 (£) =  0,
получаем с  =  0, что и означает линейную независимость функций

02, 0о0ъ . . . , 0O0n - 1, 010n - 1, 020n - 1, . . . , 0n-20n - 1, 0П-1.

n

о о

Для нилвпотентной матрицы А степени n характеристический полином 
k(A) равен An (an - 1 =  . . .  =  a0 = 0 ,  откуда получаем 0i(t) =  t z/i! и 
dim L =  v(n — 1) +  1. Базис оболочки L{0i1 ■ . . .  ■ 0iv | i 1 ф . . .  ф iv} будут 
составлять степени t \  0 ф i ф v(n — 1). Если А имеет такие собственные 
числа А1, . . . ,  Aq, что Ai1 +  . . .  +  Aiv (i1 ф . . .  ф iv) различны, то функции 
6ф  ■.. .-0ц линейно независимы и dim L =  n (n + 1) . . .  (n + v —1) /v !, поскольку 
{Aii +  . . .  +  Aiv 11 ф i 1 ф . . .  ф iv ф n} — спектр матрицы A(v) [51].

В общем случае линейно-полиномиальной системы (A, g) следует рас­
смотреть объединение L указалиых ^ ш е  L =  Lv, 1 ф v ф г. Нижней 
оценкой dim L будет r(n  — 1) +  1 (базисные функции — С), а верхняя 
равна сумме верхних оценок для dim Lv. «Собирая коэффициенты» при 

L
мости D. В частности, если функции 0ц ■ . . .  ■ 0ц (i1 ф . . .  ф iv, 1 ф v ф г) 
независимы (достаточно, чтобы суммы Ai1 +  . . .  +  Aiv были различны), то
пара (A, g) прогнозируема в любом из множеств M  С UT =  Rn , в кото­
ром прогнозируема одна из пар (A, g (v)) . Действительно, выбором функции 
k £ L можно добиться выполнения равенства v (Т , ж) =  v(v)(T, ж).

Перейдем к общему нелинейному случаю. Конечномерное приближе­
ние системы управления, сопряженной к стационарной аналитической паре 
(f,g ) (/(0) =  0, g(0) =  0, m =  1, / x (0) =  F ), имеет вид:

Vr(t) =  —F ;V (t)  +  Grk(t), (0) =  0. (4.17)

По главной диагонали F r расположены мат рицы F , F  0  E  +  E  0  F , . . . ,

F  0  E  0  . . .  0  E  +  . . .  +  E  0  . . .  0  E  0  F  (г слагаем ых).

Характеристические полиномы матриц F r и Ф; =  diag(F, F 0 E + E 0 F , ...)  
совпадают. Обозначим его x(A). Построения, аналогичные приведенным



62 Глава I. Интегральные операторы прогнозирования

а .
линомом х(А) (как 4. при т =  1). Управления

к*: (к1(т) , . . . ,  кй(т))/ =  (а , а />— 1а(т), т е  0 , 4  =  d (т )= d e g  х,

построенные в системе (4.16) (А =  Е ), не зависят от Для так их к*

щ(Т, ж) =  (ж) +  о(||ж||г), (ж) =  £г Х Х г .

Функции а .  и 4*1 ■ . . .  ■ 4*̂  связанв1 линейными соотношениями. Поэтому 
целесообразно ограничитвся линейной оболочкой

к( ■ ) е  С { 4*1 ■ ...■4^ | 0 ф г1 ф . . .  ф ф п  — 1 , 1 ф V ф т}.

к
ной степени (см. §1). Прогноз фазового состояния ж =  ж(Т) (его оценка) 
в окрестности нуля по информации у : 0  ^  М осуществляется по прибли­
женным значениям полиномов т*г (ж) и  (к*, у).

При переходе к многомерным измерениям у : 0  ^  Мт , исполвзуя, на­
пример, в линейной системе (4.17) управления

к =  (0 , . . . ,  к*,. . . ,  0 )/ : к*(т) =  . а (т  — Т ), т  е  0 , к*(т) = 0 , т > 4,

получаем равенство (Г) =  Х .  л где .  _  Л я строка матрицы (а, а /)_ 1, 
а ( т ) =  а (т  — Т ), £г* — г-я строк а £г. Поэтому выбо ром к =  М а(т  — Г ), 
М  — матрица т  х ф можно получитв любой вектор Еr (Г) из С(К).

Критерий принадлеж ности £>т . В предположении вещественной ана­
литичности перейдем к критерию принадлежности фиксированной функ­
ции т(ж) множеству достижимости Р т =  {ц(Т, -)| к(£, у) =  к/(^)у}. Крите­
рий основан на анализе управлений кг в последователвности систем (4.17),

т
цг(Г, ж) =  (кг, у( ■; ж,Т)) и т(ж), ж е  Ит . Уточним предположения: вектор- 

/(ж) д(ж)
ласти и  С Мф 0 е  И, /(0 ) =  0  д(0) =  0; решения ж( ■; ж, Г) (ж е  Ит ) 
продолжимы на отрезок наблюдения [0 ,Т ] (4 =  Т ); Ит — заданная подоб­
ласти И допустимых фазовых состояний жт =  ж(Т), 0 е  Ит . Представим в 
окрестности нуля функцию т е  С ш(Ит) степенным рядом

т(ж) =  ^ /Х, W  =  (Ж (1)/, Ж (2)/, . . .)/, X  =  (ж/, ж/ ® ж/, ж/ ® ж/ ® ж/, . . .)/.

Если расширитв множество управлений в сопряженной к (/, д) системе до 
£ 2  =  Еф[0 , Т ], то справедливо следующее утверждение.
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Т е о р е м а  16. Включение ад € £>т справедливо тогда, и только тогда,, когда 
в линейных подсистемах (4.17) можно построить ограниченные в сово­
купности в Ф2 управления Лг (Ь), г ф 1 , вида Ма(Ь — 7) ш  условий

К(Т) =  Жг, Жг =  (Ж (1)/, . . . , Ж (г)/у , Ж М € п м ,

щ(Т, ж) =  (Лг,у( ■; жД)) -о ад(ж), ж € ит , М  =  Мтх й .

Доказательство. Фиксируем функцию ад =  (Л, у) € Р т . Поскольку 
ад € Р т , то вектор Д"г принадлежит множеству достижимости (4.17):

=  У ' * " 1 дГг£Гс*, с* =  (а*, Л) € мт .

Здесь а ф т ) =  а*(т — Т ), а(Ь) =  (а0, . . . ,  а^-1 )/ — определяемый по указан-

( )  
ехр{ДГЬ} по степеням Дг (или ^ г по предшествующим ^ г^Т, й =  й(г)).
Построим Лг(Ь) =  Ма(< — Г), Ь € [0, Т ], М  — матрица т  х й, из условий 
(й*, Лг) =  с* € Мт , 0 ф г ф й — 1. Эта проблема моментов разрешима:

М  =  (с о ,. . . ,с й- 1) (й ,й /)-1 , ||Д || Ф ||Л||, ||* || =  II ■ N^^[0,^].

Неравенство выполняется по следующей причине. Функция у € Ф{аД из 
пространства Ф2 [0 ,Т ] как функционал определяет значения у* =  (а*, у) на 
линейно независимых элементах а*. Ортогональная проекция у на линей­
ную оболочку £{а*} имеет меньшую норму и те же моменты у*.

Докажем слабую сходимость Лг ^  Л, г о  +го, в смысле

Лг ^  Л ^  (Лг, у) о  (Л, у), у € { у( ■; ж, Г), ж € ит }.

Предположим противное: (Лг,у ) Д  (Л, у ) для функции у =  у (-; ж Д ).
Из ограниченности последовательностей {Лг}, {(Лг,у ) ,г  ф 1} следует су­
ществование подпоследовательности {Лг4, г ф 1 }, для которой выполнено 
( Д ,у  ) Д  У =  (Л,у )• Действительно, сходимость эквивалентна ограничен­
ности и единственности частичного предела. Выделим из последовательно­
сти { Д , г ф 1 } слабо сходящуюся в Ф Д 0 , Т ] подпоследовательность и  ^  и. 
В достаточно малой окрестности ^  точки ж =  0 выход у(Ь; ж, Г) представйм 

ж
эффициентами по ф равномерно сходящимся на отрезке времени [0 , Т ] при 
фиксированном ж. По выбору управлений Лг (К (Г) =  ) разложение в
степенной ряд функции г (ж) =  щ (Г, ж) — ад (ж) =  (Лг — Л, у( ■; ж Д )) начина-

г

г(ж) =  (уг,Лг — Л), |г(ж)| Ф ||Д  — Л ||угУ  Ф 2 ||Л|Н|уг У,
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где уг( ■ ) — остаток ряда для у по ж. Тогда (kr , у) =  vr (Т , x) ^  w(x). 
Для слабо сходящейся к u (■ ) подпоследовательности {uj, j  ^  1} получим 
(u j, у) ^  (u, у) =  w(x) =  (к, у), ж G Q. По теореме единственности для С ш- 
функций (u, у) =  (к, у), ж G UT. Итак, для подпоследовательности {(uj, р )} 
последовательности {(kri , Р )} имеем (u j, р ) ^  (k,p ), что противоречит 
(kTi, У ) ^  Y =  ( k, у )• Поэтому (kr , у) =  vr (Г, ж) ^  (к, у) =  w (x ) ж G UT.

Покажем обратное. Пусть для фиксированной функции w G (UT)
выбраны управления kr в конечномерных подсистемах (4.17) из условий 
||kr || ф £ =  const VT (Г) =  Wr , r  ф 1. В окрестности Q выполняется

vr (Т , ж) =  (kr , у) =  WTXr +  (kr , уг), r  ф 1,

Xr =  (ж', ж' С ж ',. . . ,  ж' С . . .  С ж')', и vr (Г, ж) ^  w ^ ) ,  ж G Q, в силу ||kr || ф £, 
||уг || ^  0  w =  W 'X . Выделим слабо сходящуюся в пространстве Lm[0,T] 
подпоследовательность kri ^  k, i ^  те. Тогда выполняются соотношения

vri(Г, ж) ^ ( к ,у ( - ;ж ,Г )), ж G UT, (к,у) =  w(ж), ж G Q, 

и по теореме единственности (к, у) =  w ^ ) ,  ж G UT, w G DT. □

Отметим, что управления k(t) на отрезке 0  в форме линейных комби­
наций ay(t — Т ) являются оптимальными (||к |ф 2(в) ^  min) при решении 
проблем моментов (a j, к)ц =  Cj, но, вообще говоря, не являются таковыми 
для двухточечной задачи управления VT (0) =  0  VT (Г) =  Wr . Это следу­
ет из возможной неединственности разложения Wr по столбцам матрицы 
управляемости K =  (GT, F G T , . .  .)• Выберем базис H i , . . . ,  Hp столбцов K 
(базис множества достижимости (4.17)) и представим все столбцы K линей­
ными комбинациями Hj. Тогда exp{F(t}GT =  H r( t) ,  где H  =  (H i, . . . ,  Hp). 
Строки (р х ш)-матрицы Г, компоненты которой суть линейные комбина-

a j
размерность множества достижимости меньше р). Дифференцируя левую 
и правую части представления экспоненты, получаем начальную задачу

Г 0) =  N r( t) ,  Г(0) =  (H 'H )-  iH'GT, N  =  (H 'H )- i H'FTH.

Управление вида kr (t) =  r ' ( t —T)c, c G Rp, решающее двухточечную задачу 
VT(0) =  0  vr(T) =  Wr G L(K), уже будет оптимальным с учетом k(t) =  0, 
t >  0  Если Wr =  Hh, h G Rp, to  c =  (Г(т — T ), Г '(т — T ))- i h, т G 0 . 
По теореме 16 функция w : UT ^  R класса имеющая в окрестности
нуля представление w ^ )  =  W 'X  принадлежит DT только в случае огра­
ниченности в Lm(0 ) совокупности построенных оптимальных kr для задач 
VT(0) =  0  VT(Г) =  Wr . При этом vr (Г, ж) =  (kr , у) ^  w ^ ) ,  ж G UT. Ограни­
чение k(t) =  0 (t > 0  в общем случае сужает множество DT (в частности, 
из-за единственности решения степенной проблемы моментов).
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5 .  О п е р а т о р ы  и д е а л ь н о г о  н а б л ю д е н и я

При решении задач наблюдения часто приходится считаться с возмуще­
ниями, существенно влияющими на закон движения. Возникает проблема 
построения инвариантных или малочувствительных по отношению к опре­
деленному классу возмущений операций наблюдения.

5.1 . Д войственное описание м нож ества  
идеально наблю даем ы х ф ункций

Пусть движение описывается в П =  (£1, £2) х и  С Мга+1 уравнением

Ж =  / (ж) +  £г(£)П(ж), / Ж  е  С  1 (и,Мп), (5.1)

где и  — область в МП £(£) =  (£1 ( £) , . . . , £г (£))' — вектор возмущений, 
|£г(£)| П к =  со ^ Е  Предполагается, что доиустимые £г(-) являются непре­
рывными, [0 ,Т  ] С (£1, £2) и пр и С (■) =  0 решения век торного дифферен­
циального уравнения (5.1) ж( ■; ж,£) (ж е  и  С и, £ е  [0,Т]) продолжимы 
на отрезок времени [0,£]. Начальные данные и возмущения неизвестны, 
доступная информация о движении задается значениями вектор-функции

у(£)=  $(ж(£)), ^ е  С 1 (и, Мт ) . (5.2)

Пусть априорное ограничение (дополнительная информация) состоит в 
том, что на отрезке наблюдения [0 , Т ] траектории движения лежат в фик­
сированной области и . Это условие выделяет класс решений системы (5.1):

X =  {ж( ■; жт ,Т ,£): [0, Т] ^  Мп| ж(£) е  и } .

Требуется определить такие идеально наблюдаемые (по аналогии с (93,94]) 
функции д : и  ^  М, значения которых д(жт) независимо от допустимой ре­
ализации £(■) (с учетом включения ж(£) е  и ) однозначно вычисляются по 
выходам у( ■; жт , Т,£) =  $(ж( ■; жт , Т ,£ )): [0,Т] ^  Мт  с помощью инте­
грального оператора:

Г Т
д(жт) =  / к (т ,у (т))^т, жт =  ж(Т), ж(-) е Х . (5.3)

то

Косвенно фиксируем способ обработки измерений у(£). Идеальность опе­
ратора означает независимость весовой функции к от реализации возму­
щений £. Считаем допустимые к непрерывными вместе с производными ку 
в областях, содержащих [0 ,Т ] х ^ (и ) ( и л и , по крайней мере, [0 ,Т ] х $(Д)) .  

Если £1 ^  1 и ж(£) е  Д  £ е  [0, £1), то независимо от £ можно вычислять
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значения р(жф’Т)) по информации у : [(_) — 1)Т, ] Д  Мт  с целью контроля 
и управления. Требования к оператору (5.3) приводят к ограничениям. На 
них (как на «идеальные») целесообразно ориентироваться при выборе к, 
чтобы парировать влияние £ на точность наблюдения компоненты (р.

Воспользуемся двойственностью задач наблюдения и управления. Вы­
пишем сопряженную систему с линейными ограничениями:

гфЬ,ж) +  гх(Ь, ж)■ / (ж) =  Л(Ь,д(ж)), г(0,ж) =  0, (5.4)

V. (Ь,ж)-Я (ж) =  0, Н  =  ( А , . . . , й Г), ж € и , Ь € [0,Т]. (5.5)

В силу продолжимости невозмущенных решений (£ =  0  ж(Т) € и ) на
отрезок времени [0 ,Т ] функция г € С 1, которая удовлетворяет линейному 
уравнению (5.4) в [0, Т ] х и , существует и единственна:

г(Ь,ж) =  У  Л(т, у(т ; ж, Ь)) |^=0 йт. (5.6)

( )
дартной» системы управления в С 1 (и, М) с фазовыми ограничениями:

К(Ь) =  —АК(Ь) +  ВК(Ь), К (0) =  0, (5.7)

ДК(Ь) =  0, Ь € [0, Т], К(Ь) =  г(Ь, ■): и  д  М, (5.8)

АК(Ь) =  гж(Ь, ■)/(■), ДК(Ь) =  гл(Ь, -)Н (■), ВК(Ь) =  Л(Ь,д(-)).

Поставим цель: описать идеально наблюдаемые функции р  с помощью 
множества достижимости системы (5.4), (5.5). Это позволяет на этапе по­

Л
ния и линейных граничных задач. В частности, для билинейной системы 

ж =  Аж +  V ] , ф(Ь)В*ж +  £о(Ь)Во, у =  Сж,

/•т
р(жт ) =  Л/жт =  / Л/(т)у(т) йт V£(■),Ужт ,

30

где А  В*, С — постоянные матрицы размерностей п х п, т  х п, В0 € М” ,
Л, € М” , по существу имеем задачу в терминах линейной алгебры. Здесь 
остановимся только на общем случае.

Т е о р е м а  17. Множество Ф* функций р  : и  Д  М; определяемых инте­
гральными операторами идеального наблюдения (5.3), совпадает с множ е­
ством достижимости Д* =  {г(Г, ■): и  Д  М} системы управления (5.4)

(5.5)
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Доказательство. Фиксируем допустимое управление k и соответствую­
щий элемент v(T, ■ ) G D*. Тогда в силу ограничения (5.5) функция v неза­
висимо от £ будет также удовлетворятв в [0 , T ] х U уравнению

vt (t,x ) +  V x(t,x)-[/(ж) +  H(x)£(t)] =  k (t,g (x )), v(0,x) =  0. (5.9)

Рассмотрим на отрезке времени [0, T ] произвольное решение x(t) G U воз­
мущенной системы (5.1). Подставляя x(t) в (5.9) и интегрируя обе части 
по t G [0,T], получим равенство (5.3) для д  =  v(T, ■ ), т .е . D* С Ф*.

Обратно, пусть для некоторых k, д  выполнено интегральное представ­
ление (5.3). Полагая £ =  0  ж(Т) G U, в силу формулы (5.6) получаем 
д(жт ) =  v(T, жт ), т. е. д  =  v(T, ■ ) в области U. Для справедливости вклю­
чения д  G D* осталось доказать выполнение фазового ограничения (5.5). 
Предположим противное: для некоторых j  t*, ж*

vx(t*, ж*) (ж*) =  0, (t*, ж*) G (0, T ) х U.

Положим, например, £*j =  (t — t* +  e)2(t — t* — e)2, t G (t* — e, t* +  e), 
0 < e ^  1. Вне e-окрестности t* доопределим £*j =  0, остальные компо­
ненты £*i =  0  i =  j  Иными ш в а м и  «возмутим j -ю компоненту £ =  0» в 
окрестности момента времени t*. Подставим £ =  £* в (5.9). Для достаточно 
малого е > 0 решения ж( ■; ж, t, £ * ^ и  У ж — ж* У < е, |t —1*| < е продолжимы 
на отрезок [0,T]. Поэтому решение ж уравнения (5.9) при £ =  £*, опреде­
ляемое формулой вида (5.6) (£ =  £*), существует в некоторой окрестности 
(трубке) S С [0,T] х U интегральной кривой {t, ж(t; ж*, t*,£*)}, t G [0, T ], 
причем ж G C  1(S). Вычитая из (5.9) (£ =  £*) уравнение (5.4), получим

(ж — v)t +  (ж — v)x■[/ +  H£*] =  —vx■ H£*, (t,ж) G S,

ж(0, ж) =  0  v(0,ж) =  0. Подставим ж =  ж(^ =  ж ^ ; ж*,t*,£*) и проинтегри- 
t G [0, T]

v(t, ж(t)) — v(t, ж(t)) = 0 ,  t G [0, t* — e],

d t[v(t, ж(^) — v(t, ж(t))] = 0 ,  t G (t* +  e ,T ),

d t [ ^ ( t ^ t ) )  — v ( t^ ( t) ) ]  = 0 ,  t G (t* — e,t* +  e),

следует v(T ,жт) =  v(T,жт) =  д(жт), (e ^  1, dt =  d/dt). Поскольку значение 
v(T , жт) равно интегралу в представлении (5.3) и ж^) G U, t G [0, T], то

ж( ; ж* , t * ) £ =  £* 
противоречие влечет справедливость ограничения (5.5). □
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Если направления возмущений Л* фиксированы, то получаем зада­
чу управления не толвко конечным фазовым состоянием у(Т , ■) =  д, но 
и градиентом тж(£, •). Обеспечив в подходящих нормах аппроксимации 
ь(Т , ■) ~  д, ^Д£, -)Н ~  0 , получим малочувствительный к возмущениям 
интегральный оператор наблюдения. Обратно, можно решать невозмущен­
ную задачу г (Т , ■) =  д, £ =  0 , и тогда уеловие цж(£, ■) Л =  0 даст описание 
инвариантных направлений Л. Это характеристика пары (д, к).

5.2. Техника степенны х рядов

В предположениях вещественной аналитичности вектор-функций / ,  Н\ д 
в области {ж : ||ж|| =  т а х  |ж*| < а }  / ( 0 ) =  Л*(0 ) =  0  д(0 ) =  0 , существу­
ет окрестность нуля, в которой / ,  Н\ д представимы степенными рядами. 
Допустимыми считаем непрерывные в [0,Т] х {у : ||у|| < 6} и веществен­
ные аналитические по у весовые функции к(£, у) (к(£, 0 ) =  0 ), сохраняющие 
непрерывность по совокупности аргументов и при комплексных у (из доста­
точно малой окрестности в Ст  вещественного куба ||у|| <  6). Для функции 
т(£, ■) коэффициенты непрерывно дифференцируемы по £, ряды сходятся 
равномерно на отрезке [0 , Т ] при фиксированном ж, ||ж|| < е.

Приравняем в уравнениях (5.4), (5.5) слева и справа однородные поли­
номы одинаковой степени (верхний индекс): -и(г)(0 ,ж) =  0 ,

т(р)(£,ж) +  ^ Р= 1 4 г) (£,ж )-/(р-г+1)(ж) =  к(1)(£,д(р)(ж)° +

+  . . .  +  к(р) (£, д(1) (ж)), г>£г) (£, ж) ■ Л (р-г+1) (ж) =  0 .

В терминах симметрических полилинейных форм:

г£(р) (£, ж ,. . . ,  ж) +  ^ Р=1 ■т(г) (£, ж ,. . . ,  / (р-г+1) , . . . ,  ж° =

=  к(1) (£,у(р)(ж,. . . ,  ж)) +  . . .  +  /г(р) (£,д(1)(ж),. . .  ,д (1)(ж)) +

+  ^  й(р-1) (£,у(п)(ж,. . . , ж ),. . .  , у(*р-1)(ж,. . . , ж)),
11+...+гр- 1=р

^ р  ̂^   ̂г;(г) (£, ж ,. . . ,  Л (р-г+1) (ж,. . . ,  ж), . . .  ж) = 0 .

Здесь р 1  1 1  П j  П г  индекс д указывает номер аргумента Л  ("-), вре­
мя £ считаем параметром. Используя операцию прямо го произведения 0 ,
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приравняем коэффициенты при одинаковых мономах жд ■... ■ ж̂ р. Для урав­
нения (5.4) получаем матричное представление (4.11). А фазовые ограни­
чения (5.5) вследствие соотношений

V  V '  Е  Э . . .  Э Н ((р-'+1)/ ® . . .  ® Е  ■ V  % ) = 0 ,^ '=1  ^ д=1 3 к '

Н (р)х (р) =  /  (р) (ж,. . . ,  ж) =  / (р) (ж), X (р) =  ж ® . . .  ® ж,

V(р)/х (р) =  Д р)(Ь, ж ,. . . ,  ж) =  г (р)(Ь, ж), (р)(0 ) =  0 ,

преобразуются к виду

Н/К(Ь) =  0, Ь € [0, Т], 1 ф ;  ф г. (5.10)

Здесв вектор К =  (К (1)/,Т4(2)/, . . . ) /, первые п строк матрицы Н  равнв1 

(НА НГ  , . . . )  (аналогично Т  в (4.11)), следующие п2 строк —

(0 , Н3(1) ® Е  +  Е  ® Н3(1), НН(2) ® Е  +  Е  ® Н |2), . . . ) ,  . . . .  (5.11)

( )
скалярно на вектор X  =  (ж/,Х (2)/,Х (3)/, . . . ) /, то получим (5.4), (5.5), 
г(Ь, ж) =  КД ^ Х . Множество достижимости Дт =  {г(Г , ■)} определяется 
{К (Г )} в силу г (Г , ■) о  К (Г). Матрицы Т , ф  Н  имеют блочно треуголв- 
ную структуру. Это позволяет для приближенного решения задачи идеалв- 
ного наблюдения ограничитвся конечномерной подсистемой.

/ =
/ (Ь,ж), /  =  / г(Ь,ж), д =  д(Ь,ж): матрицы Т , Н  будут зависетв от времени. 
В контексте предыдущего пункта предполагаем непрерывности по совокуп­
ности переменных и гладкости по ж в области О. Условия инвариантности 
те же: гх(Ь, - ) /г(Ь, ■) =  0  При этом допустимы и кусочно непрерывные £,

г
производнв1х вне конечного числа сечений Ь =  ф. Можно ставитв и задачу

( )
ми» на промежутке (ф Т ] оценки р(ж(Т)) могут бытв слишком грубыми.

Кратко остановимся на случае параметрического возмущения, когда 
можно восполвзоватвся методом малого параметра:

ж =  / (Ь,ж)+ д/(Ь ,ж ), у =  д(Ь,ж), |ф < е,

||ж|| < а, Ь € [0 ,Т ], / (Ь, 0 ) =  /(Ь, 0) =  0 , д(Ь, 0 ) =  0 .
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Приравняем в сопряженной системе коэффициентв1 при др:

Е О̂
p=o Vp(t,x)gp,

dtvo(t, x) +  dæv o ( t,x ) - /( t ,x )  =  k ( t ,g ( t ,x ) ) , . . . ,  (5.12)

dtvp(t,x )  +  dæV p(t,x)-/ ( t,x )  +  dæVp-i(t, x) ■ h(t, x) =  0 , . . .

Если выбором функции k добиться выполнения условия dxvo ■ h =  0, то 
^  =  vo(T, ■) — идеально наблюдаемая компонента ( / ,  g) в силу

/• т
v =  vo( t,x ) :  <^(xT) =  / k ( r ,y ( r ) ) d r ,  | |x ( r ;д)|| <  a. (5.13)

T o

У читывая более узкий класс возмущений, можно расширить множество 
идеально наблюдаемых компонент. Достаточно потребовать выполнения 
условий v*(T, x) = 0  i ^  1, что влечет равенство v(T , x, д) =  vo(T,x). Если 
выбором k добиться v ^ T , x) =  0, то v(T , x) =  vo(T, x) +  о(д) и можно 
использовать равенство (5.13) в качестве приближенного.

В операторной форме и «координатной» записи система непрямого 
управления (5.12) перепишется компактно в следующем виде:

Vo(t) =  —A(t)Vo(t) +  B (t)K  (t), Vo(0) =  0,

Vi(t) =  —A (t)V i(t) -  R(t)V o(t), V1(0) =  0, . . . ,

Vp(t) =  -A (t)V p(t) -  R (t)V p-i(t) , Vp(0) =  0, . . . ,

A(t)V i(t) =  dxvi(t, ■) / (t, ■), RVi =  dxvi(t, ■) h(t, ■),

Vi(t) =  vi(t, ■), K (t)  =  k(t, ■), B K  =  k ( t,g ( t, ■)),

Vo(t) =  - F /(t)Vo(t) +  G '( t)K  (t), Vo (0) =  0,

Vi(t) =  —F /(t)V i(t) -  H /(t)Vo(t), Vi(0) =  0, . . . ,

Vp(t) =  —F /(t)Vp(t) — H /(t)V p-i(t), Vp(0) =  0, . . .

Здесь V  =  (V-(i)/, . . . ,  V-(r)/, .. .y , V-(v)/( t)X (v) =  v(v)( t,x ) , матрицы F  G
и вектор K  определяются как и ранее, первые п строк H  равны

(H  (i), H  (2), H (3), . . . ) ,  H  (v)( t)X (v) =  h ( t , . . . ,  x) =  h (v)(t,x ) ,

следующие блоки п9 строк — согласно записи (5.11) (без индекса j ).
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6 .  У С Т О Й Ч И В О С Т Ь  О П Е РА Т О РО В  Н А Б Л Ю Д Е Н И Я

Прежде чем переходить к уточнению понятия устойчивости операторов 
наблюдения, исследуем аналитическую структуру элементов множества 
достижимости Х>т =  {ж(Т, ■)} линейной сопряженной системы управле­
ния. В стационарном линейном случае, когда ж =  Кж, у =  Сж, имеем 
Вт =  {V (Т)} =  С(К) , где С — данейная оболочка столбцов матрицы управ­
ляемости К =  (Д , К Д , . . . ,  К /га-1С ;). Попытаемся найти аналог такого 
конечного описания в общем (бесконечномерном) случае.

6.1 . Л окальное представление элем ентов

Рассмотрим вещественную аналитическую систему наблюдения ( /, д):

ж =  / (ж), у =  д(ж), ж е  и  С Мп, у(■ ): [0 ,Т] ^  М.

Для упрощения обозначений пишем / ,  д е  СДИ ) и считаем т  =  1  $ =  Т, 
т. е. остановимся на анализе наблюдаемости по скалярным наблюдениям на 

[0, Т]
того, ограничимся линейными весовыми функциями обработки измерений 
йД,у) =  й(Ду. Допустимы &(■ ) е  С [0,Т] (при необходимости &( ■ ) е  КС).

у( )
Попытаемся представить элементы множества достижимости 

Вт =  {ю(Т, ■ ): Ит ^  М | &Д, у) =  К(^)у, в(Т , ж) =  (&, у( ■; ж, Г ))} 

в форме линейных комбинаций конечного числа функций С}д, где 

С/д(ж) =  д(ж), К + 1 д(ж) =  дж(С}д(ж))■/(ж), ж е  И.

/ д
позициями элементарных функций, тогда и С}д таковые. В операторныя 
терминах последовательные производные С}д =  АгВ (В =  д, А =  дх( ■ ) / )  
представляют аналог столбцов матрицы управляемости:

( /, д) =  (К, С) ^  С}д(ж) =  С К Д , К /̂ - 1С / -  фй столбец К.

Производные выхода у(г)Д) равны С}д(жД)). Теоретически удобно иссле­
довать разрешимость системы уравнений С}д(ж) =  у(г)(Т) , 0 ф г ф п — 1, 
относительно ж =  жт в области Ит . Но последовательное дифференцирова­
ние измерений уД) практически неприемлемо. В этом контексте интеграль­
ные операторы корректны: каждая операция интегрирования производится 
независимо от другой и происходит сглаживание измерений.
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Последующие построения носят локальный характер. Фиксируем про­
извольную точку x £ UT и достаточно малый куб

П =  {x £ Rn : Ух — Х|| =  m ax|xj — Xj| < 5 }  С UT, П С UT.

В силу теоремы единственности для вещественных аналитических функ­
ций выполнено у|[о,т] ^  У1[ДУг]> 0 Ф ti  < t2 Ф T.  Поэтому для теорети­
ческого анализа наблюдаемости без существенного ограничения общности 
можно считать отрезок наблюдения таким, что функция y(t; х ,Т ) на мно­
жестве {(t,x)} =  (—е, Г +  е) х П, е > 0 , разлагается в ряд по степеням 
(t — Т ) и компонент век тора x — x. Степенные ряд ы по x — x в кубе П для 
производных и элементов множества достижимости

Li(x) =  Lfg(x) =  y(i)(T; x ,T ), w(x) =  v(T , x) =  (k ,y( ■; x,T)>L2[0,T]

определяют голоморфные функции L? : P  ^  C, wc : P  ^  C:

L?|n =  L j|n , wc|n =  w |n , P  =  {z £ Cn : ||z — x | =  max |zj — x*| < 5}.

По непрерывности L?, wc продолжаются на P  (иначе уменьшим 5).

Воспользуемся результатами теории функций комплексных перемен­
ных (см. §2.2). Рассмотрим идеал J  в тальце ростков голоморфных 
функций в точке x, порожденный множеством {L? : P  ^  С, i ^  0}. Эле­
менты J  — конечные линейные комбинации ростков L? с коэффициентами 
из Пусть окрести ости Qi точк и zo =  x (поликру ги Pi в подходящем
базисе С” ), базисные функции h i , . . . ,  hr , константы g i, i ^  1, выбраны
согласно теореме (87, с. 44]. Используем обозначения, принятые в §2.

Фиксируем номера s ^  1, p ^  1 из условий Qs С P  и справедливости 
в достаточно малой окрестности Qs Vj ^  p представлений

ЕР— 1
^=о j  (z)LV (z), | | j  ||q  Ф g ||Lj , (6.1)

j  £ O (Q s, C), 0 Ф v Ф p — 1 , j  ^  p , g >  0 .

Это возможно, поскольку все функции Lj в окрестноетях Qi, i ^  1 , яв­
ляются линейными комбинациями голоморфных функций h i , . . . , h r . По­
следние, в свою очередь, в некоторой окрестности точки x представимы 
комбинациями конечного числа LV по определению идеала J  (коэффици-

д
от номеров v и j ,  следует из оценок в теореме, приведенной в § 2 .2 .
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Итак, без существенного ограничения общности полагаем, что на мно­
жестве {(1, ж)} =  (—е, Т  +  е) х П, е > 0, выход у(1; ж, Г) представим рядом

По теореме Абеля о сходимости степенных рядов из разложений (6.2) и (6.3) 
следует, что в открытом поликруге Р  определены функции

Вещественная часть голоморфной функции вг^ (ж) является вещественной 
аналитической в пересечении О  ПМ” С П (см. (8 , с. 224]). Знак тождества 
=  используем иногда в смысле равенства по определению.

Л е м м а  1. Ряд в (6.4) сходится абсолютно и равномерно в

Доказательство. Достаточно доказать абсолютную и равномерную в об­
ласти сходимость рядов с^ +  Срвр  ̂(я) +  Ср+1вр+1А (я) +  . . . )  конечной 
линейной комбинацией которых и получается разложение в ряд (6.4). Схо­
дящийся степенной ряд (6 .2 ) определяет голоморфную функцию

Тогда для -ш(ж) =  у(Т , ж) =  (к ,у( ■; ж, Г)) при ж € П справедливо

ЕОО , • г
^=0 с1Т1(ж), с1 =  (т -  т )0А? ! . (6-3)

Используя представление (6.1), получим в окрестности

р-1 р-1 р-1
■шС(ф  =  £1 +  ср вр ^ +  ср+1 вР + Щ +  . . . , (6-4)

1=0

а при вещественных значениях аргумента: (ж) =  Иевг^(ж),

р-1 р-1 р-1
■ш(ж) =  1 (ж) +  с р £  Пр^(ж)Т(ж) +  с р + ^  Пр+щ(ж)Т(ж) +  . . . .

1=0

п(С, я), К -  < Т1 +  е, я € Р, п |А=  у |А, А =  (—е, 2Т +  е) х П.
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При фиксированном г е  Р  вследствие (6.2) и неравенств Коши

LC (z) I n(Z z)l -- --
ф max 1 _ . n , |Z - T |  =  T, Г < T < T  +  e,

j! С T  

||P j ||p ф j!L T -J , L =  sup | n (Z ,z ) |, |Z - T |  =  T , z G P,

где L < в сил у П С UT, P  С (5 мало). С учетом

jcij i! =  [  к(т)(т — Т )г d r ф Т Ф , I  =  [  |к(т)| dr,
/о /о

в окрестности получаем последователвноств оценок:

|с^1 +  |ср| |фр^1 +  |ср+1 | |фр+ щ (г)| +  . . .  ф

+  |с^1 +  |Ср1 ||фр  ̂||дв +  |ср+1| НФр+Щ ||дв +  . . .  ф 

ф |с^1 +  9 |ср | ||Ср |р +  9 |ср+1| ||Ср+1 ||р +  . . .  ф 

ф |с^ | +  9^Сдр +  9^Р^р+1 +  . . . ,  д = ТТ - 1 < 1.

□
Заменим при Ь е  (—е,Т  +  е), ж е  П Мп в представлении

у(Ь; ж,Т) =  Со (ж) +  (Ь — Г )Сфж) +  0.5(Ь — Т ) 2ф2 (ж) +  . . .

производные Рд д ф р, линейными комбинациями согласно разложени­
ям (6.1) и «соберем коэффициентв1» при функциях Со,. . . ,  Ср_ 1. Получим

у(Ь; ж,Т) =  ^ р==01 7 г(Ь,ж)С4(ж), С» =  С}д,

ц(Г, ж) =  ^ р 1 стфж)Сфж), ст»(ж) =  (й ,уф ,ж )), (6.5)'г=о ' '

ж е П Мп, Ь е  (—ео ,Т +  ео), ео > 0, Т  +  ео < Т < Т  +  е.

В силу леммы абсолютная и равномерная сходимости комплексных функ- 
ционалвнв1х рядов обеспечивает возможности перегруппировки слагаемых 
и вещественную аналитичности функций у»(Ь, ж ) ст»(ж). Резулвтат является 
следствием неравенств Коши и оценок в окрестности коэффициентов 
вщ из представлений (6 .1) с константой 9 =  9 (^,д).
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Замечание 1. Можно использовать разложение функции у(Ь; ж, Г) в степен­
ной ряд по Ь—■£*, Ь* € [0, Т ]. Тогда получится такое же конечное представле­
ние (6.5), только в правой части у функций у*(Ь,ж), Т*(ж) вместо ж =  ж(Т) 
будет аргумент ж* =  ж(Ь*;ж, Г) го окрестности точки ж* =  ж(Ь*;ж, Г), а 
Ь € (Ь* — е*,Ь* +  е*) =  I*. При этом возможно включение I* Э [0 , Т ] для

Т
какой-либо производной через предыдущие в форме

  Г 1
(ж) =  ад(ж)Т(ж), а^ € С ш(ИТ),

—'^= 0  Т
то в формуле (6.5) можно считать р =  г. При р >  г представления функций
Тг+ 1, . . . ,  ТР—1 через предшествующие Т0, . . . ,  Тг—1 получаются дифферен-

/
В локальной постановке задачи наблюдения неопределенность в на- 

ж( )
окрестности опорного движения с ж(Т) =  ж. Поэтому сформулируем итог 
проведенных рассуждений в следующей форме.

Т е о р е м а  18. Пусть / ,  д € С ш(и ), отрезок [0,Т] и область ИТ =  {ж(Т)} 
достаточно малы (ИТ : ||ж — ж У < 5). Тогда, в ИТ элементы множества до­
стижимости Т>Т =  {г(Г, ■ )| й(Ь, у) =  &(Ь)у} имеют представление (6.5), 
где функции у*(Ь, ж) являются вещественными аналитическими в обла­
сти (Ь/,Ь//) х ИТ Э [0 ,Т ] х ИТ, а функции ст*(ж) — в области ИТ (у* =  у*(&)).

В отличие от линейного случая, в полученном конечном разложении 
элементов множества достижимости по «столбцам матрицы управляемо­
сти» А* В =  д коэффициенты ст* являются функциями фазового состо­
яния. Если у набора Т о,. . .  , Тр= 1 имеются два различных общих нуля в 
области ИТ, то пара ( /,д )  заведомо неполностью наблюдаема в ИТ. При 
т  >  1 имеем (&, уфу =  (й1, у1) +  . . .  +  (&т , ут ) и представление вида (6.5) 
останется в силе, только ст* — строки (ста,. . . ,  ст*т ).

Результат обобщает следующие построения. При /  =  Тж, д =  Сж
(Ь т1)*

у(Ь; ж, Г) =  С ехр{ (Ь — Т )Т}ж =  ^ ------ СТ?ж.
*=о *‘

Д ля номеров j  ^  р, р =  гапк(С/, Т /С /, . . . ,  Т /га-1С /)гах̂ , можно строки СТ? 
выразить как линейные комбинации р строк С, С Т ,. . . ,  С Т Р-1. Меняя по­
рядок суммирования, получаем V Ь € К, V ж € К”

у(Ь;ж,г ) =  Х Т = 1 (Ь)СТ? ж =  Е Р= 0 (Ь)Т?(ж)3=о у'=0

у=о СТ1 (ж), СТ1 =  х̂ , ;1/Ь2[о,т].
/ \ % — 1 ,

г (Т ,ж) =  (Д у ) =  ^  =0 ст1 (ж), ст1 =  7?
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Такие функциональные коэффициенты (£) обладают свойством

у(Т) =  (у о (Т ) ,.. . ,7р - 1(Т)У =  в1, д(Т) =  в2, . . . ,  7 (Р-1)(Т) =  ер,

как и 71 (£, ж ) построенные в (6.5): у (Г, ж) =  ец у* (Г, ж) =  е2, . . . ,  {ег} — ка­
нонический базис М” . Впрочем, суммированием рядов заниматься необяза­
тельно. Достаточно воспользоваться представлением матричной экспонен­
ты ехр{ТД =  а о (^ Е + . .  .+ а Р_ 1(£)ТР-1. Здесь (как и при т  > 1) в качестве 
р можно взять степень характеристического или минимального аннулиру­
ющего полинома матрицы Т. Поиск а 1 (£) сводится к решению линейного

р

6.2. Устойчивость к вариациям весовы х ф ункций

Перейдем к вопросу об устойчивости локального базиса наблюдаемых ком­
понент к малым вариациям весовых функций &(•), что существенно с вы­
числительной точки зрения. Для этого установим важное свойство коэф­
фициентов уг(£,ж). Само представление вида (6.5) неединственно: можно 
формально увеличить значение р (полагая соответствующие у! =  0 ), из­
менить уг добавлением нетривиальной тождественной нулю комбинации 
производных Т  и т.п. Фиксируем в разложении (6.5) именно те коэффи­
циенты 71 (Сж), которые построены выше в соответствии с приведенной 
в разделе 2.2 теоремой (87] (Т, ит достаточно малы):

. . (t — Т)j ^  (t — Т)v
71 (t,x ) =  j! +  ^ -----nvj(x )  0 ф j  ф p -  l ,

7^1 (x) =  R e ( x ) ,  t G (—eo,T +  eo), eo > 0, x G UT, m =  1.

Фиксируем произвольную полную в L2 [0,T] систему (k j,i -7 1}- Тогда для 
элементов Wj(x) =  щ(Т, x) =  (kj,y( ■; x ,T )), x G UT, получим

wi(x) \  /  (fci,7o) , . . . ,  (fci,yp- i )
W2(x) I =  I (*2,7o) , . . . ,  (k2,7p-i)

( Lo(x) 'N

\  Lp - i (x) /

(6 .6)

Л е м м а  2. В представлении (6.6) элементов множества достижимости 
Wi G DT, i ф 1, среди строк матрицы Г =  {(ki, 7 j(-,x ))}  при любом фик­
сированном, x G UT можно найmu p линейно независимых ст,рок.

Без ограничения общности предполагаем, что базис строк матрицы нахо-
p

Г  =  (M, M N ), M  =  МрХр. Предположим противное:

rankM  < p ^  Гс =  0, c =  (co, . . . ,  cp - i )/ =  0, x =  x G UT.
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Тогда выполняется равенство (к», с/7 ) =  0  7 =  (7 о, . . . ,  7р_1)/- В силу пол- 
нотв1 системы {к», г Ф 1} в пространстве С  имеем VЬ е  [0 ,Т ]

/ , ^  р _  (ь — т)р (ь — г ) р р _С 7 (ф ж) =  ^  д  Ср-+  ------ ---- 2 2  Прр(ж)Ср +  . . .  =  °.
р=о д ‘ — р=о

Отсюда все Ср =  0 и получаем противоречие.
Пусть пара (/, д) вещественно аналитична в И С М” . Фиксируем Т  и 

окрестности ^  некоторой опорной точки ж е  И, для которых справедливо 
конечное представление (6.5), а также любую полную в С [0 ,Т ] систему 
{к», г ф 1 } допустимых весовых функций обработки измерений.

Т е о р е м а  19. Если область неопределенности ИТ (ж е  ИТ С ф) доста­
точно м ам , то можно выделить т,акие к д , . . . ,  к»?, что :

1) элементы й ^  (ж) =  (Г, ж) =  (к ^ , у) (ж е  ИТ, ) ф V ф д) образуют 
базис множества достижимости Е Т [и Ф(ИТ));

2 ) базис множества Х>Т образуют также функции йф (ж) =  (к^ , у) 
при достаточно малых возмущениях ||ф^ 11̂ 1 < е -

Доказательство. Считаем области ИТ окрестностью опорной точки ж е  И 
(требование малости ИТ будет уточняться). Рассмотрим идеал 7 С Н 2П 
ростков голоморфных функций в точке (ж, ж) е  ИТ х ИТ, порожденный

{ДСС : Р  х Р  ^  С, г Ф 0}, Д С ^ж 1^ 2) =  ^ ( ж 1) — СС(ж2).

Используем построения из доказательства теоремы 18. Представления

ДСР (г1,г2) =  Е Ю  Р (г1,г2)ДС^ (г1,г2), (6-7)

И/РИд, ф 9 |Д С С Ид,, 9  =  д ф g,

справедливые в некоторой комплексной окрестности (Д точки (ж, ж) в про- 
Р  х Р

что ИТ х ИТ С <Т̂  П М2га. Точно так же (только удваиваем размерность) 
приходим к выражениям (6 .6 ) с заменой элементов й»(ж) на разности

Дй»(ж1,ж2) =  й»(ж1) — й»(ж2) =  (к»,у(-;ж1^ ) — у (- ;ж2,т ) ) ,

заменой функций С  (ж) на разности Д С  (ж1, ж2) =  С  (ж1) — С  (ж2) 
и номера р на д. Для этого в разложении в функциональный ряд

Ду =  у (Ь; ж1, Т) — у (Ь; ж2, Т) =  ДСо +  (Ь — Т )Д С  +  0.5(Ь — Т )2Д С  +  . . .
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следует заменить функции A L j j  ^  q, линейными комбинациями функций 
A Lo,. . . ,  ALq -i по формуле (6.7) и поменять порядок суммирования.

Фиксируем теперь номера д , . . . ,  iq линейно независимых в точке 
(x, x) строк соответствующей матрицы Г:

(А-шц, . . . , Awiq) =  (AL0 , . . . ,A L q -1)-R , x 1,2 G UT , d e tR (x ,x ) =  0.

Элементы матрицы R имеют вид скалярных произведений (fciv , Yj (•, x 1, x2) ) 
(0 ф j  ф q — 1  1 ф v ф q). Поэтому при достаточно малых допустимых 
возмущениях ||{iv ||l 1 [0, t ] <  ё матрица R  с элементами (fciv +  {iv, Yj) оста­
нется невырожденной в точке (x, x) и ее окрестности UT x UT . Здесь, если 
необходимо, снова уменьшаем область UT. Окончательно получаем

(A£ci l , . . . ,  Awiq ) =  (AL0, . . . ,  A Lq-1)- R, det .R =  0, (6 .8 )

(x1,x 2) G UT x UT , AWy (x1,x 2) =  (fciv +  Civ, Ay), ||^*v | |l i  < ë.

Из Awiv (x1, x2) = 0  v ф q, следует ALj (x1, x2) = 0  j  ф q — 1 , и

A L j(x 1,x 2) = 0 , j  ^  0 ^  y (  ; x ^ T ) =  y (  ; x 2 ,T ).

( )
(w?il (x ) ,. . .  ,Wiq(x)) о  y( ■ ; x ,T ), x G UT .

Функции Wiv образуют базис множества достижимости DT сопряженной 
системы и множества Ф(ит) всех наблюдаемых в UT функций (р . □

С л е д с т в и е .  Если дополнительно napa (f, g) наблюдаема в области UT , 
то вектор x (T) G UT однозначно определяется по q проекциям =  (fciv, y)
ш  системы уравнении viv (Г, x) =  , 1 ф v ф q . Однозначность восста­
новления x (T) останется при малом возмущении весовых функций kiv(•).

З а м е ч ан и я  и обобщ ения. Требование малости значения T  непринципи­
ально в силу биекции y | [o t] о  у |[и^Г  ОгРаничение на T  можно снять. 
Пусть уменьшением окрестности UT точки x G U не удается добиться схо­
димости рядов для y (t) по степеням (t — Т ) на интервале (С , tw) D [0,T ] 
при x(T ) G UT . Продолжимость решений уравнений движения на отрезок 
времени [0, T ] предполагается по постановке задачи наблюдения. Выберем 
разбиение 0 =  П < t2 < . . .  <  tr =  T  так, чтобы для малой UT ряды

y (t; x(T),T ) =  Lo (x(ti )) +  (t — ti)L 1 (x(ti)) +  0.5(t — ti)2L2 (x(ti)) +  . . .

имели пересекающиеся смежные интервалы сходимости по времени /  =  
(ti — ëi, ti +  ë i)  U /  D [0,T]. Разбивая интеграл на сумму интегралов по
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отрезкам [sj, Sj+i] ( s o =  0  s i G I i П / 2 , . . . ,  sr =  T) и при необходимости 
снова уменьшая область UT, получим аналог представления (6 .6 ):

Wi(x(T)) =  j  [(ki , 7jo(-,x (ti )) ) j , . . . , (ki , 7lPj—i (' ,x (tj ))>j] x

x [L o(x (tj) ) , . . . ,  Lpj—i (x (tj))]/, i ф 1, x(T) G UT.

Индекс j  ((■, -)j) означает интегрирование по отрезку [sj —i , Sj]. Лемма оста-
Г

Lo (x ( ti)) , . . . ,  LP1—i (x (ti)) , . . . ,  Lo (x(T)), . . . ,  Lpr—i (x(T)) .

А именно, существует квадратная неособая подматрица V x(T) G UT. Да­
лее повторяем рассуждения для окрестности UT x UT точки (x,x), как это 
делалось выше. Операций возможного уменьшения области UT конечное 
число (UT =  UT (x, f ,g , (kj}), q =  q((kj}), e <  1).

Область неопределенности начальных данных UT можно выбрать неза­
висящей от выбора системы (kj}. Но, возможно, прийдется увеличивать 
число базисных проекций (k,y) до q =  q ((Д }). Схема рассуждений тако­
ва. Для достаточно малых UT, T  покроем замыкание UT x UT систем ой  ̂
окрестностей, в которых будут выполняться представления вида (6 .8 ). Для 
объединенного вектора из проекций размерности q =  q^ вместо квадрат­
ной R получим прямоугольную матрицу R, rank R  =  p U T x UT, e ^  1. 
Нулевое значение вектора слева по-пр^^нему повлечет A L j(x ^ x 2) =  0, 
0 Ф j  Ф q — 1 , и совпадение выходов у (■; x i , Т) =  у (■; x2, Т ).

В силу теоремы единственности для вещественных аналитических фун- 
(ций можно ограничиться рядом для функций у (t) по степеням (t — t*) 
(t* G [0,T], t G I* =  (t* — e*,t* +  e*)) и допустимыми k(t), равными нулю 
вне [t— , t+] С I*. Достаточно полноты системы (k j, i ф 1} в L2 [t—,t+], она 
будет полной и на множестве допустимых выходов Y =  (у(-)}-

При m > 1 теорема 19 не изменится, если не считать замену L2 на L™. 
Для задачи прогнозирования полагаем систему (kj, i ф 1} полной в Lm(0) 
(достаточно на фД, доопределяя kj(t) =  0  t > $. Хотя при таком допол­
нительном ограничении на допустимые весовые функции k(-) выполнено 
D* С DT, базис D* будет и базисом DT. Последнее касается и нестационар­
ной (f, g) в случае вещественной аналитичности f ,  g по (t,x).

6.3 . Д и ск ретны е программы  наблю дения

Рассмотрим ситуацию, когда измерения не являются непрерывными и ин­
формация о движении дается дискретными значениями функций наблю­
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дения. Формально по-прежнему можно оперировать интегральными опе­
раторами восстановления фазового вектора, допуская в качестве весовых 
5-функции. Но ввиду важности класса задач с дискретными программами 
наблюдений изложим материал независимо.

Рассмотрим нелинейную систему наблюдения

ж =  / (Ь, ж), у =  д(Ь, ж), (Ь, ж) е  П =  (Ь1, Ь2) х И С Мга+1. (6.9)

/ д
/  е  (П,Мга), д е  (П,Мт ). Задан отрезок наблюдения [0,Т] из (Ь1,Ь2) 
и область возможных начальных данных: жТ е  ИТ С И.

Непосредственное обращение отображения жТ ^  у(-) в области ИТ в 
нелинейном случае — труднообозримая проблема. Часто ограничивают-

( )
ние жТ ^  (у (Ь1) , . . . ,  у (Ьк ))• Набор моментов времени Р  =  { Д , . . . ,Д } 
(0 ф Д < . . .  < Д  ф Т) называют программой наблюдений. Она фик­
сируется одной и той же для всех возможных вектор-функций у(-). Инъек- 
тивность отображения ИТ ^  Мтк влечет наблюдаемость: у(-) о  жТ е  ИТ.

Д ля упрощения обозначений и без существенного для дальнейшего 
ограничения общности считаем т  =  1. Можно ли программу наблюдений 
Р  выбрать так, чтобы сужение информации у(-) до значений конечного 
числа функционалов у(Ь») не приводило к потере информации о жТ в смыс­
ле взаимно однозначного соответствия у(-) о  (у (Д ),. . .  , у (Д )), жТ е  ИТ?

Если ИТ является достаточно малой окрестностью опорной точки ж е  И 
и линейное приближение системы (6.9) в окрестности движения ж( ■; ж, Г) 
наблюдаемо, то пара (/, д) также наблюдаема и можно взять к =  п (30,53]. 
Вырожденность линейного приближения приводит к усложнению зада­
чи даже в локальной постановке. Достаточно провести аналогию с зада­
чей (локального) обращения отображений из М” в М” , когда вырожде­
на матрица Якоби. В работе (97] показано, что для стационарной ана- 
(итической наблюдаемой (/, д) можно ограничиться (2п +  1)-м замером: 
(у (Д ),. . .  ,у(Ь2га+1̂  о  жТ е  ИТ. Но в общем случае множество «удачных» 
программ наблюдений не является открытым в [0 ,Т ]2”+1, Анализ дискрет­
ной наблюдаемости аналитических систем в ряде вырожденных случаях 
проведен К .Е . Старковым (см. (99,100] и дальнейшие ссылки).

( )
для наблюдаемой (/, д) (у(-) о  жТ е  ИТ) выбр(ть программы наблюдений 
Р  =  {Д, . . . ,  Д } со следующими свойствами: 1) (у (Д ),. . . ,  у (Д )) о  жТ е  ИТ; 
2) любая достаточно близкая программа Р  (|Д — Ь»| < 5) также дает би­
екцию (у (Д ) , . . . ,у (Д )) о  жТ е  ИТ? В этом смысле и будем говорить об 
устойчивых дискретных программах наблюдения. Область неопределен­
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ности ит считаем малой — вряд ли можно рассчитывать на глобальную 
устойчивость даже в м ассе  анадитических / ,  д. Рассмотрена и более общая 
задача у(-) о  (у (Д ),. . . ,  у(Д )) без предположения наблюдаемости (/, д).

П редставление выхода конечной суммой. Область ит определим как 
окрестность некоторой опорной точки ж € и .  Фиксируем произвольный 
момент времени -* € [0 , Т ] и воспользуемся разложением

гс (- _  - )г
у(-; жт ,Т) =  у(-; г,-*) =  ^ --- ту*- Д ( г ). (6.10)

г=0 ‘

Здесь и в дальнейшем используем обозначения А/(г) =  д(-*,г), 

г =  ж(-*; жт , Г) € и* =  ж(-*; ит , Г), |- — -* | < е, е =  е(г) > 0 ,

Т0д(-,ж) =  д(-,ж), Т}+1д(-,ж) =  <9*(Т}д) +  9Л(Т )д)-/(-,ж ). 

Предположим, что разложение в степенной ряд (6.10) справедливо на мно­

жестве {(-,г)} =  (-* — е0,-* +  е0) х и*, где е0 > 0  е0 =  е0 (г). Для этого 
достаточно, чтобы окрестность ит точки ж была достаточно малой.

Вследствие теоремы (87, с. 44] (см. 2.2) локально, начиная с некоторо­
го j  ^  р, функции Т  можно выразить через предыдущие. Это позволит 
произвести необходимую перегруппировку слагаемых в (6.10). Функции Т

и *
ных рядов можем считать, что Т  определены и голоморфны в области 
иС С С” (комплексной окрест ности и*). Эти аналитические продолже­
ния обозначим Т?. Область и*: полагаем независящей от j .  Такой выбор 
возможен, поскольку функции Т  являются последовательными производ­
ными. Рассмотрим идеал 3 в кольце ростков голоморфных функций
в точке 2  =  ж(-*;ж,Т), порожденный множеством (Т ? : и*: ^  С, г ^  0 }. 
Элементами 3 являются конечные линейные комбинации ростков Т? с ко­
эффициентами из Н га. Пусть окрести ости ^  точк и 20 =  2 (поликру ги Рг 
в подходящем базисе пространства С” ), базисные функции Л.1, . . . ,  ф., кон­
станты г ^  1, выбраны согласно указанной теореме. Фиксируем в ^  1, 
р ^  1 из условий С и ? и справедливоети в Vj ^  р представлений

Т?(г) =  Е Р =0 1 ( г )Т (г ) ,  | Ц  1к  Ф в ||Т? ||д ,, (6 .11)

1  € 0 ( ^ ,  С), 0 ф V ф р — 1, j  ^  р , в >  0.

Это возможно, поскольку все функции Т . (г ^  р) в окрестностях Qi яв­
ляются линейными комбинациями гололморфных функций ф , . . . ,  ф.. По­
следние в окрестности 2 представимы комбинациями конечного числа
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по определению идеала ■] (коэффициенты — голоморфные функции). Су­
ществование константв1 д =  д(щ Д следует из оценок (87, с. 44] (см. §2.2).

Заменим в представлении (6.10) при |Ь — Ь*| < и г € Qs П И* про- 
изводнв1е Ь?, j  ^  р, линейными комбинациями согласно формуле (6.11) и 
«соберем коэффициенты» при функциях Ь0 , . . . ,  ЬР—1. Получим

у(Ь; г ,Ь * )^ У ^ Р уфЬ, г)Ь*(г), г € П И*, |Ь — Ь*| <  е1 < е0 . (6.12)•*—'г=0

Абсолютная и равномерная сходимости комплексных рядов, обеспечива­
ющая возможности перегруппировки слагаемых и вещественную анали­
тичности функций у*(Ь, г )  следует из неравенств Коши |ЬС(г ) / ! ф N ^ 2 , 
г € е1 < е2 < е0 , N  =  сош р и оценок в окрестности коэффициентов 
вщ в разложениях (6.11) с константой д =  д(^, ) (см. §6.1).

Посколвку рассмотрения локалвные, то, фиксируя окрестности и 
уменьшая при необходимости исходную область неопределенности ИТ, счи­
таем И* С П Кп (ИТ — окрестность опорного фазового состояния ж).

Результат обобщает следующие построения. При /  =  Тж, д =  Сж

(Ь _  + )*
у(Ь; г,Ь*) =  С ехр{(Ь — Ь*)Т}г =  ^ ---- ту*— С Т 'г .

*=0 *!

Для номеров j  ^  р р  ^  гапк (С/, Т /С /, . . . ,  Т /п—1С /) , можно последователь­
но строки СТ? выразить линейными комби нациями С , С Т ,. . . ,  С Т Р—А 
Меняя порядок суммирования, имеем V Ь € К  V г € К”

у(Ь; г,Ь*) =  Х Т  07?(Ь)СТ?г =  0 7 ?(Ь )Ь (г).•̂— 1̂=0 р =0

Такие коэффициенты у? (Ь) обладают свойством

7(Ь*) =  (70 (Ь*),. . .  ,7р— 1(Ь*))/ =  е1, 7(Ь*) =  е2 , . . . ,  у (р—1)(Ь*) =  ер, 

как и у?(Ь, г), построенные в (6.12): у(Ь*, г) =  ер д*у(Ь*, г) =  е2, . . . .

Устойчивые программы наблюдений

О п р е д е л е н и е .  Функцию  д  : ИТ ^  К назовем наблюдаемой в области ИТ 
(наблюдаемой компонентой пары  ( / ,  д)), если существует функционал Л из 
условия  д(жТ) =  Л[у(-)], жТ € ИТ. Базисом множества Ф(ИТ) всех наблюда­
емых в ИТ функций д  назовем такую конечную совокупность д* € Ф, что 
имеет место функциональная зависимость

д(ж) =  Я Д д>1 (ж), , д к(ж)] V д  € Ф, Vж € ИТ.
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Базисность означает, что, вычислив значения ^»(жТ) =  Л»[у(-)], никакой
жТ =  ж( )

невозможно: {^(ж Т), 1 ф г ф к} о  у(-), жТ е  ИТ. При необходимости 
определение можно переформулировать для подмножества М  С ИТ.

Будем искать базисы множества Ф в классе линейных функционалов 
Лр[у(')] =  у(Ьр)• Представление вида (6.12) даже в линейном случае неедин­
ственно. Фиксируем именно те коэффициенты ур(Ь, г), которые существуют 
вследствие теоремы (87, с. 44] и указаны выше: |Ь — Ь*| < г е  И*,

^  \  (Ь —  Ь* )Р ^  (Ь —  Ь* )^ / Л  / Л  -т, о  г \
П ( !  г) =  л +  ^ 2  V!------Пщ(г )  Пщ(г) =  Пе (г).

** ' ^=р

( )  
мени Ь» е  [!_,!+] П [0,Т] (Ь* — щ < Ь_ < Ь* < Ь+ < Ь* +  е 1) и наблюдаемые
в области ИТ функции ^»(жТ) =  Л»[у(-)] =  у (!»;жТ,Т). Система моментов 
времени {!»} (функционалов Л» =  у(Ь»)) полна та множестве ^  =  {у(')} в 
смысле {у(!»), г ф 1} о  у(-), ж е  ИТ. Это следует из теоремы единственно­
сти: если две голоморфные в области О функции совпадают на подмноже­
стве, имеющем предельную точку в О, т0 они тождественны в О (84, с. 118]. 
В силу представления (6.12) для г =  ж(Ь*;жТ,Т ) имеем (С» =  С»(г)):

(  ^ i(x T) 

Ф2 (хт)

(  Yo(ti,z) , . . . ,  Y p-i(ti,z) 

Yo(t2,z) , . . . ,  Yp-i (t2,z)

/  Lo
(6.13)

v . . .  ; v : : : : :  u - J
Л е м м а  3. В векторно-матричном представлении (6.13) среди строк бес­
конечной матрицы, Г с элемента ми  Yj (С, z) при любом фиксированном, 
z G U* (xT G UT) можно на,и mu p линейно независимых строк.

Без существенного ограничения общности полагаем, что базис строк мат-
p

впредставление Г  =  (M, M N ), M  =  Mpxp. Предположим противное:

rank M  < p  ^  Гс =  0, z =  Z G U*, c =  (c0, . . . ,  cp - i ); =  0.

Тогда c'y(C, z) =  0 Vi ф 1, y =  (Y0, . . . ,  YP - i)  ^  c/Y(t, Z) =  0. Из

co +  (t — t*)ci +  . . .  +  (t — t*)p i Cp-i/(p — 1)! +  O (|t — t*|p) =  0

при |t — t*| < ei следует, что все Cj =  0. Получили противоречие.

Т е о р е м а  20. Пусть пара (f ,g ) вещественная аналитическая в области 
Q =  (ti , t2) х U. Фиксируем последовательность различных моментов вре­
мени ti G [0, T ], i ф 1. .Белы область неопределенности начальных данных



84 Глава I. Интегральные операторы прогнозирования

ит достаточно мала (окрестность опорной точки ж € и ), то можно 
выделить т,акие программы наблюдений Р  =  {-г1, . . . , -д  }, что:

1) функции фу(ж) =  у ( -у ; ж, Г) образуют базис множества, Ф(ит), ш. е. 
(у(-г1 ) , . . . , У(-гЙ̂  о  У(-) и все наблюдаемые компоненты ф имеют 
представление ф(жт) =  Н<Ду(-г1) , . . .  , у (-у )) в ит ;

2) базис Ф(ит) образуют и функции фу (ж) =  у(?у), когда программа Р  
достаточно близка, к Р  (|£у — -у | < ф 1 ф V ф к).

Доказательство. Предполагаем сходимость числовой последовательности 
-г ^  -* € [0, Т ]. Иначе ограничимся сходящейся подпоследовательностью. 
Рассмотрим и д ем  3  в кольце Н 2П ростков голоморфных функций в точке
(2 , 2 ) € и* х и* (2  =  ж(-*; ж, Г)), порожденный множеством

{ДТ? : и*С х и*С ^  С, Г Ф 0}, Д Т ?(г1, г 2) =  ^ ( г 1) — Т?(г2).

Здесь используем введенные выше обозначения. Представления
  1 __

ДТ1 (г 1 , г 2) =  ^  о ф у (г1, г 2)ДТ^ (г1, г 2), (6.14)

и ! Н о , ф в | Д Т 1 и^в, в  =  ф к

справедливью (см. § 2 .2 .2 ) в достаточно мадой комплексной окрестности (ф 
точки (2 , 2 ) (Оф <1 и ? х и ?), доказывается аналогично (6.11). Фиксируем 

и, уменьшив при необходимости ит , считавм и* х и* С <5« С М2” .
Не меняя схемы рассуждений (только удваиваем размерность), прихо­

дим к представлению (6.13) с заменой функций фг(ж) на разности

Дфг (ж1, ж2) =  ^ ( ж 1) — фг (ж2) =  У (-г; ж1 Д )  — У (-г; ж2 ,Т),

функций Т ( г )  на Д Т  (г1, г 2) =  Т  (г1) — Т  (г2) и р на к. При этом

ж1 € ит , г1 =  ж(-*; ж1 ,т ) ,  у^ =  у^ (ф г1,^ 2) .

Моменты времени -г, Г ф 1, принадлежат отрезку [^—, ^+], соответствую­
щему этому аналогу соотношений (6.13) (иначе отбросим конечное число 
моментов). Схема не меняется: в представлении функциональным рядом

Ду =  у (-;ж \ т ) — у (-;ж2, Т ) =  у (-; г 1,-*) — у (-;г 2,-*) =

=  Д Т 0 +  Д Т 1 ■ (- — -*) +  0.5ДТ2 ■ (- — -* )2 +  . . .

следует заменить функции Дфу j  ф к, линейными комбинациями функций 
Д Т0 , . . . ,  Д Т ^ - 1 в силу (6.14) и поменять порядок суммирования.
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Фиксируем номера Д , . . . ,  Д линейно независимых в точке (z, z) строк 
соответствующей матрицы Г (таких наборов бесконечно много):

( Д ^ х, . . . ,  ) =  (A L o ,..., A Lfc- i )  ■ R, (z1,z 2) G U* x U*.

Элементы матрицы R , det R(z, z) =  0, имеют вид

7 ^ (tiv ,z 1,z 2), 0 ф ц ф k — 1 , 1 ф v ф k.

Поэтому при достаточно мадых возмущениях ( |Д  — tjv | < $) матрица R  
с элементами 7 Д Д , z 1, z2) останется неввщожденной в точке (z, z) и неко-

( U* x )U*
областв UT =  UT (ж, f, g, {С}). Окончателвно получаем соотношение

( A ^ i , . . . ,  A<Ry) =  (A L o ,..., A L k-i) ■ R, det R =  0 . (6.15)

Слева в качестве аргумента фyнкциC — произволвная точка (ж1, ж2) из 
UT x UT, справа — соответствующая (z1, z2) G U* x U*. Далее, из

A^iv =  у ( Д ;ж1,?1) — у ( Д ;ж2 ,Т ) = 0 , 1 ф v ф k,

следует ALj (z1, z2) =  0  0 ф j  ф k — 1. Но тогда вследствие (6.14)

A L j(z 1,z 2) = 0 ,  j  ^  0, y(t; ж1 ,T ) =  y(t; ж2 , T), t G [0, T ].

Итак, имеет место биективное соответствие (у (Д ) , . . .  , у(Д}) ^  y(') 
и функции уД образуют конечнвш базис множества $(UT):

у Д Д  =  Я  [ Д Д Д  . . . , <Дгк(жт)] =  Я  [у & Д . . . , У(Д>], Я  =  H^.

С л е д с т в и е .  .Белы дополнительно napa, (f, g) наблюдаема в облаети UT, 
т о  по значениям  y(tiv)  1 ф v ф k, фазовый вектор жТ =  ж(Т) G UT опре­
деляется однозначно и эта однозначность будет сохранятся при малом  
возмущении дискрет,ной программы наблюдений.

З а м е ч ан и я  и обобщ ения. Если f  g зa(aHBi в элементарных функциях и 
для разностей A Lfg =  L fg(t, ж1) — L fg(t, ж2) удалосв получитв конечное 
разложение по AL0 g , . . . ,  A Lf- 1g, то можно ввгбратв k =  r. Для справед-

( ) ( ) 
коэффициентв1 у Д , ж1, ж2) имели вид (t — t*)j/ i ! +  O | t  — t*|r ).

Области UT можно ввгбратв независящей от {ti, i ^  1}. Но при этом,
k

UT фиксируем конечное число моментов t* так, чтобы U(t - ,i+ ) D [0, T].
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Выделим из {Ь»,г Ф 1} подпоследовательность с пределом в одном из ин­
тервалов (£_, ■£+). Покроем замыкание соответствующей области И* х И* 
конечной системой окрестностей, в которых будут выполняться представ­
ления вида (6.15). Объединяя векторы слева в один вектор, вместо квад­
ратной Я  получим прямоугольную матрицу Я, гапк Я  =  к в И* х И*, 5 ^  1. 
Нулевое значение объед^тенн^го вектора слева по-прежнему повлечет вы­
полнение равенств ДСр (г1, г2) =  0 , 0 ф л ф к — 1 , и у (■; ж1, Т) =  у (■; ж2, Т ).

В заключение отметим следующее. Пусть ИТ ограничена и решения 
ж( ■;жТ,Т ) продолжимы на [0,Т] для жТ из области ИТ, ИТ С ИТ. Тогда из 
произвольной последовательности различных моментов времени Ь» е  [0 , Т ] 
можно выделоть бесконечно много программ наблюдений Р  =  {Ь»1, . . . ,  Ь»?}, 
для которых (у(Ьд),. . . ,  у (!»,)) о  у(-), жТ е  ИТ. Соответствующие функции 

образуют конечный базис Ф (ИТ). ^й с^^етельто , обозначим через ^  
множество нулей функций Д ^ ^ ж ^ ж 2) =  у (!»; ж1,! 1) — у(Ь»; ж2,Т) в области 
[ф х Ц;. Здесь — малая комплексная окрестность ИТ, в которую анали­
тически продолжаются у(Ь»; ■ ,Т ). Тогда из теории аналитических множеств 
(см. § 2 .2 ) следует, что найдутся номера гц . . . ,  гд из условия:

(П*ф1^ )  П (Ит х Ит ) =  К =1^ )  П (Ит х Ит ).

Эти номера г̂  и определяют указанные программы, поскольку 

у(') о  {у(С), г ф 1 } о  {у(ЬО, 1 ф V ф д}, жт е  Ит.

Но нет оснований утверждать, что эти дискретные программы можно «ше­
велить» с сохранением требуемой биекции в фиксированной области ИТ 
(без оговорки о достаточной малости области ИТ).

Случай т  > 1 можно интерпретировать как т  задач анализа наблю­
даемости пар (/, д»), д =  (д1, . . .  ,дт / .  По существу формулировки и дока­
зательства теорем не изменятся. Результат носит качественный характер 
и в определенной степени оправдывает корректность задачи наблюдения 
(нелинейной обратной) по конечным дискретным программам. Иначе без 
специальных методов регуляризации было бы в принципе не обойтись.

7 .  С т а б и л и з а ц и я  и  о п е р а т о р ы  н а б л ю д е н и я

7.1. Л инейная стабилизация по обратной связи

Систематически теория стабилизации изложена в книгах (6,30,31,53,67,73]. 
С целью последующего обобщения по аналогии рассмотрим вначале про­
стейшую линейную задачу. Пусть динамика системы и доступная инфор­
мация о движении описываются уравнениями

ж =  Аж +  Ьи, у =  д'ж, Ь,д е  Мп. (7.1)
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Задача стабилизации с полной линейной обратной связью состоит в выборе 
такого управления u =  c'x, c £ R” , чтобы у замкнутой системы ж =  Аж, 
А =  А  +  bc', собственные числа матрицы у! имели отрицательную веще­
ственную часть: Re Aj (А) < 0 V j .  Это алгебраическая задача управления 
спектром матрицы. При неполной обратной связи требуется, как правило, 
алгоритм обработки измерений с предысторией.

Т е о р е м а  21. Пусть rankS  =  n, S =  (b, A b,. . . ,  A” _ 1b), m.e.  napa (A, b) 
управляема. Тогда, можно выбрать такие стабилизирующие управления 
u =  c'x, что замкнутая система (AL, g') будет наблюдаемой.

Доказательство. Сменим базис R” : ж =  Sz,

z =  Dz +  bu, y =  j 'z ,  D  =  S - 1AS, b =  S - 1b, <7 =  S'g.

Из Sb =  b следует b =  ey а соотношение SD  =  AS =  (Ab,. . . ,  A” b) озна­
чает, что столбцы D состоят из коэффициентов разложения A*b по базису 
Aj b, j  < n. Поэтому у матрицы D диагональ ниже главной состоит из 
единиц, последний столбец равен — p =  —(po ,. . .  ,pn_i)':

|AE — A| =  A” +  p„_iA ra-1 +  . . .  +  po ^  A” b =  — p„_iA n-1b — . . .  — pob.

Остальные элементы матрицы нулевые. Выбор управления u =  c 'z, j  =  S'c, 
cj'

вектора c £ R” . Характеристический полином матрицы D +  e1c ' последо-
jc

Стабилизирующим управлением можно обеспечить наблюдаемость за­
мкнутой системы по измерекиям величины y =  g'x, g =  0 £ R” . Функция 
f  (c) =  det(g, A 'g ,. . . ,  A 'n - 1g) является полиномом по компонентам векто­
ра с. Нужно доказать, что f  (c) ф 0  c £ R” . Для этого разобьем управление 
на две составляющие: u =  c'x +  v, ж =  Аж +  bv. Выбором c £ R” упростим 
характеристический полином матрицы А : x(A) =  A” . Преобразование не 
меняет свойства управляемости: rank (b, Ab,. . . ,  A” _ 1b) =  n. Переходя к 
базису A*b, получим z =  Dz +  e1V, D =  (e2 , . . . , e n , 0). Положим теперь 
v =  ( 0 , . . . ,  в) ■ z. Для любой линейной функции y =  1'z, 1 =  0 £ R” , выпол­
нен критерий наблюдаемости при достаточно малом в:

det(l, D ' 1, . . . ,  D ' ” - 11) =  ± 1” e”_j +  o(e” _j ) =  0.

Здесь D  =  (e2 , . . . ,  en , (в ,. . . ,  0 )'), j  — первая ненулевая компонента век­
тора 1, начиная с j  =  n и до j  =  1. Все преобразования не меняют каче­
ственных свойств исходной системы. Поэтому f  (c) — полином, не равный 
тождественно нулю. По непрерывной зависимости корней характеристиче-

c
гая нулей полинома f  и сохран яя Re Aj (А) < 0. □
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Совмещение свойств стабилизации и наблюдаемости дает возможность 
периодически отслеживать и прогнозировать фазовое состояние замкнутой 
системы по доступной внешней информации о движении.

Пусть на некотором начальном отрезке времени [0, Ь*] имеется возмож­
ность формировать стабилизирующее управление с'ж(Ь), а затем требует­
ся поддерживать режим стабилизации, имея в распоряжении только огра­
ниченную информацию у(Ь) =  д'ж(Ь), Ь ^  0. Коэффициенты усиления с? 
выберем по теореме 21. Тогда для замкнутой системы ж =  Аж, у =  д'ж 

=  А +  Ьс') можно построить интегральный оператор восстановления 
с'жт =  (к, у), Т ^  Ь*, и формировать стабилизирующее управление для 
моментов времени Ь ^  Т по неполной обратной связи:

и(Ь) =  с'ж(Ь), Ь € [0 ,Т ), и(Ь) =  I к(т)у(Ь — Т +  т ) йт, Ь .
зв

Здесь 0  =  [0Д], $ < т, (•, •) =  (•, •),? =  (•, •)ц2(вр к(Ь) = 0  Ь > X. 
Такая схема имеет недостатки. Необходима реализация начального эта­
па управления и «континуального сдвига» по Ь оператора интегрирования 
(и(Ь) =  (к, у(Ь — Г +  •)), т € 0 ). Замкнутая система является моделью 
движения с последействием. В условиях зашумленности измерений нужно 
привлекать теорию устойчивости систем с запаздыванием и анализировать 
корни соответствующего квазиполинома [41,45,81].

Д и ск р етн ая  стаби ли зац и я. Рассмотрим дискретный вариант формиро­
вания стабилизирующего управления. Фиксируем на начальном промежут­
ке времени [0 , Т ), Т  > $ ,  постоянное управление и =  ио. Формально ио 
произвольно. Наблюдая за движением, последующие значения управления 
формируем по обратной связи с помощью интегрального оператора:

и ^+1 =  /  к(т)У(т +  Д ) йт  Ь € Ю' +  1)Т , 0' +  2)Т е, ] > 0. (7.2)
в

Подставляя выражение (7.2) в (7.1), получим дискретную систему:

ж̂ 1 =  фж-7' +  НЬи?, и^+1 =  й X-7' +  р 'Ь и , (7.3)

жг =  ж(%Т), ф =  ехр{АТ}, Н  =  /  ехр{Ат} йт,
о

й ' = к(т)д'ехр{А т} йт, р' =
в

к (т )д /  ехр{Аст}йстйт.
в о

Весовая функция к(Ь) подлежит выбору. Поэтому векторы й,р € М” пока 
не определены. Примем управление и в качестве (п +  1)-й координаты и в
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расширенном фазовом пространстве рассмотрим дискретную модели

x j+ 1  =  Qxj +  Hbup, u j+ 1  =  Wj, (7.4)

где новым управлением считаем последователвноств Wj, j  ^  0. Определи­
тели матрицы управляемости этой системы в Rra+1

0 Hb . . .  Qn-1Hb 
1 0  . . .  0

равен ±  det (Hb, Q H b,. . .)  =  ±  det H  ■ det (b, Q b,. . . ) .  Последнее верно, по- 
сколвку матрицы H, Q коммутируют: Q H  =  HQ. Матрица H  невырожде­
на при любом Т, что устанавливается с помощью жордановой формы A. 
Пусть пара (A, b) управляема. Определитель M  =  (b, Q b,. . . ,  Qn - 1b) не ра­
вен нулю при всех Т  > 0, если среди собственных чисел A нет чисто мни-

det M  =  0 Т
2n/wj, где iWj — собственные числа A (30, с. 103]. Более слабое утвержде­
ние: det M  =  0 VТ G R \  P , P  =  P , int P  =  0 , можно доказать следующим 
образом. Функция f  (Г) =  det M  является вещественной аналитической, 
квазиполиномом. Утверждение f  (Г) ф 0 проверяется вычислением:

ex p jA r} =  E  +  A t +  . . .  +  An - 1Tn-1/(n  — 1)! +  O (rn) ^

^  det M  =  det (b, exp{ AT}b,. . . ,  exp{A(n — 1)T}b) =

=  det(b, A b,. . . ,  An-1b)[aV (T , . . . ,  (n — 1)T) +  e(T)].

Здесь V ( 11, . . . ,  t s) — определитель Вандермонда [51], который отличен от 
нуля при различных значениях tj, a =  0  e(T) — величина более высокого 
порядка малости по Т, чем V (Т ,. . . ,  (n — 1)Т).

Полагаем, что матрица управляемости системы (7.4) невырождена. То-
wj

УН +  au j так, чтобы матрица Q замкнутой системы

Л + 1)  =  Щ  H i ) / Л )
uj + ^  Vc/ a  /  V uv

имела собственные числа внутри единичного круга в C. Достаточно убе­
диться, что какая-либо норма матрицы Q меньше единицы [51]. Тогда при 
любых начальных данных z0 =  (ж0/,ио)/ G Rn+1  в силу уравнений (7.5) 
будет zj =  Qj z0 ^  0  j  ^  +то. Из формулы Коши следует оценка

< 91||xj || +  92yujII, j  ^  0, t G [jT, (j +  1)Тр, g* =  q i(j),
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и, следовательно, имеет место стремление ж(£) ^  0  £ ^  +го. После того 
как число а и вектор с определены, получаем линейные интегральные 
уравнения для выбора весовой функции к(-) : !  =  с, р'Ь =  а.

Воспользуемся конечным представлением матричной экспоненты

ЕП— 1 • .
афЬ)Аг, а  =  (а о, . . . , а п_ 1) ,  а  =  Г а , а(0) =  е1,

г=0
где Г  — сопровождающая матрица полинома х(А) =  |АЕ — А|. Последний 
столбец матрицы Г  равен — р =  —(ро,. . .  , рп—1)') диагональ ниже главной 
заполнена единицами, остальные элементы нулевые. Подставим разложе­
ние ехр{А£} в формулы, определяющие векторы р, !:

р =  К 7 , К  =  (р, А 'р ,. . . ,  А 'п—1р) , 7 =  /  в (т )к (т ) !т,
У©

в(£) =  [  а ( т ) !т, ехр{А£} =  Е  +  А /  ехр{Ат} ! т  ^  
о о

!  =  /  к (т) Е  +  А' /  ех р {А 0 }^  р ! т  =  V# +  А 'К 7 , V =  /  к (т) !т.
У©  ̂ Уо  ̂ У©

Линейная независимость функций в̂ ' (£) на произвольном непустом интер­
вале времени следует из независимости а̂ - (£) и соотношений в.? (£) =  а̂ - (£). 
Поэтому выбором весовой функции к(£) можно набор чисел 7 , V сде­
лать любым. При этом достаточно ограничиться линейной комбинаци­
ей к(£) =  П1 +  П2во(£) +  . . .  +  Пп+1вга—1(£) так как расширенная систе­
ма 1, в о ,. . . ,  в п -1 тоже линейно независима (в(0) =  0). Для определения 
П Е Мп+1 получаем линейную алгебраическую систему уравнений

Г - =  Q ,  Г ^ ( 1 , в /(т))/ (1 ,в /(т}) Ут> 0.
: :  я )  г -  -  с :  . .

Вектор-функция в (t):  © ^  определяется решением начальной задачи 
/ ( t )  — F / ( t )  +  вц в (0) — :  В случае det M  — 0  det K  — 0 все построения 
осуществимы и справедливо следующее утверждение.

Т е о р е м а  22. Пусть napa (A, b) управляема, а пара (A ,g /) наблюдаема. То­
гда можно построить дискретное стабилизирующее управление по непол­
ной обратной связи в форме (7.2) выбором. T  и  k(t) ,  t  E ©.

Требования можно ослабить, корректируя алгоритм стабилизации. На­
пример, если c E L ( K ) , то выбором функции k(t) на отрезке времени © 
можно добиться равенств d — vg +  A /Г 7  — Г £  — c. Тогда

f  k ( r )у (т  +  j T) dT — d X  +  p /buj — cV  +  p /b u j ,
У©
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причем необязательно уже р 'Ь =  и. Чтобы добиться выполнения равенства 
и.7+1 =  с'Х  +  ицд нужно вместо (7.2) использовать управления

и +1 =  /  к(т)у(т +  Д 1) ^т +  (и -  р 'Ь)и-, У е  [Д +  1)Т, Д +  2)Т).
.У©

Допустимы малые изменения значений с, и. Достаточно ограничиться вы­
бором к(У) =  а'Д)г), где ?у е  Мга определяется из линейной системы ГП =  £, 
Г =  (а , а ') .  Можно учитывать и более продолжительную предысторию:

И -+1 =  /  "^(т)у(т +  Д -  т)Т) ^г, У е  [Д +  1)Т, Д +  2)Т), ;  ^  г,
30

где величина Тг =  тТ +  $ фиксирована, а начальные значения дискретного 
управления ио ,. . . ,  иг выбираются предварительно.

7.2. Н елинейная наблю даем ая стабилизация

Рассмотрим систему наблюдения при наличии управления:

Ж =  / (ж,и), у =  #(ж). (7.6)

Д ля упрощения обозначений считаем управление и(У) и измерения у(У) ска­
лярными величинами. Задано программное движение и требуется его ста-

( )
ставим задачу выбора стабилизирующего управления и(ж) (иД) =  и[жД)]) 
из условия полной наблюдаемости замкнутой автоматической системы по 
доступной «внешней» информации у =  #(ж). Это позволит периодически 
контролировать текущее фазовое состояние.

Ограничимся интегральными операторами обработки измерений

/к ( т ,у Д  - Т  +  т ))^г, 0  =  [0, $] , У > $ >  0. (7.7)
©

Условие $ < Т  позволяет учитывать запаздывание и время обработки из­
мерений к текущему моменту У. Формально результат интегрирования яв­
ляется функцией ДД, ж (У)) фазового состо яния ж (У), непосредственно неиз­
вестного наблюдателю (известна лишь косвенная информация у(т)).

Пусть в выбранных координатах (отклонениях) область и  С Мга фик­
сирована, 0 е  и  и-  < 0  и+ > 0  #(0) =  0  /(0 , 0) =  0. Нули, как обыч-

/
и функцию # вещественными аналитическими:

/  е  С ш(и  х (и- ,и+),М га), # е  С ш(и,М) .
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Предполагая использование техники степенных рядов, ограничимся ана­
литическими допустимыми управлениями с обратной связью

и е  С ш (И«, (и- ,и+)), С и, 0 е  И«, и(0) =  0.

При фиксированном стабилизирующем управлении и в области (реше­
ние ж(£) =  0 асимптотически устойчиво по Ляпунову) через П обозначим 
область притяжения нулевого положения равновесия:

П =  {ж0 е  | ж(£; жо, 0,и) е  И«, £ ^  0, ж(£) ^  0, £ ^  + ^ } .

В силу стационарности уравнений движения область П является инвари­
антной для замкнутой системы: жо е  П ^  ж(£) е  П. После подстановки 
и е  С ш (Ии, (и- , и+)) получаем уравнения модели

ж =  /(ж) =  /(ж ,и (ж )), у =  д(ж), ж е  И«.

Е с л и  с и с т е м а  л и н е й н о г о  п р и б л и ж е н и я  в  о к р е с т н о с т и  н у л я  и м е е т  в и д

ж =  Аж +  Ьи, у =  1'ж, I =  0 е  Мп, (7.8)

и пара (А, Ь) управляема, то можно построить такую линейную обрат­
ную связь и(ж) =  С ж, что для собственных чисел выполнены неравенства 
И,е А̂- (А) < 0 (г! =  А +  Ьс' ) и пара (А, Г) наблюдаема (прогнозируема) в Мга. 
Замкнутая система ж =  /(ж), у =  д(ж), ж е  =  {ж е  И : с'ж е  (и- ,и+)}, 
наблюдаема в достаточно малой окрестности нуля, а значит прогнозиру­
ема в области Ит =  ж (Г; П, 0) С П С Последнее свойство следует из 
теоремы единственности для вещественных аналитических функций. По 
информации у( ■; жт ,Т ): 0  ^  М фазовый век тор жт е  Ит восстанавлива­
ется однозначно. Моменты времени ф Т  фиксированы выбором интеграль­
ных операторов обработки измерений (7.7). Множество «удачных» векто­
ров с е  Мп имеет непустую внутренность. Еели вместо с'ж подставить допу­
стимое управление и(ж) =  с'ж +  ад (ж), ад (ж) =  о(||ж||), то прогнозируемость 
(в соответствующей области Ит ) останется. Выбор с е  Мп и ад(ж) =  о(||ж||) 
определяет области П, Ит притяжения и прогнозируемости. Оценивать П 
изнутри можно, следуя методу (30, с. 78].

Остановимся на построении операторов восстановления фазового век­
тора замкнутой стабилизирующим управлением и прогнозируемой в Ит 
системы (7.6). Определим для ( / ,  д) сопряженную систему

гф£,ж) +  гх(£,ж)-/(ж,и(ж)) =  &(£,д(ж)), г (0 ,ж )= 0 , (7.9)

ж е  ж(£; Ит ,Т ) =  ж(£ ;П, 0), ф т ,у ) =  0, т е  (ф Т ].
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В случае продолжимости решен ий ж( ■; ж, Г, и), ж е  П, уравнен ия Ж =  /  на 
отрезок времени [0, Т ] ( / ,  # рассматриваются в и и) они продолжимы также 
на М и ж(У) е  П VУ е  М, Vж0 е  П. Пара ( / ,  #) прогнозируема в области П. 
Уравнение (7.9) следует рассматривать на множестве [0, Т] х П.

Для линейного приближения (7.8) и к(У, у) =  к(У)у получим

ф ,  ж) =  Т'(У)ж, ТУ (У) =  - А 'Т  (У) +  1к(У), V (0) =  0, (7.10)

А =  А +  Ьс', к ( т ) = 0 ,  У е  ($,Т].

Если выбором весовой функции обработки измерений к(-, ■) добить­
ся выполнения у(Т , ж) =  д(ж) в ит , то с учетом стационарности урав-
сений движения и измерений характеристика фазового вектора д(ж(У)) 
(У ^  Г, жо е  П) восстанавливается к текущему моменту времени У ин­
тегрированием к(т, у(У — Г +  т )) по т е  0 . Когда сигнал обратной связи 
запаздывает на время Н, меньшее Т  — $, то проводится интегрирование на 
[Н, Н +  $] функци и к (т  — Н, у (У — Г +  т )) по мере поступления измерений.

Наоборот, вместо д  можно фиксировать к. Тогда уравнение (7.9) дает 
возможность определить ту компоненту у(Т , ■) фазового вектора, значе­
ние которой у(Т , ж(У)) в текущий момент времени У ^  Т вычисляется по 
предыстории измерений как результат интегрирования (7.7).

( )
вление и(ж) =  с'ж +  ад (ж) (ад(ж) =  о(||ж||)), чтобы впоследствии иметь воз­
можность контролировать именно значения д(ж(У)) =  и(ж(У)) (вычисляя 
интегралы (7.7)), то приходим к задаче о неподвижной точке:

и(ж) =  с' ж +  ад(ж) ^  у(Т , ж) =  с'ж +  ад (ж).

Решение этой задачи позволяет также при необходимости приближенно 
реализовывать управление и(ж(У)) (У е  [ДД2]) по «внешним» измерениям 
у =  # (ж). Ограничимся для определенности к(У,у) =  к(У)у. Для поиска 
неподвижной точки можно организовать итерации

ц*(У,ж) +  адДУ,ж) ■ /(ж , ад,- (ж)) =  к(У)#(ж), 

ц(0,ж) =  0, у(Т , ж) =  и^+Дж), и0(ж) =  с'ж,

и следовать схеме метода сжатых отображений. По выбору весовой функ­
ции к(У) (в линейной системе (7.10) V(Г) =  с) управления и  (ж) имеют 
структуру и  (ж) =  с'ж +  ад̂- (ж), ад̂- (ж) =  о(||ж||), и являются стабилизиру­
ющими. Однородные полиномы и(р)(ж) в представлении и(ж) =  с'ж +  ад(ж) 
степенным рядом можно определять последовательно из уравнений

■т4(р)(У, ж) +  г>£р)(У, ж) -(А +  Ьс ')ж +  V (1)'(У)Ьи(р)(ж) =  т(р)(У, ж),
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где р > 1, V (1)(£) — решение уравнения (7.10), а однородный полином 
г(р)(£, ■) последовательно определяется по уже известным функциями

к(£), и(1)(ж) =  с'ж, и(2)(ж) , . . . ,  и(р— 1)(х).

Граничные условия ж(р) (0,ж) =  0  ж(р)(Т, ж) =  и(р) (ж) приводят к системе 
линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффи­
циентов однородного полинома и(р) (ж):

(Е  +  М  ) [ (р) =  Г, [7 (р)/Х (р) =  и(р)(ж),

П =  А' ® Е„ ® . . .  ® Еп +  . . .  +  Е„ ® . . .  ® Е„ ® А',

Я(р)/(£)Х(р) =  7<р) (£, ж ,. . . ,  ж) =  г (р) (£, ж), г! =  А +  Ьс',

М  =  /  ехр{(т — Т ) П ^ (1)/6!т, Г =  /  ехр{(т — Т)П}Е(р)!т.
о о

Для нелинейных к =  к(£)у +  о(|у|) изменения коснутся полиномов г (р).
Аналогичным образом сопряженное уравнение (7.9) дает возможность 

аналитического исследования задачи управления по неполной обратной 
связи у =  р(ж) в дискретной форме

и,-+1 =  /  к (т,уфЛ, +  т )) !т , £ е  [О +  1)ф ф +  2)Л,), ;  ^  0, $ Ф Л,
©

Изложенная техника пригодна и в случае многомерных измерений. Ана­
литичность использовалась лишь для обоснования прогнозируемости за­
мкнутой системы во всей области [ т =  ж(Т;Д  0) (нелокально) и для при­
менимости аппарата степенных рядов. При численной реализации общей 
схемы достаточно условий гладкости.



О ценки ф ун кц и он алов  
в систем ах с зап азды ван и ем

1 .  О ц е н и в а н и е  п р и  н е о п р е д е л е н н о с т и

В Н А Ч А Л Ь Н Ы Х  Д А Н Н Ы Х

1.1. П остановка задачи

Пусть закон движения объекта и доступная информация о движении мо­
делируются функционально-дифференциальными уравнениями

ж(Ж) =  / (г,ж(£),ж*,и(г),д(£)), у(£) =  дф,ж(£),ж*, V(£)), £ ^  0, 

ж* =  жф-): [—Л,, 0] ^  Мп, ж*(0) =  ж(£ +  0), £ ^  0, 0 е  [—0., 0].

Здесь ж(£) е  Мф у(£) е  Мт , и(£) — управление, ц(£) — возмущения дви­
жения, V(£) — ошибки измерений, компоненты / ,  д — линейные ограни­
ченные функционалы. Основы теории функционально-дифференциальных 
уравнений изложены в (2,41,45,62,81,86]. Там же приведены прикладные 
задачи, приводящие к уравнениям с последействием.

Рассмотрим следующую постановку задачи (113,114,156]: построить ал­
горитм, позволяющий по любым реализуемым измерениям у(■) определять 
отрезок возможных значений заданного функционала Т =  Т(ж(в), ж8, д(-)). 
В качестве Т могут выступать компоненты вектора ж(в), проекции (коэф­
фициенты Фурье) вектор-функций ж8, ц(-). При этом начальные данные 
ж(0), жо(•), помехи ц(-), V(■) неизвестны, но ограничены априори заданным 
эллипсоидом. Фазовым состоянием удобно считать пару (ж(£),ж*), посколь­
ку «хвост» ж* будет восприниматься интегрально: ж* е  Тф[—̂ , 0].

Явное описание множества {(ж(в),ж8)} в общем случае не представля­
ется реальным. Ограничения на ж(0), жо(-), М')> V(■) позволяют в принципе 
оценить по норме (ж(в),ж8) и получить оценку возможных значений функ­
ционала Т. Однако из-за возможного эффекта «слипания» решений урав­
нений с запаздыванием начальный эллипсоид к моменту времени в может 
«потерять размерность» и такая оценка Т будет грубой. Хранение конти­
нуума у(£) практически невозможно. Поэтому предполагаем, что по мере 
измерений значения у(£) поступают на интеграторы и происходит накопле­

Глава II
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ние взвешенных интегралвнвгх сумм 1 ф г ф £. Задача принимает клас­
сическую формулировку: оценитв возможные значения заданного функци­
онала по известным значениям других. Подобные задачи характернв1 для 
численного анализа (интерполирование, квадратурные формулы).

На основе техники сопряженных уравнений ф  ф  можно представитв яв­
но как функционалы на «исходник данных» ж(0), жо(-), д (ф  V(•). Это поз­
воляет в рамках модели находитв точнвю оценки возможных значений J. 
Кроме того, такое представление разумно с точки зрения анализа чувстви- 
телвности ф  к вариациям началвных данных и помех. Геометрически 
учет реализовавшихся значений =  у ,̂ 1 ф г ф £, состоит в том, что отре­
зок значений ф вычисляется как «длина пробега» плоскости, соответству­
ющей ф  по пересечению сечений началвного эллипсоида £ плоскостями.

Общий случай, когда приходится учитыватв в совокупности неопре­
деленности началвных данных и помех, рассмотрим позже. Вначале оста­
новимся на модели, когда основное возмущение вносится неопределенно­
стью началвных данных, а помехи в уравнениях движения и ошибки изме­
рений относителвно малы и ими можно пренебречв:

г о
X(t) =  A jx(t — h j) +  I A(0)x(t +  0) +  B u(t), t ^  0, (1.1)

j =0 J-h

ж(0) =  ж0, ж(т) =  ж0(т), t g [—h, 0), Ж0 =  (ж0, ж0(-)) G M2,

y(t) =  Gx(t), rankG =  m < n, 0 =  h0 < hi < . . .  < hN =  h. (1.2)

Здесв M2 =  Rn x Ln[—h, 0], матрицы Aj, B, G размерностей соответствен­
но n x n, n x n i, m x n постоянны, элементы матрицы A(-) и компоненты 
заданной вектор-функции (управления) u(-) кусочно непрерывны на рас­
сматриваемом отрезке времени [0, t*]. Начальные данные Ж0 , состоящие из 
стартовой точки ж0 и необходимой для уравнения (1.1) предыстории Ж0 (-) 

Ж0(0) =  Ж0
Равенство в уравнении (1.1) понимаем в смысле почти всюду на от­

резке времени [0, t*] (достаточно большом по сравнению с [0, h ]). Фазовым 
пространством считаем прямое произведение

М2 =  МП =  Rn x ГП[—h, 0], =  (x(t), xt) =  (x(t), x (t +  •)) G M2.

Это связано с тем, что предыстория влияет на движение интеграль­
но. Зависимость решений от начальных данных обозначаем стандартно: 
x(t; Ж0, 0 )  ЖфЖ0, 0 )  В общем случае векторы ж(0), ж0(0) различны. Изме­
нение значений Ж0 (т) на множестве меры нуль в [—h, 0] не меняет движе­
ния x(t), t ^  0. Решение x(t) абсолютно непрерывно на отремте време­
ни [0, t*]. Более того, оно принадлежит пространству Н^ =  Н ^ [0,t*], R” ),

N
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т. е. дополнительно имеет место включение ж € ЕП[0,£*]- Поэтому удобно 
класс ж* € ЬП[—Л, 0] отождествлять с его представителем, непрерывным на 
[—£, 0] П [—Л, 0]. При этом ж*(0) =  ж(£) для £ > 0.

Фиксируем натуральное г ф 1 и рассмотрим задачу определения воз­
можных значений функционала (проекции состояния жгф

[  03 =  р0/ж(гЛ) +  у  р'(т)ж(гЛ +  т ) Зт =  (р, Жгй)Мз, (1.3)

где гЛ ф £*, р =  (р0,р (•)) € М2. Для содержательности задачи введем
ограничение неопределенности начальной фазовой точки

Г о
(жо,жо)д =  ж0/^°ж° +  у  ж0(т)ф(т)жо(т) Зт ф к 2. (1.4)

Матрица ф(£) кусочно непрерывна на отрезке времени [—Л, 0], симметрична 
и положительно определена V£ € [—Л, 0]. Аналогично считаем ^ 0' =  ^ 0, 
^ 0 > 0, причем не обязательно имеет место равенство ^ 0 =  ф (—0).

Предполагаем, что по мере поступления информации у(£) на отрезке 
времени [0, (г — 1)Л] вычисляются интегральные функционалы

г—1 г—1 / ,.0
к0 Ч/

/=1 /= '

Г—1 „ 1 /  у0 N
3  =  ^ ( ку , &Л> =  ^  к0/  У(-?Л) +  /  к/ (т) У(-?Л +  т) Йт 

/=1 /=1 '  ^ У
г—1 ГР

=  £  к0:/' У (;Л)+ /  К '(т ) у(т) Зт, р =  (г — 1)Л, 1 ф г ф ф (1.5)
0

,  =  +  0 ) , к /  =  ^ , к, (•)) € м 2т  =  Мт  х Д ф

Кгф’Л +  т ) =  к , ( т ), т € [—Л, 0], 1 ф j  ф г — 1, 1 ф г ф Ф

Уточним теперь постановку задачи. Необходим алгоритм определения 
по значениям функционалов 3ц 1 ф г ф ф отрезка возможных значений 
3 с учетом априорных ограничений на неизвестные начальные данные ж0 . 
Речь идет об операции для любых возможных у(-) в рамках модели. Ес­
ли р(-) =  0 (нули линейных пространств обозначаем одним символом), то, 
варьируя р0 € М” , получаем компоненты (проекции) положения ж(в) в мо­
мент времени в =  гЛ. При р0 =  0 — проекции жг^ в Д2 (интересующие 
нас коэффициенты Фурье). Некоторые векторные весовые коэффициенты 
к0, и функции к / (■) могут быть нулевыми, если, например, измерения на 
соответствующем промежутке времени не проводятся или недостаточно на­
дежны. В частности, могут использоваться только дискретные измерения 
уф’Л), и тогда в се к ,  (■) =  0. Элемент ы ф , € М ф определяются конкрет­
ными характеристиками интегрирующих устройств.
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1.2. Н еобходим ы е представления ф ункционалов

Значения функционалов ф  ф  определяются неизвестными началвнБши 
данными Хо- Поэтому для оценивания ф по значениям ф  целесообразно 
получитв представления ф =  ф(Хо), ф  =  ф(Хо). Это позволит не толвко 
оценитв чувствителвноств функционалов к вариациям Хо, но и получитв 
точные оценки возможных значений функционала ф (если исходные огра­
ничения задачи считатв точнвгми). В основу преобразований положим сле­
дующие соображения. Если задан функционал ф =  (р, Хгф м 2 =  (Р, РХо)м2 , 
то нужно оператор Р  «перебросить к аргументу р», определив сопряжен­
ный оператор Р *. В общем случае представления ф(Хгф  невозможны из-за 
неинтегрируемости уравнения (1.1) по убыванию времени.

Определим для линейной однородной динамической системы с после­
действием (1.1) (м(-) =  0) оператор сдвига и сопряженный к нему:

Скалярное произведение (■, -)д определено в ограничении (1.4).
Найдем удобное представление оператор а Т  *. Фиксируем произволв- 

ную вектор-функцию V (■) € Н” =  Н [—Л,, 0], М” ). Включение означает, 
что компоненты V(■) абсолютно непрерывны, а их производные (существу­
ют почти всюду в классическом смысле) суммируемы с квадратом. Тогда 
справедливы следующие преобразования, целвю которых является «пере­
броска» интегралов в скалярном произведении (а, ТX) от аргумента I  к а 
интегрированием по частям:

Т : М 2 ^  М 2 , ТХо =  ХфХо, 0),

Т *: М 2 ^  М 2 , (а ,Т а )д =  (Т*а,1)д Vа, I  € М 2 .

о
(а, Т а)^ =  ао/0 *х(Л,; I, 0) +  / Ф (т )^ (т )х ф  +  т ; а, 0) ^т+

+

V/(-Л,)х(0)
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^ =о J  н V (а — к +  к' )А' ж(а) ка —

/*о Г гП+т \
— У  V ' ( т ) | У  А (а  — к  — т )ж (а )  ка |  к т  =

=  а о/ ^ ож (к) +  V  ' (0 )ж (к )  — ^ ( —к)ж (0)  +

Д
+  / ( а ' ( а  — к ) ^ ( а  — к)  — У '( а  — к ) )ж (а )  к а — 

ко
  N /* о
^ = о У л ̂ ' (а — к  +  к ' ) А ' ж(а) к а —

N Г а —нз .
£ , = о У V  (а — к + к )  А ж ( а )  к а —

— J  V ' ( т ) { /  А (а  — к  — т )ж (а )  ка  |  к т —

/о г г а+т  ^
V ' ( т ) \ У  А (а  — к  — т )ж (а )  ка |  кт.

Доопределим элементы А(-) и V(■) нулем вне отрезка [—к, 0] и выберем V (■) 
на [—к, 0] так, чтобв1 в последнем равенстве не встречались значения ж(£) 
при £ е  (0, к]. Это требование приводит к уравнению

  ту ГО
У(£) =  —  ̂ А1-V(£ +  к ') — / А'(£ — т )V (т) кт +  ф(£)а(£), (1.6)

^=о к—а

£ е  [—к, 0], V (0) =  —̂ оао, V (т) =  0, А (т) =  0, т Е [—к, 0],

[—к, 0]
В силу ввгбора V (■) решением уравнения (1.6) получаем:

N />о ,
(а ,Т с )^  =  — V (—к)ж(0) — ^ .  0 у  V (а — к +  к')А 'ж(а) ка—

— V '(т) { /  А(а — к — т)ж(а) ка |  кт =  (с, с)^ 

с(£) =  —̂ —1 ( £ ) | 0 А',- V (£ — к +  к ) + J  А'(£ — к — т )V (т) к т |
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V (т) =  0  А (т) =  0  т € [—Л,, 0]. Отсюда по определению 

Т  * а =  с , с =  (с0,с(-)), с0 =  —д 0—V  (-Л ). (1.7)

Итак, значение сопряженного оператора Т * на элементе а € М 2 опре­
деляется по решению V (■) системы (1.6), которую назовем сопряженной 
к системе (1.1). Искомое представление 3 =  3 (Х°) в однородном случае 
(при и(-) =  0) компактно записвгоается в виде

Преобразования в неоднородном случае более громоздки. Если нет 
необходимости, то можно считатв в далвнейшем задачу однородной и сразу 
обратитвся к комментариям после представления (1.9).

Преобразуем теперв с помощью оператора Т * функционал 3 на реше­
ниях возмущенного уравнения движения (1.1) (м(-) =  0):

Появление вектор-функций V? ПРИ и(-) =  0 становится понятным, если 
не пропустить выше преобразование скалярного произведения (а, Тс )д . 
Вектор-функция V- определяется как решение сопряженного к (1.1) урав­
нения (1.6) с начальными данными V (0) =  — р° и неоднородностью р, 0) 
(вместо ф 0 )а 0 )) . Последующие Ег- 1 (■ ),..., VI(■) задаются рекуррентно 
(а =  Т*г-гд -1р ) соотношениями

3 =  <Р ,Жгл)М2 =  ( д  1р ,£гл)д =  (Т*<5 1р ,Х (г—1)Н>д —

—Н  ̂—Н

■0 /*0
00т)В и(гЛ  +  т ) Зт — / V-—1 (т)£м ((г — 1)Л +  т) Зт

( 1 .8 )

£ € [—Л, 0], Е00) =  ^ + 0 —Л), 0 ( т ) =  0, А (т) =  0, т € [—Л, 0].
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Определим непрерывную на отрезке времени [0, гЛ] вектор-функцию Ь(£) 
«склеиванием» У: Ь(гЛ +  т ) =  У (т ), т € [—Л, 0], 1 ф г ф г. Тогда

^  /* гЬ
3 =  (Т*г<5 —1рэ, ж ^^  ^  у  Ь '(т)Би(т) Зт =

=  (Т*г ̂ —1р,ж0>д — ( Б 'М ) ^ . (1.9)

3
явно представлен через входные данные ж^ и(-). Кроме того, вычисленные 
Т*г<5—1рэ, Ь(-) позволяют судитв о чувствителвности значений функциона­
ла 3 (проекции жгф  к вариациям начальных данных ж0 и управления и(-). 
Если, например, структура управления (матрицы Б) и вектор-функция Ь(-) 
таковы, что значения Б'Ь(£) пренебрежимо малы, то данную проекцию 3 
естественно назвать инвариантной к управлению и(-). Варьируя элемент 
р € М 2 (Ь =  Ь(р)) и добиваясь Б'Ь(£) ~  0, приходим к описанию множества 
таких функционалов. Аналогично интерпретируется Т*г<5—1рэ ~  0. 

Преобразуем аналогичным образом функционалы 3» из (1.5):

3* =  ^ 3 /  = 1<кЗ , У/^> =  ( ^  кг,', жД> =  <Ф ^  , жД><д,

, г0
(Л*,-, у д )  =  ( Т < Э = , ж ^д — ^ в= ^  ^ ( т ) Б и ( в Л  +  т ) Зт.

Здесь по определению Р к  =  (Р к0,Р к(-)). Если ограничиться однород­
ной задачей (и =  0), можно перейти к формуле (1.10). Иначе появляются 
вектор-функции уже с тремя индексами: У , , (■) определяется сопряжен­
ной системой (1.6) с начальными данными У (0) =  —С к /  и неоднородно­
стью С 'к / (•). Последующие вектор-функции У ,/ —1(-),. . . ,  У д(-) задаются 
рекуррентно по уравнениям (1.8) (по третьему индексу), т. е. в (1.6) после­
довательно полагаем к =  Т*, —5(5—1С /к , ,  в =  j  — 1 , . . . ,  1.

Обозначим Ь , (£) =  Уд(£ — вЛ), £ € [(в — 1)Л, вЛ], 1 ф в ф j ,

Ег— 1 % -уг—1   • •—• .л.
,=1 Ь , (£), З* =  Е , =1 Т 4 < Г ^ к * , ,

где доопределяем Ь , (£) =  0  £ € ф’Л, гЛ], Ь*(т) =  0  т € ((г — 1)Л, гЛ].
В итоге получаем искомые представления

г гЬ
3* =  (</г,ж^д ^  Ь' (т)Би(т) Зт =  (Зг,ж^д — (Б 'Ь * ,« )^ . (1.10)
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Выбором весовых элементов Ау? можно влиять та чувствительность фг 
(функционалов обработки результатов измерений у(-)) к вариациям управ­
ления п(-) и начальных данных жо- Следует подчеркнуть, что практически 
все расчеты однотипны и характеризуются периодическим обращением к 
одной и той же подпрограмме численного интегрирования системы (1.6) 
с фиксированным набором начальных данных и неоднородностей.

1 .3 . И н т е р в а л ь н ы е  о ц е н к и  ф у н к ц и о н а л а

Итак, функционалы задачи ф, фг имеют явное представление

ф =  (с,жо )д  — ф, фг =  (ф,жо )д  — фг, ф =  (В 'Ь ,«) ,

Г 1
фг =  (В ' ф щ ) ̂ , с =  Т  *г (?—1р5, с  =  £  ̂.=1 Т  '  (?—1С 'аг' .

Элементы С, Сг е  М 2 =  Мп х ГП[—к, 0] находятся по определению сопря­
женного оператора Т *. Некоторые технические трудности связаны с под­
счетом Ь, ф. Ниже формально достаточно знать, что ф, фг константы.

Нас интересует алгоритм, позволяющий по любому допустимому (с уче­
том априорного ограничения (1.4)) набору реализаций фг =  уг указать ин­
тервальную оценку возможных значений функционала ф:

|ф — ^ 1  (71 ,... ,7е)1 Ф ^ 2 (7 1 , . . .  ,7е).

Поскольку по постановке задачи вектор-функция и(-) известна, то вместо
ф фг

I  =  ф +  Ф =  (С, жо)д, /  =  фг +  фг =  <Сг, жо)д , (жо, жо)д Ф К2.

Задача приобретает формулировку на языке функционального анализа: 
оценить функционал I  по известным значениям /г. В контексте классиче­
ских задач вычислительной математики проблема и подход к ее решению 
изложены в (28]. Воспользуемся соответствующей техникой. Начнем с пред­
варительных геометрических рассуждений.

Представим себе трехмерный аналог бесконечномерного эллипсоида до­
пустимых жо- Информация /  =  од сужает неопределенность в жо до пе-

£
плоскости /  =  сош! и дает искомое множество возможных значений / .  Во 
вспомогательных выкладках будем опускать индекс Q в скалярных произ­
ведениях и знак «крышка»: /  =  (с,жо), /г =  фг,жо) , . . .  Элементы с  е  М 2 
считаем линейно независимыми, иначе часть функционалов (1.5) дополни-

ж
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9 зависит от ^  , то по значениям 3̂  однозначно определяется 3 V ж0 € М 2 . 
Это вырожденные случаи, поэтому считаем 9 , 91 , . . . ,  9* независимыми. 

Введем в М 2 =  Мп х £ Д —Л, 0] новое скалярное произведение

(2 , ж) (2 ,91) . . (2 ,9*)

[2 , ж] =
(91, ж) (91,91) . . (91,9*)

(9*, ж) (9*,91) . . (9*, 9*)

Без неболвшой корректировки это не совсем скалярное произведение, по- 
сколвку [г, г] =  0 ^  г € £ 0 =  £{ 91 , . . . , ? ^ ^  не 2 =  0. Можно 
перейти к фактор-пространству, в котором линейная оболочка £ 0  будет 
нулем. Но далее нам потребуется лишь неравенство Коши-Буняковского 
[2 , ж]2 ф [2 , 2 ] ■ [ж, ж]: [2 +  Аж, 2 +  Аж] =  А2 [ж, ж] +  2 А[2 , ж] +  [2 , 2] ф 0 V А € М, 
откуда дискриминант [2 , ж]2 — [2 , 2 ]-[ж, ж] неположителен.

Остановимся несколвко подробнее на смысле операции [■, ■]. Величина
[2 , 2 ] — это определители матрицы Грама Г{2 , 91 , . . . ,  9*}. По определению 
элемент Г ?{З 1, . . . ,  ЗД равен (Зд 3?). Как известно, линейная зависимость 
векторов ф эквивалентна уеловию det Г { ф , . . . ,  ЗД =  0. Матрица Грама 
симметрична и неотрицателвно определена в силу неравенства

с/Гс =  (с131 +  . . .  +  с5ф , с131 +  . . .  +  щЗДф 0 Vc € МФ

Более того, она положителвно определена, если элементы 3̂  линейно неза-
[2 , 2]

ния, кроме [2 , 2 ] = 0  ^  2 =  0. Последнее для нас несущественно и, как уже 
отмечалось, преодолимо в рамках «фактор-терминологии».

Запишем определитель, используя ортогональное разложение:

2 =  20 +  2 х , 20 € £ 0, 2 х € £ - ,  (20, 2 х ) =  (? , 2 х ) = 0  ^

^  [2 , 2 ] =  (2 х , 2 х ) det Г0 , Г0 =  Г{?1, . . .  ,9 *}.

Для проверки следует, используя представление строки

((2 , 2 ), . . . , (2 , 9*)) =  ((20, 20) +  (2 х , 2 х ), . . .  , (20, 9*))

суммой ((20, 20) , . . . ,  (2 0, 9*)) +  ((2 х , 2 х ) , . . . ,  0 ) , разложить определитель 
на сумму двух, один из которых det Г{20, 91 , . . . ,  9*} =  0. Получаем геомет­
рическую интерпретацию: [2 , 2 ] ^ е ^ 0 =  (2 х , 2 х ) — это квадрат расстоя­
ния от элемента 2 до линейной оболочки £ 0  =  £ { 91 , . . . ,  9*}. Подразумева­
ется метрика, порожденная скалярным произведением (■, ■) =  (■, -Д.
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Вернемся к исходной задаче. Пусть в результате измерений у(£) и под-
фг

/ г =  а г, 1 Ф % Ф I- Воспользуемся для первой строки разложением вида

(<г,ж), (ДС1) , . . . ,  <г,с^)) =  ((г,ж), 0 , . . . ,  0) +  (0, (ДС1) , . . . ,  <г,с^)).

Тогда после соответствующих преобразований определителей из неравен­
ства [С,жо]2 Ф [С, С] ■ [жо, жо] получаем оценку

| /  — /* | Ф *1 -Т2о, (1.11)

где приняты обозначения

/* =  —7—1й е ^ ^  , *12 =  7 - 1detГ , 7о =  ёе!Го, Го =  Г{С ь. . . ,  ф},

Г =  Г{С, С1,. . . ,  ф}, Т^2 =  <жо, жо) +  Я« , Я« =  7—1 det )  ,
\ а  г о/

а  =  ( а ь . . . , а ф ',  а  =  ((а, С1) , . . . ,  <£,&))', <•, •) =  <•, % .

Геометрический смысл множителя *1  — это расстояние (в метрике, порож­
денной <■, -)д) от С до линейной обол очки То =  Т { ф , . . . ,  ф}, * 2  — рассто­
яние от реализовавшегося жо до То- Поскольку эле мент жо неизвестен, то 
вместо (1.11) приходим к вычисляемой по {а^} оценке

| /  — /*| Ф *1 ■ *2, *2 =  К2 +  Я« . (1.12)

Вычисление определителей для каждой реализации а  ̂ нерационально, 
перейдем к более удобной интерпретации оценки. Обозначим

А« =  {жо е  М 2 | <жо,жо)д Ф К 2, < Сг,жо)д =  а г, 1 Ф % Ф I}.

Рассмотрим для фиксированного элемента жо е  Аа ортогональное разло­
жение (в технических выкладках опускаем «крышки» и индекс Q):

жо =  ж* +  V, ж* е  То, V е  Т^, <ж*, в) =  0.

Из <Сг,жо) =  <Сг,ж*) и <жо,жо) =  <ж*,ж*) +  <в,в) следует ж* е А« . Раз­
ность двух элементов Аа принадлежит Тдт. Поэтому, фиксируя ж*, полу­
чаем представление жо =  ж* +  V V жо е  Аа . Здесь вариация V е  Тдт стеснена 
условием жо е  Аа . Коэффициенты разложения ж* =  с1С1 +  . . .  +  с^Сг в си­
лу <Сг,ж*) =  а г определяются из системы линейных уравнений Гос =  а . 

ж*
но выбранного жо е  Аа . Это легко доказывается и от противного. Ес­

/ *
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на ф,ж*) — (q, ж*) и представить определитель суммой двух определите­
лей, то с учетом ж* £ L0 получим /* =  (q, ж*). Аналогичным образом 
(0 =  (ж*,ж*) — (ж*,ж*) (qi,x*) =  а*) вычисляем F °2 =  (жо,Жо) — (ж*,ж*).

Итак, если по реализовавшимся £ значениям /  =  из линейной си­
стемы ГоС =  а  найти вектор коэффициентов с и определить элемент
ж* =  ciqi +  . . .  +  с^ф, то оценка принимает компактную форму:

| /  — /*| ф F i■ F 0 ф F i-F 2 , /  =  (q,жо), /* =  ф,ж*), (1.13)

F202 =  (жо, жо) — (ж*, ж*) ф К2 — (ж*, ж*) =  F22.

Оценка точная. В пределах множества из точки ж* можем двигаться по 
направлению v £ до границы эллипсоида. Возьмем

жо =  ж* +  Aqx (q =  q0 +  qx , q0 £ Lo, qX £ Ljr)

с числовым параметром A из условия (жо, жо) =  К 2. Подсчитаем величины, 
входящие в интервальную оценку (1.13):

I /  — /*1 =  I(q, ж* +  Aqx ) — (q, ж*)| =  |A|(q± ,q± ),

Fi2 =  у - 1 d e t r  =  p2{q, L0 } =  (qX,qX), Y0 =  d e t r 0 ,

F °2 =  F22 =  (ж* +  Aqx , ж* +  Aqx ) — (ж*, ж*) =  A2(qx , qx ).

Все неравенства становятся равенствами. Таким образом, получаем именно
/

ализации /  =  а^, 1 ф i ф L  Элемент ж*, который определяет центр отрезка 
/* =  (q, ж*), естественно принять за оценку начального состояния жо =  жо-

Если по элементам qi построить биортогональную систему элементов 
в форме dj =  в д  qi +  . . .  +  в д  q̂  ((Ф, qj) =  d j) ,  то получаем выражения

( qi, ж*) =  ад  ж* £ L{qj} =  L{dj} ^  ж* =  ^   ̂a jd j ,

F2 =  К — ^ ^ i j _ i  а *а :?Cij, Cij =  (di, dj ) , (1-14)

/ * =  2 ^ j= i a j& , & =  (q, dj ) v а .

F i
p{q, L0 } q qj
му Ферма для решения задачи минимизации положительно определенной
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квадратичной формы по коэффициентам дд

2
n q -  > '. _ Yi diYi

о ^

Fj2 =  min q - E - = i  Yidi Q ^ E - = i  Y*(di ,d i ) =  (q,d i ) 

q -  X ) i=i Y*di =  q , (di, qj) =  F  ^  Yi* =  (q, qi) 

F 2 =  p2{q, Lo} =  (q± ,q± ) =  <q,q) -  V  i <q, q*)<q, di)i=

Подводя итог, сформулируем поэтапно предварительные конструкции 
алгоритма оценивания (по контексту упрощая обозначения):

1) вычислим, интегрируя неоднородную систему (1.6) с различными а, 
элементы q, qi £ M2 , вектор-функции b(t), bi(t) в представлениях 
функционалов J (жо), Ji(xo) в форме (1-9), (1.10) и интегралв1 ф, ^ i 
(если задача однородная, то b =  bi =  ф =  ф  =  0);

2) определим биортогоналвную к {qi} систему {dj};

3) вычислим {  =  <q,di)  {д =  <di ,d j) и значение Fj2.

После указаннвк предварителвнвгх ввгчислений необходимо «запомнить» 
лишь элементы dj и числа ф, фц F-, {j, {д .

Работа алгоритма оценивания J  сводится к следующему. По реализо­
вавшимся значениям функционалов Ji (в соответствии с (1.5)) вычисляем 
a i =  Ji +  ф̂  ^ ^^^^^^^етную форму F |  согласно (1.14). Точная оценка

J

1 J  — J *1 Ф F i 'F 2, J * =  a  1 { i +  . . .  +  ay{y — ф .

При этом не исключается полная определенность J  =  J* при F^ =  0. 
Оптимальный элемент оценивания, если в этом есть необходимость, опре­
деляется линейной комбинацией ж* =  a-d- +  . . .  +  aydy.

1.4. О птимизация оценивания

F1
ционалов (пусть J-) целесообразно выбрать из условия ||q — q 1 ||q ^  min. 
А остальные J 2 , . . . ,  Jy — так, чтобы наиболее вероятные реализации жо бы­
ли близки к Lo. Если же вести речь только о гарантированном оценивании

11 — I* | Ф F 1 к , max F2 =  max F2 =  к,
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то задача ||q — q^Q  ^  min остается, а выбор функционалов J 2, . . . ,  J  не 
влияет на величину Fi и не является существенным. Поэтому важно ис- 
следоватв оптимизационную задачу

Il T*rQ-1p — S K ||Q ^  m in . (1.15)

Оптималвному выбору подлежит набор весоввгх коэффициентов

K  =  (jfei,. . . ,  jfer - i )  G M2m r-i =  (Rm x Lm[—h, 0])r - i .

Оператор S : M ^ -1 ^  M2 =  Rn x L^)—h, 0] определяется формулой

r i
s k  =  t  *j <з-1 с% - .

( )
уравнения S K  =  q (q =  T*rQ-1p) в пространстве М ^ -1 - При этом в 
пространстве М2 используем норму, порожденную (•, -)q.

Стандартно доказывается (применяя лемму Гронуолла), что линейные 
операторы T, T *: М 2 ^  М 2 вполне непрерывны. Поэтому множество 
SM 2m r-i не замкнуто. Исключение составляет случай конечномерности 

S
вателвно, разрешимость уравнения S K  =  q не гарантируется. Более того, 
и задача (1.15) может не иметь решения. Это типичные трудности, свя­
занные с решением некорректных задач (уравнение первого рода с вполне

S
Обозначим B =  Q -1 G' =  (Q0 -1 G ', Q -1 (-)G') и заметим, что

r i (
S K  =  X )  T  *j Q-1 G'fcj =  T  * (Bfci +  . . .  +

+  T  * (BÂy-3 +  T  * ( B i - 2  +  T  * (Bfcr-i +  0 ) ) ) . . . ) .

Рассмотрим дискретную динамическую систему в М 2:

X i = 0 , Xi+i =  T*Xi +  T *B ф , ûi G M2m. (1.16)

Зададим управления û 1 =  fcr-1 , . . . ,  ûr-1 =  /д. Тогда X r =  S K  и зада­
ча приобретает формулировку в терминах теории управления: выбором 
управлений ûi перевести фазовую точку из нуля в q за r  шагов. В контек­
сте теории управления вполне понятна причина невозможности в общем 
случае решить задачу Xr =  q : каждая система управления имеет свое 
множество достижимости и в бесконечномерном случае рассчитывать на 
полную управляемость не приходится.
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Заметим теперь, что для системы (1.16) достаточно исследовать управ­
ляемость за r  шагов в линейном многообразии

T*rM2 =  {q =  T*rQ - i ;p1p G M2 }.

Исключая вырожденный случай конечномерности оператора T *, множе­
ство T*r M 2 не является подпространством М 2 . С ростом r  не только рас­
ширяются возможности управления в смысле расширения множества до­
стижимости Dr+i(0) =  {Xr+i} 5  Dr (0) =  {Xr }, но и целевое множество 
T*rМ2 «движется навстречу»: T*r+1M 2 С T*rМ2. Так что задача S K  =  q,

r
r

ких условиях на A y  A(-), Q, G возможно щ и  некотором r  поглощение 
расширяющимся множеством достижимости Dr (0) сужающегося целевого 
множества T*rМ 2? Если Dr (0) 5  T*rМ 2 , то в полученных оценках мож­
но добиться F i =  0 и тогда значения J  =  (p, £rh)M2 определяются точно 
Vp G М 2 . Но это означает возможность по измерениям (1.2) однозначно 
восстановить Xrh и, следовательно, движение системы (1.1) для t ^  rh. Та­
кое свойство называется полной наблюдаемостью. Сверхусилия для реше­
ния бесконечномерной задачи поглощения Dr (0) 5  T*rМ 2 вряд ли оправ­
даны. Поэтому вернемся к задаче оценивания J  =  (p ,£ rh)M2- Для модели 
линейного приближения разумно ограничиться оценкой конечного числа 
таких функционалов (коэффициентов Фурье).

Пусть r, p фиксированы. Не будем рассчитывать на точное решение 
двухточечной задачи управления X i =  0, X r =  q : тогда можно добиться 
Fi =  0 и однозначного восстановления значений J  =  I* — ф при беско­
нечномерной неопределенности (1.4) начальных данных жо- Обратимся к 
экстремальной задаче ||Xr — q||Q ^  min. Но и эта задача, вообще говоря,

{ }
оболочка £ { T ^ ^ В М ™ ,. . . ,  T ^ М ™ } . Эта «сумма поворачивающихся под
действием T * плоскостей» в бесконечномерном случае незамкнута. Проек­
ции q на L (в М 2 со скалярным произведением (•, -)Q), которая и определя­
ла бы оптимальный элемент Кб, может не существовать. Поэтому перейдем 
к построению субоптимального набора К  весовых элементов ky. Приставка 
«суб» требует расшифровки, и ниже будет уточнен ее смысл.

Воспользуемся методом динамического программирования.
Пусть перед последним шагом управления система (1.16) оказалась в состо­
янии X"0_ i , которое будем считать неизвестным параметром. Как выбрать 
оптимальное управление ur_i? Оно должно решать задачу

||Xr — q||Q ^  min, X r =  T*Xr0_ i +  T *B щ - ь
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Откажемся от решения (квазирешения) некорректной задачи

T *B Ur-i =  q -  T  * X0-1 (B =  Q H g ')

с параметром X)^_1. Обратимся к «близкой» задаче:

l|Xr -  q ||Q < Il T*|| ■ ||X0-1 +  B û r- i -  T*r-1 (Q-1p ||Q ^  min . (1.17)

Вместо целевой функции минимизируем ее верхнюю оценку. Новая задача 
имеет единственное решение

ûr°_1 (X0-1 ) =  7V(T*r-1 (Q-1p -  X0-1 ), N  =  (g Q H g ' ) -1 G. (1.18)

Формула (1.18) получается следующими стандартными техническими вы­
кладками. Напомним решение конечномерной оптимизационной задачи: 
f  (x) =  I Ax -  b||Rn ^  min, x G Rm, A =  Anxm, rank A  =  m Ф n. Пре­
образуем f  2(x): (Ax -  b, Ax -  b)Rn =  (A 'Ax,x) -  2(Ax,b) +  (b, b). Матрица 
A;A как матрица Грама линейно независимых столбцов A симметрична и 
положителвно определена. Имеем положителвно определенную квадратич- 

x
2A'Ax° -  2A'b =  0  x° = ( A /A)-1 A'b.

Напомним, что символические (для компактности) записи с «шапками» 
расшифровв1ваются по контексту: V а =  (а°, a(-)) G M 2 =  М2П

(G(Q-1 G/)-1 G â  =  (GQ° _ 1G/,G Q _1(-)G/)-1 G â  =

=  ((G Q °_1G/) _ 1Ga°, (GQ_1(-)G/)_ 1Ga(-)) G M2m.

Подчеркнем, что элемент u Г_ 1 пока найден как функция 
от неизвестного началвного состояния (1.16) на последнем шаге.

После подстановки (1.18) в (1.17) получаем оптималвное значение:

II T *|| ■ ||Xr°_1 +  B  иГ— 1 (х°_  1 ) -  T*r-1 ^ -1p ||Q =

=  Il T*|| ■ ||M x °_ 1 -  MT*r-1 (Q_1p ||Q, (1.19)

M  =  E  -  B N , E  =  (En , En) (E  â =  â G M2) .

Прямой проверкой убеждаемся, что M 2 =  M , (BNb)2 =  HIV,

(M a, a)g =  (a, M a)^, (BNba, a)^ =  (â, B N a)^.

Следователвно, M, B N  : M 2 ^  M 2 являются в терминах скалярного про­
изведения (■, -)q операторами ортогоналвного проектирования (ортопроек­
торами). Резулвтат действия BNb на элемент â G M2 — это ортогоналвная
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проекция а на BM2m, a М  ортогонально проектирует на (ВМ2?г)^  С М 2 . 
Нормы М, B N  как операторов равны единице. Действителвно, длина про­
екции не превосходит длинв1 проектируемого элемента, а на подпростран­
стве проектирования оператор действует как единичный. Оценим сверху 
правую части равенства (1.19):

|| т*ц ■ ||x 0-1 -  т *r-1 Q -1p ||Q =

=  | т *|| ■ | |т *x 0-2 +  т * в ur0-2 -  т *r-1 Q-1P ||Q <

Ф || т * ||2 ■ ||x0-2 +  В Ur0-2 -  т *r-2 Q -1p ||Q. 

Аналогично (1.17), (1.18) оптимизируем последнюю оценку:

Ur0-2(Xr0-2) =  ЗУ(т*r-2 Q -1p -  X0-2).

Продолжая этот процесс, получаем wP(X0) =  TV( т ” Q-1 p -  X0).

Начинаем теперв двигатвся в обратном направлении. Началвное состо­
яние X 0 извести о (X 0 =  0). Поэтому й 0 =  N  т  *Q-1p и в силу динами­
ки (1.16) X 0 =  т *BNт *Q-1p . Подставляя в й0 (X0) значение X 0, имеем 
представление й0 =  X т * М т *Q-1p и т.д. Окончателвно получаем

x 0  =  0 , x °  =  т * j-1 a -  (т*М )j-1 a, а =  т *<Q- I :p, 2 ф j  ф r,

U0 =  а0-1 =  NTs, Uj =  a0- j  =  Х ( т *M )j-1 s, 2 ф j  ф r  -  1.

Таким образом, стратегия оптимизации на каждом шаге оценок позво­
ляет получитв решение в явном виде. Операцию т * а на базе (численного) 
интегрирования сопряженной системы (1.6) с неоднородноствю, определя- 

аа
является приближенной (субоптималвной). Критерий оптимальности при 
этом равен

Д<| = ik  -  M l «  =  ||(т *M )r" ‘s

Если Д 0 =  0  то значения J  =  (p, £rh)M при использовании J i , fcj =  а0,
определяются точно (Fi =  0, J  =  I* -  ф, I  =  1).

Замечание 1. Пусть уравнения движения заданы в терминах интеграла 
Стилтьеса по непрерывной слева на ( - h, 0) матричной функции Ф(0). Эле­
менты Ф(-) имеют ограниченную вариацию на отрезке [ - h, 0]. Тогда линей­
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ная сопряженная система (1.6) примет вид 

Г°
У ( * ) = /  [^Ф'(0)] V(£ -  0) +  д(*)а(*), £ е  [-Н, 0], 

./-й 

V(0) =  -д ° а ° ,  V(в) =  0, в е  [-Н ,0], 

Ф(0) =  Ф(—Н), 0 ф — Н, Ф(0) =  0  0 ^  0. Для уравнения (1.1):

Г °
ф(0) =  -  Х ^ =° Х (-~  ,-л,-]Л' -  у  А(т) А(в) =  ^  в е  [ -Н  0],

где х  — характеристическая функция множества.

2 .  О ц е н и в а н и е  с  у ч е т о м  в о з м у щ е н и й

Перейдем к исследованию более общей ситуации, когда, помимо неоп­
ределенности в началвнБ1х данных, существенное влияние оказвгоают воз­
мущения в уравнениях движения и ошибки измерений.

2.1 . У точнение м одели и постановка задачи

Перейдем к постановке задачи оценивания для модели с учетом помех:

ж(0) =  ж°, ж(т) =  ж°(т), т е  [—Н, 0), Х° =  (ж°, ж°(-)) е  М2,

у(£) =  Сж(£) +  М (£), £ ^  0, С  =  С т х п , гапк С =  т  < п, (2.2)

0 =  Н° < . . .  <  Н^ =  Н. Посколвку предвгстория влияет на движение ж(£) 
интегралвно, то в качестве фазового пространства примем М2:

ж* =  (ж(£), ж*) =  (ж(£), ж(£ +  •)) е  М2 =  МП =  М” х ЬП[—Н, 0].

Можно считатв значение ж°(0) заданным (необязатедино ж°(0) =  ж°). Эле­
менты матрицы А(£) и управление и(£) кусочно непрерывны, компоненты 
помех ц(£), V(£) суммируемы с квадратом на рассматриваемом отрезке вре­
мени [0, £*]. Равенство в (2.1) понимаем в смысле почти всюду на [0Д*]. 
В силу ж(-) е н п  [0,ц] удобно класс ж* е  Ь^[—Н, 0] отождествлятв с неко­
торым его представителем, непрерывным на [—£, 0] П [—Н, 0]. Векторы ж(£), 
ж*(0) (£ > 0) равны. Можно считатв ж°(-) и ж*(-) (£ > 0) принадлежащими
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пространству кусочно-непрерывных вектор-функций, в котором фиксиро­
вана метрика пространства В -  Матрицы Лу В, Ь размерностей со­
ответственно п  х п, п х щ , п  х П2 , т  х п, т  х Ш1 постоянны. Помехи и 
начальные данные Ж° точно не известны.

Фиксируем натуральное г ^  1 и рассмотрим задачу определения отрез­
ка возможных значений заданного функционала

гЛ ф В  р =  (р°,р(-)) е  М2, ад(-) е  Ь2([0, гЛ], К” ). Чтобы задача была 
содержательной считаем выполненными априорные ограничения как гео­
метрического, так и интегрального характера:

Матрица ^(£) кусочно непрерывна, симметрична и положительно опреде­
лена V< е  [—Л, 0]. Аналогично предполагаем ^ ° / =  ^ ° , ^ °  > 0, причем не 
обязательно ^ °  =  ^ ( —0). Кроме неравенств (2.4), (2.5) могут задаваться 
дополнительные интегральные ограничения

Из контекста будет ясно, какие из ограничений (2.4)—(2.7) используются.
Предполагаем, что по мере поступления информации у(£) на отрезке 

времени [0, (г — 1)Л] вычисляются функционалы (см. (1.5))

Уточним постановку задачи. Необходим алгоритм определения по зна­
чениям функционалов В  1 ф г ф ф отрезка возможных значений В с уче­
том ограничений на неизвестные начальные данные и помехи. Если р =  0, 
ад =  0, то, варьируя р° е  К” , получаем компоненты (проекции) положения

•о
/
30

р;(т)ж(гЛ +  т ) ^т + ад;( т ) / ( т ) ^т+
—н

(2.3)

к(£)1 =  ( ^ (^ ( )̂) 1/2 ф ^  И ^ 1 =  (^ '( )̂^ ( )̂) 1/2 ф /б (2.4)
•о

( Х ° , Х ° =  ж°В°ж° +  / Жд(т)ф(т)ж°(т ) ^т ф к 2. (2.5)

(2 .6)

V/(т В (т ) ^т ф V+2, < г /( (г  — 1)Л)1/2. (2-7)
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ж(гк). При р0 =  0  ад =  0 имеем проекции в £ 2 ) при Р0 =  0  Р =  0 —
проекции помехи ц(-). Некоторые векторные весовые коэффициентв1 и 
функции ку (Ь) могут бв1тв нулевыми, если измерения на соответствующем 
промежутке времени не проводятся или ненадежны. В частности, могут 
исполвзоватвся толвко дискретные измерения уф’к) и тогда все к у (■) =  0.

2 .2 . П р ед став л ен и я  ф у н к ц и он ал ов

Найдем явные представления 3 =  3(ж0,ц(-)), 3г =  ф(ж0,ц (-) ,^ (•)). Это 
позволит не толвко оценитв чувствителвноств функционалов к вариациям 
началвных данных и помех, но и получитв в рамках модели точные оценки 
возможных значений функционала 3.

Определим для однородной системы (2.1) (и =  0  ц =  0) оператор сдвига 
вдолЬ решений и сопряженный к нему оператор

Т ,Т * : М 2 ^  М 2 , ТХ0 =  £ф£0, 0), (а ,Т а)д =  (Т*а,г)д .

Скалярное произведение (•, -)д определено в ограничении (2.5). Представ­
ление сопряженного оператора Т * через решение сопряженной линейной 
однородной системы (1.6) определяется формулой (1.7). Алгоритм вычис­
ления элемента Т*а по существу сводится к подпрограмме численного ин­
тегрирования сопряженной системы (1.6) по убыванию времени Ь £ [—к, 0]. 

Преобразуем 3 на решениях системы (2.1) (и =  0  ц =  0):

3 = 3 0 +  (ад, ц)ц2, 30 =  (р, ж^>М2 =  (О ^ Р , £гл)д =

/•0
=  (Т*О 1рэ,Ж(г- 1) ^ ^  — / П /(т)[Ви(гк +  т) +  ^ ц (г к  +  т)]^т  =

■1—ь,

Здесв вектор-функция V) (■) определяется как решение сопряженного урав­
нения (1.6) с начальными данными V(0) =  — р0 и неоднородностью р(Ь) 
(вместо О(Ь)а(Ь)). Последующие Пг—1(-),. . . ,  У1(-) задаются рекуррентно 
(а =  Т*г—г< —ф )  соотношениями (1.8).

Определим непрерывную на [0, гк] вектор-функцию Ь(-) «склеиванием» 
V : Ь(гк +  т ) =  П0т), т £ [—к, 0], 1 ф г ф г. Тогда справедливо

^  /* гЬ /* гЬ
3  =  ^ * го -  1р5, £0)^ Ь'(т)(Ви +  ^ ц )  ^т + J  ад;(т)ц (т) ^т =

=  (Т *г<5 Х0)<д — (В ^  и )ь2 — ( ^ Ь — ад,ц)ц2 . (2-9)
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Функционал 4 явно представлен через входные величины ж°,щ Вычис- 
леннв1е элементы Т*Т<3-1р, Ь(£) позволяют судитв о чувствителвности зна­
чений функционала 4 к вариациям начальных даннвгх ж°, управления и 
и возмущения щ Пусть, например, структура возмущений (матрица О) и 
вектор-функции Ь(£),-ш(£) таковы, что значения ОФ(£) — -ш(£) пренебрежи­
мо малы. Тогда данный функционал 4 естественно назватв инвариантным 
к возмущениям щ Варьируя р е  М 2 (Ь =  Ь(р)) и полагая -ш(£) =  ОФ(£), 
приходим к описанию множества таких функционалов.

Преобразуем аналогичным образом функционалв1 4̂  в (2.8):

Ет—1 / ̂   ̂ \ X—''Г—1 / / ̂   ̂ \ V—'»г— 1 , . ф  ̂ \
.̂=1\ , 4 Р /  =  /  С , ж.Р/ +  /  Ь ,

( С  А, ,ж,-л\ =  (О Т1С'А*,- ,ж,-л\£? =  /Т  *7 О —̂ А ,  ,ж° \д -

°
— У ,  ̂ I  У ф т ) [Ви(вН +  т ) +  Ощ(зН +  т)]4т.

Здесв РА =  (РА°,РА(-)), вектор-функция Р , ,  определяется системой
(1.6) с начальными данными V(0) =  — С /А° и неоднородностью С /А ,(£).
Последующие Р ,  , —1, . . . ,  Рфл задаются рекуррентно по уравнениям (1.8) 
(по третьему индексу), т.е. в уравнении (1.6) последовательно полагаем 
а =  т* , —5<5—1С /Агд з =  j  — 1 , . . . ,  1. Обозначим далее

ЕТ— 1
Ь , (£), ь , (£) =  Пг,«(£ — вН), £ е  [(з — 1)Н, зН], 1 Ф з Ф ф

,=1
Т1

ф, (£) =  0, £ е  ОН, гН], ф =  V . Л Т*7О—̂ А у .' ■* 7 = 1^=1

В итоге аналогично (1.10) получаем искомые представления 4д

гтН/*Т̂  _ Т̂_1
4г =  (ф,ж°)0 — Ь'(т) [Ви(т) +  Од(т)] ^т +  У  (Т/Аг,,£?д)V _у° ^ ^ 7=1

=  (&,ж°>д — <В ^ ,и >ь2 — ( ° /Ь̂ > ь 2 +  (Л ,̂ф) , (2Л0)

Лг — ( Ь АгЪ . . . , Ь Агт—1) , V — (фh, . . . , ф(т—1)^) .

Конкретный вид того или иного скалярного произведения ясен из контек­
ста. Выбором весовых элементов А, можно влиять на чувствительность 
функционалов 4̂  к вариациям входных данных ж°, и, щ V.



2. Оценивание с учетом возмущений 115

2.3 . И нтервальны е оценки ф ункционала

Общая формулировка алгоритма оценивания. Вернемся теперь к рас­
смотрению исходной задачи. В гильбертовом пространстве

Н  =  М”  х Ь”2 [0, гЛ] х М2т1 г—1, г =  {Ж°,/(•),> }  е  Н,

со скалярным произведением (■, -)н =  (■, -)д +  (•, -ф2 +  (•, •) функционалы 
ф ф  в обозначениях ф =  (ВФ, и)ь , фг =  (ВФг,и)ь имеют представление

В =  (0,г)н — Ф, В =  (дгфф — фг, (2.11)

где д =  {ф ,щ — ВФ, 0}, > =  Т*г((И р  е  М ^ & =  {ф, — ВФ;, Л»} е  Н.
Поскольку и(Ь) известна на [0,гЛ], рассмотрим функционалы

I  =  В +  ф =  (д ,г )н , /  =  Ф +  фг =  Н И , 1 ф г ф ф. (2.12)

Теперь задача формулируется следующим образом: построить алгоритм
определения отрезка возможных значений функционала /  по реализовав­
шимся значениям /  =  щ,  1 ф г ф Ф Алгоритм должен быть работоспо­
собным при любой допустимой реализации измерений уф), Ь е  [0, (г — 1)Л], 
с учетом априорных ограничений на начальные данные и помехи. Счита­
ем элементы д ,д ! , .. . ,д ^  линейно-независимыми (достаточно независимо­
сти Лг и д =  0). В случае линейной зависимости дг вычисление значений 
некоторых функционалов ф  по у(-) излишне. Еели д зависит от д1, . . .  ,д^, 
то значения В вычисляются однозначно по совокупности ф  без каких-либо 
ограничений на входные данные Ж°, ц, V.

Пусть реализовались значения функционалов /  =  аг, 1 ф г ф Ф Тогда 
имеет место (см. § 2) точное неравенство

| /  — /*| ф Я1 ■ Я2, (2.13)

где приняты обозначения

ф  =  —у,—1 , Я12 =  у,—1 ё ^  Г {g , дь  . . . , д*ф

7° =  ёе!Г° =  ёе! Г{дь  . . . ,  дф, Я | =  Ф2 +  7о_1 ё е ^ а  р 0)  ,

а  =  ( а 1, . . . ,  а^ф, а =  ((д,д1 )н , . . . ,  (д,дфД)' ■ Неопределенность модели оце­
нивается по априорным ограничениям:

ф ,ф д =  (Х°, Х°)д +  ( / ,  П 2 +  (>, >) ф ( 2 =  к 2 +  / 2гЛ +  Д2(г — 1)(Л +  1).
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При наличии интегральных ограничений (2.6), (2.7), дополняющих огра­
ничения (2.4), (2.5), Д2 =  х 2 +  д+2 +  v +2 +  n2(r — 1). Для использования 
неравенства (2.13) достаточно априорной общей оценки (z, z)H ф Д2.

Вычисление определителей для каждой реализации a j нерационально, 
поэтому поясним геометрический смысл оценки и представим схему вычис­
лений. Обозначим H  =  {z е  H  | (g., z)H = 0 ,  1 Ф i Ф ■£},

Aa =  {z е  H  | (z, z)H Ф Д2, (gi, z)H =  a ., 1 ф i ф

для любого возможного набора значений a  =  ( a i , . . . ,  a^);. Тогда элементы 
z е  Aa единственым образом представимы в виде z =  z* +  v, где v е  H i, 
а элемент z* е  Aa имеет минимальную норму, ортогонален H i и является 
чебышевским центром Aa . Множество Aa яиляется сечением эллипсоида 
неопределенности (z, z)H Ф Д2 плоскостью {z | (g.,z)H =  a ., 1 ф i ф 
При этом

I* =  (g,z*)H, F 2 =  Д2 — (z*,z*)H.

Число I* и элемент z* оптимальны в смысле

max |(g,z) — (g,z*)| =  min max |(g, z) — (g,zo)|.
Zô Aq

Поскольку z* е  H ^  то z* =  cigi +  . . .  +  c^g  ̂е  Aa , где коэффициенты
c =  ( c i , . . . ,  q ) определяются линейной системой Г {g i, . . .  , g^}c =  a. Что­
бы избежать её систематического решения, определим биортогональную 
систему zj =  e jig i +  . . .  +  (zj, gi)H =  Фу Тогда V a

z* =  2_>j= i a zj , 4* =  2_>j= i a & , & =  ^  zj )h , (2-14)

F2 =  Д — ^ ^ j j= i  a ia j Cij, Cij =  (zi, zj )h . (2.15)

Для эффективного использования оценки (2.13) осталось найти удобное 
представление величины F i. По свойству определителей Грама

d e t r { g ,g i , . . . ,g 4  =  (g ,g)H d e tro , g =  g +  gx , g е  H i, gx е  H f .

Следовательно, значение Fi имеет смысл расстояния в H  от g до линейной 
оболочки L { g i,. . .  , g^} =  L { z i,. . . ,  z^}. Вычислим F^:

2 11 %  ̂ 112 » ^
F i = m in ||g—> . 1 Yizi |L  . i 7 i(zi ,zj ) =  (g ,zj )H ̂7г ' j=i H ^ j=i

2
^  Yi =  (g , gi)H ^  F i =  (g , g)H — 2_>• i (g , gj)H (g ,z i)H. (2-16)•*—'l=i

Сформулируем предварительную конструкцию алгоритма:
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1) вычислим, интегрируя неоднородную сопряженную систему (1.6) с со­
ответствующими а, элементы ф ф е  М 2 , вектор-функции Ь(£), Ь̂ (£) 
в представлениях 4 =  4 ( г )  4г =  4г(г) и интегралы ф, фу

2) составим элементы д =  {ф, щ — О /Ь, 0 }  дг =  {фг, — О /6̂ , Аг} е  Я
и определим биортогоналвную систему г, е Я ;

3) ВЫ Ч И С Л И М  {г =  (д,2г)д , {г, =  (гдг,)н И Е 2 ПО формуле (2.16).

После указаннв1х предварительных вычислений необходимо «запомнить» 
лишь элементы г, и числа ф, фу  Е\, {,, {г, . Работа алгоритма оценивания 
функционала 4 сводится к следующему. По значениям функционалов 4г 
вычисляем а  =  4г +  фу величину из (2.15) и полагаем

4
14 — 4* | Ф Е\ ■ Е2. При этом не исключается точное определение 4 =  4*:

Замечание 1. Алгоритм в принципе не меняется, если допустимы изме­
рения у(£) и на отрезках времени [—Н, 0], [(г — 1)Н, (г +  з)Н]. На языке 
^-функций (р(£) =  р(£) +  Я(£ — £1) +  . . .  +  р°Я(£ — ф)) рассматривается

4 рг°/ж(гН)
емые р°/ж(гН +  ф), ф е  (—Н, 0). Аналогичным образом выбираем значения 
А ,(£) при использовании отличных от р(гН) дискретных измерений. Это 
приводит к интегрированию сопряженной системы с ^-функциями в пра­
вой части, т. е. к скачкам вектор-функции V (£).

У прощ ения вычислительного алгоритма. Изложим некоторые моди­
фикации алгоритма с целью сокращения объема вычислений. Но при этом, 
естественно, оценки становятся более грубыми.

Если по постановке задачи нас не интересует оптимальный элемент г* 
и оценка |4  — 4*| Ф Ефр удовлетворительна (Е \р  достаточно мало), то 
приходим к упрощениям: нет необходимости определять элементы г, е  Я  
и набор Числа {г =  (д ,2фд находятся из линейной системы

г* =  «1 щ +  . . .  +  Од21, 4* =  ац{1 +  . . .  +  од{^ — ф.

Е1 = 0  ^  д е  £{дь .. . ,д^}, Е2 =  0 ^  Аа =  {г*}.

({1, . . . , &)Г{д ъ . . . , дЛ =  ((д ,д1)н , . . . , (д , д^)Д) .

4г
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Значение множителя определяется предварительно и используется для 
любой возможной реализации значений функционалов ф, 1 ф г ф Ф

При не слишком больших Ф можно по д, дг (не определяя гу) найти из 
определения Р2 в неравенстве (2.13) явное представление

Применяя его для каждого а , получаем уточнение оценки | В — В* | ф ФфФф 
В поиске элемента г* е  Н  по-прежнему нет необходимости.

Рассмотрим теперь ситуацию, когда уровень помех существенный, но 
второстепенный по сравнению с неопределенностью задания начальных 
данных. В этом случае целесообразно проводить реализацию алгоритма не 
в расширенном фазовом пространстве Н  элементов {ж°,/(■), >}, а в исход­
ном пространстве М2 (ж° е  М 2 =  К” х Ь” [—Л, 0]). Вычисленные элементы 
> =  т * гф —1р е  М 2, Ь(Ь) и ограничения (2.4), (2.5) ((2.6), (2.7)) позволяют

/

Предполагаем величины д, Дг относительно малыми. Рассмотрим вспо­
могательную задачу оценки возможных значений функционала (ф , ж°)д в 
пространстве М 2 по значениям (>г,ж°)д, известным с точностью до од 
Ограничения на начальные данные заданы: (жо,Жо)Q ф Д2. Вместо точ­
ных значений вг =  (9г,Ж°)д необходимо использовать известные числа 
аг =  ф  +  фг =  вг +  аг и оценку погрешности |аг| ф Дг. При этом пунк­
ты 2), 3) алгоритма реализуются для «укороченных» г =  ж°, д =  >, дг =  >г, 
1 ф г ф ф в пространстве М2 , а не в Я  ву =  ау — ау,

/  =  В +  ф =  (ф , ж°)д +  (ад — Я /Ь, / ) Ь2 =  (> , Ж°)д +  а,

|а | ф д , д =  Д(гЛ)1/2||ад — ЯФ||ь2 (д =  д + ||ад — ЯФ||ь2).

Аналогичным образом (см. (2.10)):

/г =  Ф +  фг =  (>г, Ж°)д +  аг, |аг| ф Дг, 1 ф г ф Ф.

|(д,г) — (д,г*)| ф ■ (д 2 — (г*, г*))1/2,

(д ,г) =  (ф ,Х°)д , (д ,г *) =  (ф ,Ж *)д =  2 ^ у=1 в  & , 

гу : (>г,гу^  =  Фу, Су =  (ф , гу ^ , Сгу =  (гг, гу ^ ,

В =  а  — ф +  (>,ж°)д ф а  — ф +  (д, г*) +  ■ (.. .)1/2.

Вместо точно не определенных
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целесообразно использовать элемент г* =  г* € М2 и величину 7* =  7* при 
значениях а  =  а̂ - =  0 , 1 ф ] ф I.

Вычислив по реализовавшимся 7* величины ау =  Д  +  фу, получаем

7 Ф 7* +  а  +  т а х  
И  |фФ

1 /2
— V  а .76' +  ' ( ^ 2 -  V  (а * -  а *) (а ? -  О/

1=1 *,.7=1

или (еще более грубо)

г г 1/ 2

7  ф Ф +  а + ^  ^ 1 а  +  ^1  • ( ^ 2 -  ш п V  (а* -  а *)(ау -  а Д у )  .
, v И  |ф<У . '2=1 Ь2=1

Д ля определения минимума квадратичной функции на параллелепипеде 
можно применять известные численные методы (14]. Аналогично выписы­
вается и нижняя оценка Л  Можно провести дальнейшие упрощения, не 
вычисляя гу € М 2 . В ситуации, когда, например, только погрешности из­
мерений относительно малы, следует по изложенной схеме использовать 
элементы д =  {ф-ш — ЛФ}, д* =  {ф, — ЛФ*} € М 2 х Ф2.

Вероятностная постановка задачи. Рассмотрим модель движения и из­
мерений (2.1), (2.2) и функционалы (2.3), (2.8). Вместо детерминированных 
ограничений (2.4)—(2.7) будем предполагать, что х0 является случайным 
вектором, а Хо(т), ц(£), V(£) — векторными случайными процессами, для 
которых имеют смысл приводимые ниже выкладки. При этом функциона­
лы 7, 7* — случайные величины.

Пусть реализовались значения Д =  у*, 1 ф г ф £. Изложенная техника 
позволяет по выборке у* получить среднеквадратичную оценку

Е [7 — / 1(7 1 , . . . ,  уг) ]2 Ф / 2 (7 1 , . . . ,  7г), (2.17)

где Е  — символ математического ожидания. Если / 2  достаточно мало, то 
имеем возможность идентифицировать в терминах среднеквадратической 
метрики случайную величину Л  Для получения неравенств вида (2.17) 
достаточно совместной статистической информации:

г г 0 ггЬ
Е (г, г)н =  Е |ж 0 ^ Ожо +  у  х0(т)ф(т)хо(т) ^т +  у  ф (т )ц (т ) ^т+

г— 1 /* (г-1)Ь .
+  +  у ^ (т^ (т)йт/  ф ^  (2-18)
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Обратимся к оценке (2.13). Если формально считать реализовавшийся 
элемент г =  {Ж°,д(-),г/} е  известным, то она уточняется:

Поскольку элемент г по постановке задачи неизвестен, то с учетом нера- 
вентсва (г, г)н ф <Д2 вместо ^и сп о л ьзо вал ась  величина Е  =  т а х  Е 1, 
г е  Геометрический смысл Ез аналогииен Е1 — это расстояние от г 
до линейной оболочки £{дь . . . ,  дД в Н. Поскольку из (2.18) следует 
ЕЕ)°2 ф Е |  (ау =  7 у +  фу фиксированы), то из (2.19) получаем средне­
квадратичную оценку случайной величины В вида (2.17):

Вычислительный алгоритм оценивания остается практически без измене­
ний. Можно внести упрощения, как в предыдущем пункте.

Иная схема построения сопряженной задачи. Для преобразований 
функционалов Ж, Д применялся сопряженный оператор Т * к оператору 
сдвига Т  для однородного уравнения движения (2.1) (и =  0  ц  =  0). Мож­
но воспользоваться иным подходом, предусматривающим использование и 
уравнения измерений. Фиксируем решения сопряженного уравнения (уточ­
нение после формулы (2.20)) и весовые элементы обработки измерений:

Тогда для функционала (2.3) при связях (2.1), (2.2) интегрированием по 
частям получаем представление (чтобы упростить обозначения индекс М™ 
в скалярном произведении (■, ■) опускаем):

| /  — /* | ф Е  .Е°, (2.19)

Е(В — В*)2 ф Е 2■ е 2, /1 =  В* =  /* — ф, /2 =  Е 2■ Е 22 .

Пг(-) е  Н” [—Л, 0], % е  М2™, 1 ф г ф г, 1 ф ;  ф г — 1.

—Н
А(0)ж(гЛ +  т +  0) — Ви(гЛ +  т ) — Ец(гЛ +  т ) Жт+
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(Tr Q Р, X(r — 1)h}^ (Q G fcr — 1,X(r — 1)h}^

Г0
-  /  V /(r) [Bu(rh +  т ) +  D ^(rh  +  т )]d r +  (fcr—i,y(r—i)h)-  

d — h

-  (fcr—i,Li/(r—i)h > +  ^  V V ) [ac(ih +  r ) -  . . . ] d r +

E r—2 (а  ̂ >
. \fci , yih -  Gxih -  Laih) +  (w> ^ )l2 =  . . .  =i=1

= (q, x0>Q -  (B 'b, u >L2 +  (w -  D 'b, ^>L2 +  (KK, y> -  ( л , а >. (2.20)

Здесь b(jh +  т ) =  Vj(т), r  G [ - h, 0], 1 Ф j  Ф r, вектор-функция VT(■) —
решение сопряженного уравнения при i =  r  и a =  Q —1p5, VS(-) — решение 
уравнения (1.6) при i =  s (1 ф s ф r  -  1) и

a =  as =  T*+ i ( . . .  (T*— i (t ; q —̂  -  Q— —i ) -

-  Q—1G/fcr—2) . . .)  -  Q — 1G/fcs. (2.21)

Через Ti* обозначен оператор T * для преобразований на отрезке времени 
[(i -  1)h,ih]. В данном случае T* =  T*, 1 ф i ф r. Если же матрицы Ay A 
зависят от t G [0, rh], то операторы Ti* строятся на [(i -  1)h, ih] совершенно 
аналогично T *. Дальнейшие уточнения: q =  ао (fco =  0),

(Л,г>> =  Y ^ =  1 ̂ , aih>, (KQ,y> =  ^ r= 1 ( а ,yih>.

Задача состоит в выборе элементов fcj G определяющих инте­
гральную операцию наблюдения в формуле (2.8). Поэтому естественно на­
звать совокупность уравнений (1.6) после подстановки вместо а получен­
ных ai =  T*+i(...) -  Q—1G/fci сопряжённой системой управления. Более

T  * =  T *
линейную дискретную систему управления в пространстве M 2:

X i+1 =  T*Xi -  (QG/ü i, X i =  Q —1p», Ui =  fcr—i, 1 ^  i ^  r  -  1.

Одна из возможных стратегий оптимизации — выбором Ui последовательно 
на каждом шаге минимизировать норму Xi+p

||Xi+i|| =  ||T*Xi -  Q G üill^  ^  min ^

^  Ui =  N T*Xi, N  =  (GQ—1G/) — 1G, X i =  Q —1 p.
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Если решить задачу выбора К  из условия Xr =  q =  0, то в отсутствие 
возмущений (д =  0  v =  0) получим предствление

J  =  (р , xrh>M2 =  (К , у> -  U  U =  ( ^  u >L2 .

Последнее означает, что искомые значения J  точно определяются по из­
мерениям y(t) с помощью интегральной операции (Кб, у) независимо от 
ограничений на начальные данные Хо- Подобные утверждения в линейной 
теории управления и наблюдения называют принципами двойственности.

В общем случад (д =  0, v =  0) можно использовать приближенную 
формулу J  ~  (Кб, у) — U. Ее погрешность записывается в форме

R =  <q, Xo)Q +  <w — D'b, д)Ь2 — (Л, >>

и оценивается с учётом априорных ограничений (2.4)—(2.7):

|R| ф R =  CiK +  С2Д+ +  сз(v+2 +  n2(г — 1))1/2, 

ci =  ||q||Q, С2 =  ||D'b — w^L2, сз =  (Л,Л>1/2.

Сопряженная задача управления: R (K ) — min. В зависимости от соизме­
римости априорных оценок для начальных данных и помех целесообразно 
решать и оптимизационные задачи Ci(K) —( min.

Фиксируем теперь несколько К i =  {>д } (1 ф i ф К, 1 ф j  ф r  — 1). Тогда 
без учета зависимости множества возможных значений погрешностей Ri от 
реализовавшихся значений J j имеем оценку

J  S n |=i[J i — Ui — -KKi, J i — Ui +  Ri] =  0 , J j =  <K6j, y>.

Она в общем случае будет точной лишь при реализации Ji =  0 и линейной 
независимости проекций {qi , — D 'bi , ЛД на Н 1. Далее,

J  =  (Кбi ,y > — Ui +  Ri ^  J i — J j =  Rj — Ri +  Ui — Uj ,

т. e. разности Ji — J j имеют явное представление Фд (жо, д, >) после подсчета 
элементов ф, >i, соответствующих Kj. В силу линейности операции (Кб,у) 
по Кб сред и Фд не бол ее К линейно независимых. По значениям Ji — Jj, 
i < j ,  можно уточнять неопределённость начальных данных и помех или

J

2 .4 . Л ок ал ь н о  оп ти м ал ьн ы е оп ер ац и и  н абл ю д ен и я

Весовые коэффициенты Ki в интегральных операциях обработки измере­
ний (2.8) считались заданными. Если имеется возможность их выбора, то
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естественно попытаться подобрать Кбj, 1 ф i ф К, из условия наименьшей 
длины отрезка оценивания J . Но значения J j ( a j) заранее не известны и в 
процессе эксплуатации алгоритма могут быть произвольными допустимы­
ми. Поэтому применение оценки (2.13) приводит к следующей минимаксной 
задаче:

m inm ax(F iF2) =  m in(Fi m axF2) =  tm in  Fi.
KKi a KKi a KKi

С учетом геометрического смысла F i получаем задачу минимизации рас­
стояния в пространстве H  от элемента g до линейной оболочки L { g i,. . . ,  g^}. 
Элементам Kj однозначно поставлены в соответствие элементы gj (см. (2.8), 
(2.10), (2.11)). Этот линейный ограниченный оператор обозначим через

S : N2 ^  H, N2 =  {Кб =  (k i , . . . ,  k r- i)  | kj e  M2m}.

Тогда справедливо

m inF i =  minmin llg — > Y ^ll =  min llg — SK6II . (2.22)
K  JKi ^ j= i H kk €n 2 h

Следовательно, для минимизации величины F i t ,  которую будем называть 
погрешностью гарантированного оценивания функционала, достаточно по­
ложить в (2.8) К =  1 и выбрать К  =  K p t как квазирешение (34, 35, 75] 
(в смысле (2.22)) операторного уравнения S K  =  g. Если, например, 
rank L =  m, то в силу соотношений

S K  =  gj =  {■, ■, Л*}, ^  =  {L/k j i , . . . ,L /k jr- i}

оператор 5  нормально разрешим (£Ж2 =  5 ^  в Н) и квазирешение К ^
существует и единственно. При этом задача (2.22) корректна. В том числе и 
при ограничении ( К , бб) ф у. Без ограничения общности считаем у =  +то, 
т.к. умножение К^ на константы не меняет ни одно из чисел В*, Ер 
в оценке |В — В*| ф Е  ■ Важны только «проекции у(-) на направления». 
Замечание 2. В качестве К  можно выбирать произвольные элементы 
какой-либо полной системы в гильбертовом пространстве N2 . Поэтому по­
грешность оценки В с использованием только одного функционала ф  
с оптимальным К 1 =  б б ^  невозможно уменьшить ни увеличением К, ни 
при любом другом способе обработки измерений у : [0, (г — 1)Л] ^  Мт . Но 
это вовсе не означает, что нецелесообразно использовать В2, . . . ,  ф . Кон­
кретная реалицация Ву может оказаться такой, что Е  =  0 в оценке (2.13) 
( ^ 2  =  0 в неравенстве (2.19)). Анализ геометрического смысла величи­
ны ^ 2  в (2.19) приводит к выводу: функционалы ф , . . . ,  В  целесообразно 
выбрать такими, чтобы наиболее вероятные реализации г были близки к 
£{д1, . . . ,  дф. Это не уменьшит гарантированную, но уменьшит «среднюю» 
ошибку оценивания при многократном использовании алгоритма.
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Ввиду вычислительных трудностей в построении квазирешения K opt 
для достаточно большого т, перейдем к поиску локально оптимальных ве­
совых элементов kj на каждом из отрезков времени [(j — l)h, jh].  Остано­
вимся на невырожденном случае: rank G = m  и (или) rank L = m.

Одношаговая оптимизация. Предположим, что т = l  и информация 
y(t) = Gx(t) +  Lv(t)  известна на [—h, 0]. Интегральная операция наблюде­
ния и функционал J  примут вид (индексы MS опускаем):

Г° ,

Ji = k0ly(0) +J  k ' (r )у(т) dr = (k ,yo) = (Q 1Gltt,Xo)Q + (L'k ,v0 ),

J  = (P,Xh) + (w,g)b2 = (T  *Q~lp,Xo)Q —

f  o
— Vi(r) [Bu(h + r ) +  Dg(h + r )] dr + (w,g)b2.

J-h

Здесь обозначаем L 2 = LП,2 [0,h], v0 = (v(0) ,v(■)) e  M ^ 1,

G'k = (G'k0,GGk(-)), Q- l p =  (Q0- lp0, Q - l (-)p(-)).

В этой задаче в качестве H  примем «укороченное» расширенное фазовое 
пространство M £ х М ^ \  (■, ■ )H =  (■, ■ )Q +  (■, ■ )M^ i  ■ Тогда

J i =  (gi,z)H, J  = (g, z)H — n, z = {X0 , v 0} e  H, (2.23)

П = n(P,w,u,g),  gl = {Q - l G'k, L'k }, g = {T*Q- l p, 0}.

По реализациям функционала J i = (gl,z)H можно уточнять отрезок воз­
можных значений функционала I  = (g, z)H, пользуясь оценкой вида (2.13). 
Чтобы максимальная (по ал =  J i ) длина этого отрезка оказалась мини- 

kk

\\g — g l f H ^  min ^  kopt = (GQ- l G' + L L ' ) - l GT*Q- l p =

= ([GQ0 - lG' + LL']- l Gq0, [GQ- l (■ )G' + LL']- l Gq(■)), (2.24)

q = (q0, q(■)) =  T*Q- l p e M 2. Воспользуемся этим результатом для постро­
ения локально оптимальных операций наблюдения в задаче с произволь­
ным т > 1. Выдадим отрезок [(j — 1)h,jh], j  e  { l , . . . ,  т — l}, и воспользуемся

J

J  = {T*r - j Q- l p, Xjh)Q — n = J (j) — n, n = n(p, w, u, ц).
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О т р е з к у  [ ( j  — 1 ) h ,  j h ]  в  операции J i  в и д а  ( 2 . 8 )  с о о т в е т с т в у е т  с л а г а е м о е  

J ( ) =  ( f c i j , g j h )  =  (С? G ' i j , f c i j , .

Е с л и  н е  п р и в л е к а т в  н и к а к о й  и н ф о р м а ц и и  в н е  о т р е з к а  в р е м е н и  [ ( j  — 1 ) h ,  j h ] , 

т о  р а з у м н о  э л е м е н т  ' i j  в ы б р а т ь  и з  с о о б р а ж е н и й  м и н и м а к с н о г о  о ц е н и в а н и я  

J  j )  ( н а  о с н о в е  ( 2 . 1 3 ) ) .  П о э т о м у  ц е л е с о о б р а з н о  в е с о в ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  о п е -  

J 1

fc ij  =  (G Q ) - 1 ^ '  +  L L / ) - i G T * r - j О?- 1 '  1 Ф  j  Ф  r  — 1 . ( 2 . 2 5 )

П р и  э т о м  у т о ч н е н и е  з н а ч е н и й  с , в  у  б  о ц е н к а х  в и д а  ( O j  — с , O j  — c ) Q ф  в

(v 'jh , v 'jh ) Ф  у  н е  п о в л и я е т  н а  р е з у л в т а т  ( 2 . 2 5 ) .

Оптимизация на начальном отрезке наблюдения. П у с т ь  п о я в и л а с ь  

в о з м о ж н о с т ь  п р о в о д и т ь  и з м е р е н и я  ( 2 . 2 )  и  н а  н а ч а л ь н о м  о т р е з к е  в р е м е н и  

[— h ,  0 ] .  П у с т ь  о п е р а ц и я  J i  г о  н а б о р а  ( 2 . 8 )  ( £  =  1 )  ф и к с и р о в а н а .  Н а п р и м е р ,  

в ы б о р о м  K?i =  i? o p t и л и  и з  л о к а л ь н ы х  с о о б р а ж е н и й  с о г л а с н о  ( 2 . 2 5 ) .  П о  р е ­

з у л ь т а т а м  д о п о л н и т е л ь н ы х  и з м е р е н и й  о п р е д е л и м  ф у н к ц и о н а л  J 2 =  ( ' o ,  g o ) -  

К а к и м  ц е л е с о о б р а з н о  в ы б р а т ь  ' o ?  Ограничимся с л у ч а е м  д ,  v  =  0 .  

С о г л а с н о  п р е о б р а з о в а н и я м  ( 2 . 9 ) ,  ( 2 . 1 0 )  и м е е м  п р е д с т а в л е н и я :

J  =  ( T * r Q?- 1 g ,  0 o ) Q — n , J i  =  ( C i , 0 o ) Q — n i ,  J 2 =  (QQ- i G /C o , X o ) Q ,

П =  n(jC, w , u ) ,  n i  =  n i ( u )  В  п р о с т р а н с т в е  H  =  M 2 , (■, -)H =  (■, -)Q :

J  =  (g , z ) H — n , J i (g i , z ) H — ПЪ J 2 =  (g 2 , z ) H ,

z  =  X o , g  =  t *r QQ- i j3, g i  =  C i, g 2  =  QQ- i g ' ' o .

Р е ш е н и е  з а д а ч и  о ц е н к и  з н а ч е н и й  /  =  ( g ,  z ) H п о  р е а л и з а ц и я м  а ц ,  а 2 ф у н к ­

ц и о н а л о в  (  =  ( g i , z ) H , /2  =  J 2 =  ( g 2 , z ) H с  у ч е т о м  а п р и о р н о г о  о г р а н и ч е н и я  

( z ,  z ) H =  ( X o , X o ) q  ф  К 2 д а е т  н е р а в е н с т в о  ( 2 . 1 3 )  с  К  в м е с т о  д .  П о г р е ш ­

н о с т ь  г а р а н т и р о в а н н о г о  о ц е н и в а н и я  о п р е д е л я е т с я  в е л и ч и н о й  Е \ К .  С ч и т а ­

е м  ф у н к ц и о н а л ы  J ,  J i  ( / ,  ф )  ф и к с и р о в а н н ы м и .  К а к  в ы б р а т ь  э л е м е н т  

ч т о б ы  з н а ч е н и е  м н о ж и т е л я  F i  о к а з а л о с ь  м и н и м а л ь н ы м ?

Е с л и  g i  =  g 2 п р и  н е к о т о р о м  ' o ? т о  д о с т а т о ч н о  р е ш и т ь  з а д а ч у

| |g  — g 2  У h  ^  m i n  ^  ' o  opt =  ( G Q ?- 1 G / ) - 1 G T  *r QC- 1 '

П о э т о м у  р а с с м а т р и м  н е в ы р о ж д е н н ы й  с л у ч а й  g i  =  g 2 V  ' o  S  M ™ -  

О б о з н а ч и м  g o  =  g ,  g i j  =  ( g i , g j )д ,

S  : M 2m  ^  H ,  S ' o  =  g 2  ( S  =  Q?- i G / ) ,

S *  : H  ^  M 2m  ( S * ^  G ) ,  S * S ' o  =  - P ' o ,

S  * S  =  P  =  g QQ- 1G / =  ( G Q o - i G / , G Q - i  (■ )G / ) .
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Вычислим величину F 2:

F 12 =g00 +  (2g01 gl2 g02 -  g02 gll -  g°l g n ) ' (gll g22 -  gL) -1 =

= g00 — g01 gll1 — (g02 — g12 g01 g-/ ) 2 ' (g22 — g22 g l / )  1 =

=g00 — g2l g-l1 — KS ^0,^ H — (Sa0,gOH g0l g-l1]2 X 

X [(Sk0,S k 0>H — g-l1(Sk0,gl>H]-1 =  g00 — g2l g-l1 —

— (k0, S*g — g01 g ^ S *gl>2 ■ [(S*SÄ0, Ä0> — g-!1 (*0, S*gl>2] -1 .

В терминах скалярного произведения (■, -)р =  (■, P  -)Mm

F 1 ^  min ^  (k0, a>]° [l — (k0, S>j°] -1 ^  max, (k0, k0>p =  1. (2.26)
fco fco

Здесв обозначили b =  g-l1/2(S*S)-1 S*gl, а элемент единичной длинв1 a 
получен из вектора (S*S)-1 (S*g—g01g-11S*g1) нормированием ((a, a)P =  1). 

b

(b, b>p =  g-l1(P5" 1 S *gl, S * gl>M2 =  g n  (S P -1 S * g l,g l >h  < 1.

Последнее неравенство справедливо в силу

gl G SM 2m, ( S P -1 S*)2 =  S P -1 S *S P -1 S * =  S P -1 S *,

т. e. оператор S P -1 S * является ортопроектором на SM™.
Ясно, что оптималвный элемент k0 следует искатв в виде линейной ком- 

a b
дробв в целевой функции оптимизационной задачи (2.26). Отобразим изо­
морфно плоскости элементов a , b со скалярнвш произведением (■, -)р на R2. 
Совместим a с ортом вц а вектор b длины (b, b)1/2 < 1 повернем относителв- 
но в1 против часовой стрелки на угол a G [0,п/2], cos a =  |(a, b)P | (заменa b 
на — b задачу (2.26) те меняет). Если k0 — решение (2.26), то и (—k0) — ре­
шение. Элемент a 0 ищется с точностью до множителя. Поэтому достаточно 
искатв вектор &0 единичной длины, составляющий с b угол в  G [—a, п — a]. 
В силу (2.26) этот угол определяется из условий

f  (в) =  cos2 (a +  в)(1 — £ cos2 в ) -1 ^  max, £ =  (b, b>p < 1.
ß

Посколвку f  (—a) =  f  (п — a) ^  f  (в) для в  G [a, n — a], то максимум следует 
искатв на [—a, a], a  G [0, п/2]. Если a  =  п /2  ( (a, b)P =  0), то в  =  п /2  и 
оптимальный &0 пропорционален a. Иначе f  (a) < f  (—a )  f ;(—a) > 0,

f ' =  0 ^  в 0 =  arg max f  (в) =  arctg((£ — 1) tg a ) G (—a, 0). 
l-b^J
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По во определяется вектор ко и соответствующий ему оптимальный эле-

полвзоватв и при наличии помех ц  V. Аналогичные построения проводятся 
и в Я  =  М2П х  М Г  с элемента ми г = {к0, Р0}. При этом

Пусть нас интересует «рея координата» 2 = (р, хрм?  и алгоритм оценки 
ее значений для Ь = тН по наблюдениям на отрезке [0, ( г— 1)Н] не гарантиру­
ет необходимую точность оценивания. Увеличим г (т щ  г +1). Рационально 

[Н, гН]
а на [0, Н] добавить новый функционал с оптимальным элементом ко-

П ри м ер . Обратимся к простейшей модели жидкостного реактивного дви­
гателя, которая получена линеаризацией модели [54] и исследовалась в [98] 
на управляемость. Пусть w(t), д(Ь) — отклонения расхода топлива и давле­
ния в камере сгорания от стационарных значений Шо, <о, Н — время меж­
ду впрыском и сгоранием топлива, р — удельный вес жидкости, £ — длина 
трубопровода, а — площадь его поперечного сечения, У — коэффициент 
трения, д — ускорение свободного падения, к  — положительные константы, 
характеризующие газодинамические свойства двигателя на стационарном 
режиме расхода топлива. Тогда для близкого к стационару режима

Щ(Ь) = — 2ад1-1Ш0 ( к - 2 + У р-2 а-2)щ(Ь) — ад1-1 д(Ь)+

+ а д Г 1[д& (Ь) — к - 1Шо — ( к - 2 + Гр~2а~2)ш0],  

д(Ь) = — к2к - 1д(Ь) + к - 1щ(Ь — Н).

Давление в топливном баке регулируется управлением п(Ь): 

д& (Ь) = к - гШо + ( к - 2 + Гр~2а~2)ш 0 + и(Ь).

Обозначим х\  = щ  х 2 = д, с = —2ад1~1Ш0{к-2 + Гр~2а~2),

С учетом возмущений (включая погрешность линеаризации) получим

мент ко € М2Р■ Построенный функционал .22 = (ко,Уо) можно затем ис-

57̂ 0 =  1о 1!с0, ь 1к0] , 5 ^ а,к0} =  о а  + ы>0,

р  = о < -1о '  + ыЫ = ( с О 0-1оО + ыЫ , о < ~ \ ■ )о '  + ыы').

х(Ь) = Ах(Ь) + Л\х(Ь — Н) + Би(Ь) + ц(Ь).
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Характеристики двигателя позволяют определитв грубвге оценки

В частности, их можно получитв по оценкам максималвно возможных от­
клонений: |жфЬ)| ф Хд |Цг(^)| Ф Дд Момент времени ф — произвольный те­
кущий, соответствующий близкому к стационарному режиму (когда адек­
ватна модели). Имеется возможности измерять расход топлива ^ о  +  Жг(^), 
Ь € [Ьо — Л, ф ]) с погрешностью измерения V(Ь). По этой информации тре­
буется прогнозировать возможные значения давления в камере сгорания 
^ 0  +  Ж2 (Ф +  Л) с тем, чтобы коррекцией управления и(Ь) (давления в топ­
ливном баке) избегать длительных по времени и значительных по величине 
отклонений давления в камере сгорания от стационарного значения ^о- 

В принятых обозначениях (считая ф началом отсчета времени):

Сопряженная система и оператор Т * определяются согласно (1.7):

Определим решение сопряженной системы при а =  р и значение Т*р:

ж2(Ф) +  ж2(Ьо) +  [х 1 +  ж2)^т  ф к 2, )^2 +  д2)^т ф д+2.

3 =  (Р,Ж*о+л)М2 =  Ж2(Ьо +  Л), 

р =  (ро,р(^)), ро =  (о, 1)', р ( 0  =  0 , <з° =  д(ь) =  Е 2 , 

у(Ь) =  Сж(Ь) +  V(Ь), С =  (1,0), Ь =  1, Ь € [ф — Л, ф].

Й(Ь) =  —А'С(Ь) +  а(Ь), V(0) =  ао, Ь € [—Л, 0], 

а =  (ао, < ) )  € М 2 , Т*а =  (—V (—Л), — (•)).

V(Ь) =  (0, ехр{Р2Р- 1Ь})', Ь € [—Л, 0],

Т*Р =  {(0, — ехр{—к2к- гЛ})', (—к- 1 ехр{к2к- гЬ}, 0)'} € М2.

В терминах скалярного произведения в пространстве

Н  =  {г  =  (Ж*0,д ,э )  | Ж*0 € М2 , д € Ь ^ ф ,ф  +  Л],

а =  (V (ф )^(ф  +  •)) € М2г =  М х Ь2[—Л, 0]}

получим (см. соотношения (2.9)—(2.11)):

3 =  (д,г)д , д =  {Т*р, —Ь(-), 0} € Н,

Ь(ф +  Л +  т ) =  V (т), т  € [—Л, 0], ф =  0,

3  =  (а , Шо> =  (дг, г)н =  ад, дг =  {С'Р, 0, Р} € Н.
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В оценке (2.13) ( /  =  Т) величина Т1)2 =  $00 — $01 ^ц 1 достигает минимума

^ 12ор* =  ехр{ — 2Лк2к -  1} +  (0.25к-1к - 1 +  0.5к1к - 1 )(1 — ехр{—2 ^ ^ ^ } )

при выборе к согласно формуле (2.24) (без учета константы 1/2):

кор* =  СТ*р =  {0, —к - 1 ехр{к2к - 4 } }  е  М2, У е  [—Л, 0].

После определения щ =  $1$-11, ^ 2 =  К2 +  V+2 +  ц+2,

{1 =  ($, щ )н =  0.5, {и  =  $ - /  =  к1к2 (1 — ехр{—2Лк2к-1} )-1 ,

оценка (2.14) принимает вид |Т — 0.5а1| ф 5 =  Т1ор*(^2 — а 2{ и )1/2.
Итак, для любого текущего момента времени ввгчисляя

Г71 =  — / к- 1 ехр{к2к- 1̂ у (£ 0 +  т ) ^т =  а 1 
./-й

по у (У) =  ж1(£) +  v(t), £ е  [У0 — Л, У0], определяем 7 =  Ж2(У0 +  Л) «  а 1/2  с по- 
5

зироватв давление в камере сгорания ^ 0  +  Ж2 (£0 +  Л) с интервалом времени 
£0 и своевременно корректироватв давление в топливном баке.

2 .5 . М ет о д  м ал ого  п ар ам етр а

В заключение главв1 остановимся на модификации алгоритма, когда необ­
ходимо учесть как помехи ц, V, так и возмущение матриц Лц Л :

Ж(£) =  Х ^ =0 (ЛУ +  еАЛУ(£)) ж(£ — Л ) +

Г 0
+ (Л(0) +  еАЛ(У, 0))ж(У +  0) ^0 +  Ви(У) +  ^ц(У), (2.27)

./-й

$(У) =  Сж(У) +  М(У), £ ^  0, Ж0 е  М2 =  МП =  М” х Ь^[—Л, 0].

Постановка задачи остается прежней. Требуется толвко в дополнение к 
ограничениям (2.4)—(2.7) учесть кусочно непрерывнвге возмущения матриц 
еАЛ, еАЛ^-, определяемые малым параметром е, |е| ф ё .

Определим при ц =  0  и =  0 операторы сдвига и им сопряженные:

Т : М 2 ^  М 2 , ТгЖ(г-1)й =  Жщ, (Ф Тс)д =  (Т*а,с)д , 1 ф г ф г.
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Вместо сопряженной системы (1.6) получим уравнения (1 ф г ф г)

Уф) = —^ 2 j =0( А1 + е^ А 'з (гН + Ь + Н1 ̂  ̂ (Ь + Н1) —

Г о
— (А'(Ь — т) +  еАА'(гН + т,Ь — т)) V(т) йт + <(Ь)а(Ь), (2.28)

т-ь

V (0) =  —< 0а0, V (а) =  0, А(а) =  0, АА(гН + Ь,в) = 0,8 € [—Н, 0].

В силу (2.28) получаем следующее представление Т* (Ь € [—Н, 0]):

{а,тгк)я  = {т*а,к)д , т*к = к =  ( с0,с(■)), с0 = —<0 - ^ ( —Н),
N

^  [ А  + еАА^ ( (г — 1)Н + Ь + Ну)] V(Ь — Н + Ну)
1=0

+ !  [А'(Ь — Н — т) +  еАА'фН + т,Ь — Н — т)^ (т) й т | .  (2.29)

Преобразуем функционал 2

J  = (р, Xrh)M2 + (w, ц)Ь2 = (w, ц)Ь2 + (Т * . . . t ; Q  lp, xo)q -

Здесв z =  {Х0,Ц, а}, g = {q,w — D'b, 0} G H  V = T * . . .  T*Q- 1 р. Вектор- 
функция Vr — решение уравнения (2.28) при i = r и а = Q~1 р. Последую­
щие Vi, i = r — 1 , . . . ,  1, соответствуют элементам

а = Т *+1 . . . T * Q - l p, b(jh + т) = Vj (т), т G [—h, 0], ф = {B'b,u)b2.

Анологичнвш образом, исполвзуя вместо (1.6) систему (2.28), а вместо 
Т *j — операторы Т * .. .Т * , получим следующее представление:

Ji = У ^(kij , ‘Öjhh) = (qi , Xo)Q + { ^ i , V') —

— (B  ,bi, u)h2 — (D ' Ъцд)Ь2 = {gi,z)H — фi,

где gi = {qi, —D'bi, Ai} G H  Л  = {L'ki i , . . . ,  L 'k ir -1}.
Рассматриваем задачу оценки нелинейного функционала J(%o,g,£) по 

значениям J ^ Хо, д ,а ,ё ) ,  1 ф i ф £, с учетом ограничений на входные дан­
ные Хо, д, а и ф| ф ё. Будем следоватв схеме метода малого параметра.

c(t) = —Q l (t) j
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С целью сокращения однотипных громоздких выкладок ограничимся слу­
чаем г =  2  £ =  1 (минимум погрешности гарантированного оценивания 
достижим при £ =  1), не вычисляя явно о(е).

Будем искать Р2(£) в форме Р2(£) =  Р2(0)(£) +  Р2(1)(£)е +  о(е). Тогда Р2(0)(£) 
вычисляется как решение уравнения (2.28) при г =  2  е =  0 с начальными 
данными V/0) =  —р(°) и неоднородностью р(^) а вектор-функция Р2(1)(£) 
является решением задачи Коши на отрезке времени [—Л, 0]:

N N
Р2(1)(̂ ) =  — ^  А Р 2(1)(̂  +  Л.7) — ^  АА?'(2Л +  £ +  Л.7)Р1°)(  ̂+  Л.7) —

.7=0 .7=0

/ 0 г 0
АА/(2Л +  т, £ — т )К2(0)(т) ^т — / А/(£ — т )К2(1)(т) ^т, К2(1)(0) =  0.

-н э-н

Подставляя К2(£) в (2.29), найдем с2(£) =  с20)(£) +  с21)(£)е +  о(е),

^2**31р =  {—̂ 0 1 [р2’ )(—Л) +  ^2()(—Л )е+ ° (е)]  с2 ) + с2 )£ + ° (е)}.

В представлении К1(£) =  У1(0)(£) +  р 1(1)(£)е +  о(е) слагаемое К1(0)(£) опреде­
ляется как решение уравнения (2.28) с г =  1  е =  0, начальными данными 
У1(0)(0) =  К2(0)(—Л) и неоднородностью а(£) =  с2(0)(£), а Р1(1)(£) — решение 
задачи Коши на отрезке времени [—Л, 0]: Р1(1)(0) =  К2(1)(—Л),

N N
^̂1(1)(£) =  — ^  А  Р1(1)(£ +  ) — ^  ААу(Л +  £ )Р1(0)(£ +  ) —

.7=0 .7=0

/ 0 р 0
АА/(Л +  т, £ — т)К1(0)(т) ^т — / А/(£ — т)К1(1)(т) ^т +  ^(£)с21)(£).

-н э-н

В силу (2.29) элементы Т*Т2*<3-1р € М 2 , д € Н  вычисляются как 

{— ̂ 0-1 [К1(0)(—Л) +  У1(1)(—Л)е +  о(е)], С]_0) +  с(11)е +  о(е)}, 

д =  {<7(0) +  9(1)е +  о(е),ад — ^ / (Ь(0) +  Ь(1)е +  о(е)), 0}.
Совершенно аналогично, только используя в уравнении (2.28) другие 
начальные данные и неоднородности, получаем представление

д1 =  {<?(0) +  <?(1)е +  о(е), — &  (ь10) +  Ь(11)е +  о(е)), Л1}.

г = 1
V (0) =  — неоднородность С /йц(£) и получить выражение

V (£) =  К1(10)(£) +  К1(11)(£)е +  о(е).
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Затем с учетом ф = 0  т € [h, 2h], ф =  V (т — h), т € [0, h], найдем 

T * =  q (0) +  q(1)3 +  0 (3 ), b =  b10) +  b ^  +  0 (3 ), Л1 =  L 'k ii.

Изложим алгоритм оценивания J . Пусть J 1 =  в 1 и требуется найти 
возможные значения J  =  в- В силу принятии обозначений

(g, z)H =  в  +  ф (0) +  ф (1)3 +  0 (3 ) =  а,

(g1, z)h =  в 1 +  Ф(0) +  Ф(1)3 +  0 (3) =  а ь  

#  =  <b(i),Bu>L2, ф (г) =  <b(1i),Bu>L2, L2 =  Ln[0,2h]. 

Определим оптимальный элемент z*: g(i) =  {q(i), — D 'b ^ , Л 1}, 

z* =  ац g1 g-11 =  (в 1 +  ^10)) g10)g101)-1 +

+  {g(0)[ ̂  g(0)-1 — 2(в1 +  ^  (0))<g (0),g 1 1 )>H g(0)-2 ] +

+  g( 1 ) (в 1 +  ^ (0)) g n -  1} ^ +  0 (3 ) =  z(0) +  z( 1 ) 3 +  0 (3 ).

Для небольших I  удобно использовать формальное представление 
(gi _  нечисла): а  =  { а ь . . . , а Д ,  a =  {gb ...,g^} ,

^  ® )  d e t r - 1, Г0 =  r{ g 1 ,... ,g ,} , 
а  г 0/

и получать разложение z* =  z(0) +  z(1)3 +  0 (3 ) дифференцированием 
по 3 в нуле. Далее: g(0) =  {q (0),w — D 'b(0), 0}, g(1) =  {q (1), —D /b(1), 0},

(g ,z *)H =  <g(0),z(0)>H +  {<g(0),z(1)>H +  <g(1),z(0)>H } 3 +  o(3)

F 12 =  g00 — g21 g-11 =  (g ,g )H — (g , g1)HH (g1, g1)̂ 1 =
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Из оценки (2.13) получаем

[7 +  ф(0) +  ф(1)е — (9 (0), 2*0)) — {(9(0), <г(1)) +  (9 (1), 2*0))}е +  о(е)]2

ф [^\(0)2 +  1?1 е +  о (е ) ] - [ (2 — ( 4 0), 4 0)) — 2(^(0),г (1))е +  о(е)]. (2.30)

Используя априорную поправку |о(е)| ф 5 (что, видимо, разумнее игнори­
рования о(е)), находим оценку возможных значений функционала 7:

7 - —А ф 7 ф 7+ +  А, (2.31)

=  9 10 (в1 +  ^  10))5 I ? -  1 — ^ (0) ±  е И  1 ) — 9ю |>  1 1 )9(01)- 1

— 2(в1 +  ^ (0))9 (0)-2 (9(0),9 (1))] +  (9(0),9 (1))(в1 +  ^ (0))9 (0)-1

— (9(1),9 (0))(в1 +  )9(0)-1 |±  5,

А 2 = [ ^ (0)2 +  |^ \| е +  5] ■ [ ( 2 — ( 4 0), 2*0)) +  2 |( 4 0), г(1))| е +  5].

Оценку (2.31) можно уточнять, проводя расчеты с точностью до о(е2). 
Неравенство (2.30) дает представление о чувствительности к вариациям 
е оценки погрешности ^ 1^2 и «центра» отрезка оценивания

7* ^  —ф(0) — ф(1)е +  (9 (0), 2*0)) +  {(9(0), ^(1)) +  (9(1), 2*0))} е.





З ад ач и  с динам ическим и  
гран и чн ы м и  условиям и

Интерес к взаимодействию изотопов водорода с различными материала­
ми носит многоплановый характер [16-23,33,44,48,55,64,68,77,85,90-92]. 
Достаточно упомянуть задачи энергетики, защиты металлов от водород­
ной коррозии, проектирования химических реакторов, ракетостроения, ва­
куумной техники и технологии. В частности, поскольку в термоядерных 
реакторах (пока в отдаленной перспективе) предполагается использование 
радиоактивного изотопа водорода — трития, возникает проблема возмож­
ных диффузионных утечек трития и его накопления в конструкционных 
материалах. Основное внимание уделялось проблеме водородной хрупко­
сти металлов, но постепенно акцент смещается в сторону активного исполь­
зования полезных свойств водорода. Водород обладает исключительной 
диффузионной подвижностью. Гидриды позволяют удерживать большое 
количество этого экологически чистого энергоносителя. С этим связаны 
перспективы водородных аккумуляторов и двигателей с высоким уровнем 
безопасности: без высоких давлений и низких температур. Другой пример: 
на обратимом легировании металлов водородом основаны пластифициро­
вание и термоводородная обработка титановых сплавов. Энтузиасты гово­
рят не только о водородной энергетике, но и о водородной экономике [90].

1 .  М о д е л и  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т и

Д ля повышения эффективности исследований и решения прикладных за­
дач необходимы адекватные экспериментальным данным математические 
модели взаимодействия водорода с твердым телом и методы параметриче­
ской идентификации. Остановимся на водородопроницаемости конструкци­
онных материалов. Экспериментальный опыт показывает, что лимитирую­
щими являются не только диффузионные процессы внутри металла, но и 
физико-химические явления на поверхности [102]. Параметры переноса за­
висят и от технологических особенностей получения партии материала, по­
этому вряд ли следует ориентироваться на получение «табличных данных», 
нужны эффективные алгоритмы обработки экспериментальных кривых. 
Разнообразие физико-химических свойств систем Ме II (металл-водород)

Глава III
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велико. В главе речи не идет о какой-либо общей модели водородопрони- 
цаемости, пригодной для различных классов прикладных задач. Задачи, 
формализуемые в терминах механики сплошных сред, даже не затрагива­
ются, это отделвная обширная тема. Поставим более скромную целв. Необ­
ходима сбалансированная модели, которая бы учитвгоала толвко основные 
процессв1 переноса в их динамической взаимозависимости. Адсорбция, рас­
творение, диффузия, . . .  являются предметом глубоких теоретических ис­
следований. Но каждый дополнительный коэффициент приводит к скач­
ку уровня сложности обратной задачи параметрической идентификации. 
Затруднителвно получитв экспериментальные данные для однозначного 
определения, скажем, десятка априори неизвестных параметров. И такую 
прикладную задачу еще нужно найти, где бы большое количество процес­
сов лимитировали. Итак, сузим интерес до моделей физико-химического 
содержания, которые соответствуют практическим потребностям и реаль­
ным возможностям рассмотренных далее экспериментальных методов.

1.1 . М атем ати ч еск ая  м о д ел ь  п ер ен о са

Рассмотрим перенос водорода сквозь образец тестируемого металла (пла­
стину толщины £). Физико-химическую терминологию в дальнейшем ис­
пользуем в минимально необходимом объеме. Кратко говорим о металличе­
ской мембране, хотя это может быть многокомпонентный сплав, интерме- 
таллид. Считаем, что нагрев относительно медленный, практически рав­
номерный, так что градиент температуры пренебрежимо мал и диффу­
зионный поток можно считать пропорциональным градиенту концентра­
ции. Концентрация растворенного водорода (в атомарном состоянии) мала 
и часть его взаимодействует с ловушками. Здесь под ловушками понима­
ем микродефекты кристаллической структуры, которые могут удерживать 
водород. В качестве модели диффузии с обратимым захватом внутри мем­
браны примем систему дифференциальных уравнений (48,103,104]:

сь(Ь, х) = П(Т)схх(Ь, х) — а 1 (Т)с(Ь, х) + а2(Т)г(Ь, х), (1.1)

гь(Ь,х) = а1 (Т)с(Ь,х) — а2(Т)г(Ь,х), (Ь,х) € , (1.2)

где Ь — время, = (0,Ь*) х (0,£); с(Ь,х) — концентрация диффундирую­
щего водорода (атомарного); г(Ь,х) — концентрация захваченного диффу- 
занта; В  — коэффициент диффузии; ар  а2 — коэффициенты поглощения и 
выделения атомов Н  ловушками. Ограничение емкости ловушек осуществ­
ляется заменой произведения а1с на [1 — г / г таХ]а1 с. Для определености по­
лагаем, что величины В, а% зависят от текущей температуры Т(Ь) по закону 
Аррениуса (с предэкспоненциальными множителями Во, аог и энергиями
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активации Е д , Ер Я — универсальная газовая постоянная):

Б  =  Б  ехр{—Е д /[Я Т  (г)]}, а* =  Здг ехр{—Е Д [Я Т  (г)]}.

Графиками таких зависимостей /  (Т) являются типичные А-образные кри­
вые насыщения. Аррениусовость коэффициентов математических моделей 
по температуре в дальнейшем изложении не играет принципиальной роли. 
При необходимости можно использовать и другие температурные зависи­
мости. Следует только по физическому смыслу сохранить свойства поло­
жительности; отделенности от нуля в рассматриваемом диапазоне темпе­
ратур [Т- ,Т +] (Т -  > 0); гладкости и, если нужно, монотонности по Т.

Известны более детализированные модели переноса. В частности, мож­
но учесть несколько каналов диффузии (транскристаллическую, по грани­
цам зерен, вдоль дефектов) с взаимообменом между ними [104]. Однако 
значительное увеличение числа неизвестных априори параметров делает 
задачу их оценки труднообозримой. В контексте конкретных прикладных 
задач, выделяя только лимитирующие факторы, находят компромисс меж­
ду полнотой модели и реальными возможностями параметрической иден­
тификации по экспериментальным данным. Для ориентировки с принци­
пами конструирования и возможностями установок по исследованию водо- 
родопроницаемости можно ознакомиться, например, по работе [105].

Основные трудности численного моделирования связаны не с уравне­
ниями (1.1), (1.2), а с динамическими нелинейными граничными условия­
ми. Перейдем к их описанию. Пусть поверхность мембраны контактирует 
с газообразным водородом. Тогда с учетом адсорбционно-десорбционных 
процессов краевые условия моделируются следующим образом [102,103]:

с(0, ж) =  с(ж), я(0, ж) =  д(ж), ж е  [0 ,4 (1.3)

С0 4  =  9 ( г ) ( 4  сДг) =  9 (г )5 Д 4  г е  [0,г*], (1.4)

50 4  =  М т)р0(г) — г>(т)5о(г) +  Б (т)сД г, 0), (1.5)

Ф(г) =  ^в(т)рДг) — Ъ(т)д|(г) — Б (т ) с Д г д ) , (1.6)

Ъ(Т) =  Ь0 ехр{—Е ь/[Я Т ]}, в(Т) =  $0 ехр{—Е Д [Я Т ]}.

Здесь: С0 (£) =  с(г, 0), сДг) =  с(£Д) — граничные объемные концентрации 
диффундирующего атомарного водорода; 50(г), 9 (̂£) — концентрации на 
поверхностях мембраны (ж =  0Д); 9 (Т) — параметр локального равнове­
сия между концентрациями на поверхности и в приповерхностном объеме; 
^  — кинетический коэффициент; з(Т) — коэффициент, отражающий тот
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факт, что только малая часть «налетающего» водорода окажется в форме 
атомов на поверхности материала (для краткости иногда будем называть 
s коэффициентом прилипания, имея однако в виду, что он характеризу­
ет итог общего процесса физадсорбции-диссоциации-хемосорбции молеку­
лярного газа в атомы на поверхности); p0(t), рф£) — давления газа (Н2) 
с соответствующих сторон мембраны; b(T) — коэффициент десорбции.

Поясним несколько подробнее смысл соотношений (1.3)—(1-6). Началь­
ное условие (1.3) определяется начальным насыщением мембраны водо­
родом. Если перед началом эксперимента мембрана обезводорожена, то 
c(x) =  z(x) =  0. Соотношения (1.4) означают, что объемные приповерх­
ностные концентрации co(t), сф£) пропорционально «отслеживают» теку­
щие концентрации qo(t), 9^(t) на поверхности, скорость растворения отно­
сительно велика. Наконец, рассмотрим баланс потоков (1.5), (1.6). Про­
изводные слева отражают возможность накопления на поверхности. Чем 
больше внешнее давление газообразного водорода, тем больше атомов в 
единицу времени попадает на единичную площадку поверхности (первые 
слагаемые в правых частях). Вторые слагаемые означают, что часть ато­
мов, оказавшихся на поверхности, снова соединяются в молекулы водоро­
да и покидают поверхность (десорбционный поток). Квадратичность за­
кона десорбции, характерная для водорода вне экстремальных условий, 
в дальнейших формальных математических выкладках непринципиальна. 
Последние слагаемые в правых частях (1.5) и (1.6) соответствуют притоку 
или оттоку атомов водорода к поверхности за счет диффузии в объеме.

В модели фигурирует как молекулярный, так и атомарный водород. 
Для единообразия подсчет будем вести в атомах: [c] =  1/cm 3, [q] =  1/cm 2, 
[Dcx] =  [J] =  1/cm 2s ( J  =  bq2). В терминах кинетической теории газов 
величина др определяет число частиц (в данном случае молекул H 2), со­
ударяющихся с единичной площадкой поверхности в единицу времени. Но 
за счет безразмерного множителя s удобно в дальнейшем воспринимать 
слагаемое psp как плотность потока атомов, оседающих на поверхности. 
Это интегральный показатель, без разделения процесса на стадии физад­
сорбции, диссоциации молекулы на атомы, хемосорбции.

Задача в рассматриваемой общей постановке состоит в математиче­
ском обосновании модели и разработке на основе экспериментальной базы, 
кратко представленной далее, математического обеспечения, позволяюще­
го определять зависимости D(T), щ(Г), g(T), s(T), b(T). В контексте задач 
параметрической идентификации по экспериментальным данным необхо­
димо избегать излишнего дробления на стадии и воспринимать парамет­
ры модели как интегральные (эффективные) показатели. Теоретические 
оценки их значений (скажем, для металлов) являются возможными на­
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чальными приближениями, если учесть наличие примесей, окислов и дру­
гих слабоконтролируемых обстоятельств производства конкретной партии 
материала и условий эксперимента. Численные значения параметров, отно­
сящихся к поверхностным процессам, могут оказаться существенно различ­
ными для различных частей общей поверхности образца. Для определенно­
сти зависимость коэффициентов от температуры считаем аррениусовской. 
Это отражает общую закономерность насыщения по мере нагрева. Показа­
тели в экспонентах называем энергиями активации, хотя они могут быть 
линейными комбинациями энергий активаций и теплот более элементар­
ных стадий процессов и иметь разный знак. Детально обсуждать грани­
цы применимости модели не будем, у нее своя ниша в спектре исследова­
ний [16,18,21-23,44,48,55,68,85,91,92,102,103,107,128,137,138,153,161,1671-

Замечание 1. Давления и концентрации считаем относительно малыми. 
При необходимости можно ввести в рассмотрение зависимость коэффи­
циента диффузии от концентрации. Наиболее распространенный вариант

Всхх

9х (В  дхс(Ь, х)),  В  = В ( Т , с) = В(Т)(1 + ас).

Здесь и в дальнейшем, когда это удобно, в обозначениях частных произ­
водных помимо индекса (переменной дифференцирования) будем исполь­
зовать символ д : дх, дХ = дхх. Различия в количестве аргументов поз-

В (  , с) В (  )
сти коэффициента диффузии от концентрации в форме так называемо­
го термодинамического множителя (1 +  ас) является одним из возмож­
ных вариантов наряду, например, с экспоненциальным представлением 
В  = В(Т,с)  = В(Т) ехр{ас}. Параметр а  термодинамического множите­
ля может иметь разные знаки (при малых концентрациях он положите-

а
малого параметра. Если ограничиться прямыми задачами, то нетрудно до­
полнительно учесть неравномерность прогрева пластины, эффекты термо­
диффузии и переноса тепла диффундирующими частицами — эта тематика 
достаточно подробно представлена в литературе по тепломассопереносу.

Замечание 2. Модель (1.4) быстрого растворения (локального равновесия) 
на поверхности получается из более общих соотношений баланса потоков

к - (Т)до(Ь) — к+(Т)со(Ь) = —В(Т)сх(Ь, 0), 

к - (Т)д£(Ь) — к+(Т)с£ (Ь) = В(Т)сх(Ь,£).

Коэффициенты к -  к+ характеризуют интенсивность процессов растворе­
ния в объеме и выхода на поверхность. Если эти процессы в рассматри­
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ваемом диапазоне температур существенно бвгстрее диффузии, то, пола­
гая в относительном масштабе Б с ж ~  0, получаем соотношение (1.4) с 
9  =  к- /к + . Если поверхность изотропна (в смысле Е^- Ей+), то 9 (Т) 
слабо зависит от температуры. Формально можно записать аррениусов- 
скую зависимость 9 (Т) =  9 0 ехр{—Ей/[Я Т }], Ей =  Е л-  — Е л+, но «энергия 
активации» Ей не обязательно положительна. Дополнительно можно учи­
тывать степени заполнения поверхности и насыщенности объема:

к - (т )  [1 — с0У(г)ст1х]90/(г) —

— к+ (Т) [1 — 50, (̂г)5-^х] с0 /(г) =  Т Б (т )с х |ж=0/ .

Наличие «порогового» множителя (1 — с/стах) приводит к следующему. 
Если концентрация с в приповерхностном объеме близка к максимально 
возможной, то растворение практически прекращается. Аналогично интер­
претируется другой множитель, где величина в(г) =  д(£)/5тах означает сте­
пень заполнения поверхности. В балансовых уравнениях (1.5), (1.6) можно 
моделировать плотность потока адсорбции атомов Н  (диссоциативной хе­
мосорбции водорода на поверхности) выражением дв(Т)р(г)(1 — в(г))2. Но 
в диапазоне малых концентраций в ^  1, что согласовано с квадратичной 
десорбцией, линейностью уравнения диффузии, Б  =  Б  (с). Зависимостью 
кинетической константы от температуры (д  =  (2 п ткТ )-1/2 «  1/л/Т  (23]) 
обычно пренебрегают на фоне экспоненты в формуле для в(Т).

Замечание 3. Не для всех материалов целесообразно придавать особую 
роль поверхности. В случае высокой степени пористости («рыхлости») ра­
зумно уравнения (1.4)—(1.6) заменить граничными условиями III рода:

дД 2>0у(г) — Ъ(т)с2д г )  =  т  Б (т)с* |ж=0у . (1.7)

Объемная десорбция происходит по квадратичному закону, поскольку мо­
лекула водорода образуется из двух атомов. Атомарная составляющая по­
тока становится заметной лишь при очень высоких температурах. Плот­
ность потока абсорбции дер (в тонкий приповерхностный слой) пропорци­
ональна (в) давлению молекулярного водорода снаружи. Формально (1.7) 
получается из уравнений (1.5), (1.6) при малой скорости накопления на 
поверхности (5 ~  0). Коэффициент десорбции обозначается одной буквой, 
хотя в (1.7) и (1.5), (1.6) это разные величины (включая размерность). 
Их согласованность понимаем в смысле Ъ8Ш./асе =  92Ъ̂ 0щт е . Еще раз под­
черкнем условность терминологии. В (68] приводится более обстоятельный 
анализ различных стадий перехода водорода из твердого раствора в метал-

Ъ
является эффективным коэффициентом рекомбинации.
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У чет пористости материала. Выше дефекты считались точечными, рав­
номерно распределенными. В уравнении диффузии это приводит к появле­
нию слагаемых типа «источники-стоки». Это позволяет интегрально оце­
нивать влияние различного рода ловушек. Большое число работ посвящено 
исследованию влияния геометрии дефектов. Например, в [68] представлена 
модель переноса водорода в пористом материале. В качестве приложения 
рассмотрена водородопроницаемость пористого фольфрама. Поры счита­
ются настолько большими, что накапливающийся в них водород является 
газообразным и приходится оперировать параметром давления H 2 в по­
рах. Рассмотрим другую прикладную задачу, связанную с проблемой на­
копления и хранения водорода. Одними из перспективных материалов в 
этом отношении являются металлоорганические структуры (metal-organic 
frameworks, МОР) [91,128,170]. Приведем подходящую модель для частно­
го случая. Канал переноса (диффузии) молекул H 2 — система мелких пор, 
соизмеримых с размерами молекулы. Большие поры изолированы в том 
смысле, что молекула H 2 не может попасть сразу из одной большой поры в 
другую. Поэтому систему больших пор считаем ловушками-накопителями. 
Вместе с тем, они относительно малы (несколько десятков А в диаметре).

Образец является двухслойной пластиной из подложки и исследуемо­
го материала. Образец насыщается водородом при комнатной температуре 
и медленно охлаждается до криогенной температуры. После установле­
ния равновесия происходит в режиме вакуумирования медленный нагрев 
со стороны подложки, с помощью масс-спектрометра регистрируется вы­
ходной десорбционный поток водорода. Пренебрегаем торцами и считаем 
подложку практически непроницаемой для молекул водорода со стороны 
слоя MOF. Обозначим через S площадь одной стороны поверхности. По 
толщине слоя MOF выделим отрезок [ж, ж +  dx] и рассмотрим элемент объ­
ема dV =  Sdx. В дальнейшем по контексту под S, V понимаем как са­
ми геометрические фигуры, так и численные значения их площади и объ­
ема. Введем обозначения, следуя [68]: np — концентрация больших пор, 
[np] =  1/cm 3; Vp — объем поры; Sp — ее площадь поверхности. В силу регу­
лярности структуры MOF эти величины являются константами в образце. 
Тогда np Vp — объем пор в единичном кубике, т. е. численно это объемная до­
ля пор в материале. Эта безразмерная величина называется пористостью. 
Обозначим ее n =  npVp. Величи на npSp имеет смысл общей поверхности 
пор в единице объема. Эту объемную плотность поверхности обозначим S.

dV
на две части: ndV — объем пор, (1 — n)dV — объем, в котором осуществ­
ляется диффузионный перенос (система мелких пор). Обозначим через J+  
плотность потока молекул H 2 из поры: столько молекул пересекает еди­
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ничную площадку сферы большой поры изнутри в единицу времени. Ана­
логично определяем величину Л-  — это плотность встречного потока диф-

с(Ь, х)
Н 2

Ь х
Далее в выкладках опускаем бесконечно малые о(АЬ), о(Ах)  в силу по­

следующего предельного перехода АЬ ^  0  А х  ^  0. Запишем изменение 
количества молекул Н 2 в объеме (1 — п)йУ в единицу времени (скорость): 
(1 — п)йУАс/АЬ ^  дьс(Ь,х)(1 — п)йУ (АЬ ^  0). Найдем выражение этой 
величины через баланс потоков. Площадь плоского сечения равна А. Са­
му геометрическую фигуру и ее площадь для простоты обозначаем одним 
символом. Сечение делится на две части: Sd — через эту площадь идет диф­
фузия, (А — АД — общая площадь кругов, являющихся сечениями крупных 
пор. Для численного значения Ас имеем Ас = (1 — п)йУ/йх = (1 — п)А. Через

х
онный поток Н 2 плотности —(Вдс/дх)1х , а через сечение х  +  А х  выходной 
поток имеет плотность — (Вдс/дх)1х+^х . Умножив упомянутые плотности 
на А у  получим пот оки Н 2 по каналу мелких пор сквоз ь сечения х  и х  + Ах.  
Разность —Вдс/дх1х,вс — (—Вдс/дх1х+Ах)Ас определяет изменение количе­
ства молекул Н 2 в объеме йУ в единицу времени за счет диффузии. Кроме 
того, молекулы водорода попадают в диффузионный канал переноса из 
больших пор и захватываются обратно из канала мелких пор. Дисбаланс 
этих двух встречных потоков равен (Л+ — Л- ')АрпрАйх. Здесь прАйх — об­
щее количество больших пор в объеме йУ = А(!х,гак что АрпрАйх = >вЛУ — 
это общая поверхность больших пор в объеме ЛУ. Для МОР А ^  1.

Составляем материальный баланс молекул водорода в объеме канала 
диффузии (1 — п)йУ =  (1 — п)Айх (с учетом АЬ = ЛЬ ^  0  А х  = йх ^  0):

дс дс
— Асйх = —  (Ь,х)(1 — п)йУ =

Я СУ

Подставим Ас =  (1 — п )А  поделим на йУ = Айх и устремим йх к нулю: 

дс д { д с \
(1 — п) т  = (1 — п)дх  \ В д х )  + — ^  А = ПрАр.

Поделив дополнительно на (1 — п)-, окончательно получаем

I  =  й{В (Т )  1 )  +  Л  ) г л ,  ■ Т  = Т ^ -
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Аналогичным образом составляем материальный баланс для объема г/ЛУ, 
занятого большими порами (ш -  концентрация Н 2 в них):

П Ж  =  — 7 +  — ^  ^  Ж  =  — 7 +  — > .

Модель плотностей потоков сквозь поверхность больших пор:

7+ =  к+(Т)ш (£,х)[1 — с ( £ , х ) ^ ] , 7 -  =  к- ( Т ) Ж х ) [1 — ш (£,ж )ш -а^. 

в+ =  с/стах
Чем больше концентрация в больших порах и меньше степень насыщения

Н 2
ловушки в канал диффузии. Соответствующий коэффициент пропорцио­
нальности к+ зависит от текущей температуры Т. Аналогично интерпрети­
руется выражение для плотности встречного потока в поры-накопители.

Подчеркнем, что в уравнения переноса входит не только пористость ма­
териала п, но и объемная плотность поверхности больших пор >5. При одной 
и той же пористости величина >5 для МОР может варьироваться в широких 
пределах. Перенос тепла диффундирующими молекулами (эффект Дюфо) 
и термодиффузию (эффект Соре) считаем второстепенными.

Перейдем к граничным условиям.  Подложка практически непрони­
цаема со стороны МОР: дхс(£, 0) =  0  £ ^  0. Значение х =  0 соответствует 
началу слоя МОР, £ =  0 — началу нагрева образца в вакууме. Выходная 
сторона слоя МОР обращена в вакуум и вследствие пористости материала 
имеет изрезанный вид. Можно ввести параметр а  шероховатости поверх­
ности (68], равный отношению «истинной» площади поверхности к геомет-

а
Выделим тонкий приповерхностный слой толщины £, который в силу из- 
резанности существенно отличается по физико-химическим свойствам от 
регулярных внутренних слоев общей толщины Ь Д ^  Ь). Кроме того, в 
процессе изготовления материала, подготовки и проведения эксперимента 
неизбежно появление микропримесей и окислов на поверхности. Фактиче­
ски этот слой является несколько иным материалом по сравнению с объем-

Н 2
имеет дополнительную возможность зацепиться за неровности поверхно­
сти. Рассмотрим сечение х =  Ь. Площадь этого сечения равна А. Из объ­
ема подходит диффузионный поток — 5^Б(Т) джс|ц. Молекулы Н 2 могут 
не сразу десорбироваться, а предварительно «растекаться» в поперечном 
направлении. Таким образом, десорбция в вакуум идет «сквозь окно» пло­
щади А. Выделенный иррегулярный внешний слой настолько мал, что в 
его пределах объемная концентрация молекул водорода практически не
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меняется по толщине x G [L, L  +  .(.О бозначим ее сф.). Поскольку имеем 
дело с физической адсорбцией (абсорбцией в .-слой), то плотность потока 
десорбции моделируем реакцией первого порядка: b(T)cpt). Эффективный 
коэффициент десорбции b имеет размерность скорости (cm/s). Дисбаланс 
потоков определяет изменение концентрации в приповерхностном слое:

S .c ^ t)  =  -SdD (T )dæc(t,L) -  Sb(T)cpt).

Остается поделить на S  и заменить отношение Sd/S  на (1 — ф- В (68] в ана­
логичной ситуации (но в больших порах-полостях находится газ) приня­
то сД.) =  c(t, L), что при .  ^  1 соответствует относительно малой по­
верхностной концентрации q(t) =  .ф ( .) . Можно расширить возможности 
модели, полагая сД.) =  h(T)c(t, L) и допуская h ^  1: к диффундирую­
щему водороду добавляется водород из открытых приповерхностных пор. 
Обозначая .h  =  1/g формально приходим к динамическому гранично­
му условию вида (1.5)—(1.6), пригодному и в ситуации, когда поверхност­
ная концентрация больше объемной (при относительно низких темпера­
турах). В любом случае вместе с начальными условиями краевые задачи 
приобретают замкнутый вид. Если накопительный эффект пренебрежимо 
мал, то полагаем левую часть равной нулю и получаем граничное усло­
вие (n — 1)Ddxc(t, L) =  bc(t, L): сколько молекул H  диффузионно подо­
шло к выходной поверхности, столько и десорбировалось за единицу вре­
мени. Можно подразумевать, что в эффективный коэффициент десорбции 
b h
«Точность» вывода граничного условия (как, впрочем, и самого уравнения 
диффузии) оценивается в зависимости от цели моделирования.

Кратко остановимся на началвных условиях.  В режиме насыщения об­
разца следует учесть наличие внешнего давления газообразного водорода:

.ф ( .)  =  gs(T)p(.) — (1 — n)D(T)dxc(t, L) — b(T)cpt).

При начальной температуре эксперимента Т =  Т установилось равновесие, 
поэтому все производные равны нулю: gsp =  Ьф. В объеме получаем:

J+  =  Jp  ^  k+W [1 — c/cmax] =  k- c[1 — w/Wmax] , Cg =  ф.

Модель позволяет однозначно определить начальные данные по цепочке 
p ^  ф ^  c ^  W. Как оценить значения cmax, wmax? Рассмотрим единичный 
кубик с максимальным насыщением. Количество молекул H 2 в нем равно 
A =  nwmax +  [1 — n]cmax. Учтем соотношения n =  npVp =  np4nr3/3  =  
npSpr /3  =  S r/3 , где np — количество пор в единичном кубике, r  — радиус
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большой поры, Ар -  площадь ее поверхности, Ур — объем, »5 =  прАр 
объемная плотность общей поверхности больших пор. Тогда получаем

А = ШтахАг/3 + стах стахАг/3 = стах + >5[^тах стах\г / 3.

Зафиксируем параметр <5 и будем менять г в физически реальном диапа­
зоне. Если уменьшить г, то, чтобы сохранить значение А  нужно соответ­
ствующим образом увеличить количество пор. Кроме того, в более мелких 
порах молекуле легче удержаться, так что имеется тенденция увеличения 
штах с уменьшением г. Но тогда коэффициент г[штах — стах] при А имеет

г
ная зависимость А = к\А  +  к2 ( к  = соивф при варьировании А обнару­
жена экспериментально [170]. Тогда к2 = стах, (к\, А) о  (штах,г).  Можно 
ограничиться некоторыми средними значениями стах, Штах или грубыми 
оценками по результатам полной дегазации с учетом того, что из геомет-

Н 2
большой поре радиуса г не должно превысить 4пг3/3. Если в условиях экс­
перимента с ^  стах, ш ^  адтах, что согласует ся с В  = В  (с), то исключаем 
параметры стах, Щтах ИЗ м одели : с/стах ~  0  ш/Штах ~  0.

Теплопередача в металлоорганических каркасах происходит значитель­
но быстрее диффузии. Поэтому вместо распределенного уравнения тепло­
проводности целесообразно оперировать квазистационарами. Если в урав­
нении теплопроводности и д ^  = \ д ххТ считать изменения по времени мед­
ленными, то в относительном масштабе получаем дД  ~  0 И ЗсЦВИ“
симость Т = а х  +  в- С течением времени квазистационар перестраивается: 
Т(Ь,х) = а(Ь)х +  в(Ь). На границе слоев два линейных квазистационара 
стыкуются с изломом из-за различных коэффициентов теплопроводности. 
Температура эксперимента низка, так что тепловым излучением в вакуум, 
по-видимому, можно пренебречь. Дальнейшая детализация зависит от на­
бора теплофизических измерений в эксперименте. Для достаточно тонкого 
образца для начала можно принять, что прогрев равномерный.

Изложенное следует воспринимать лишь как один из вариантов модели. 
Различных МОЕ синтезировано уже более тысячи и говорить о достаточно 
общей модели не приходится. Приведем одну из модификаций представлен­
ной модели с учетом необходимости решать обратную задачу параметри­
ческой идентификации. Это приводит к необходимости учета лимитирую­
щих факторов минимальным набором неизвестных априори параметров. 
Коэффициенты имеют смысл обобщенных (интегральных, эффективных) 
показателей переноса водорода в слое МОЕ. В частности, диффузию не 
разделяем на молекулярную и кнудсеновскую, считая В  = В ец. Рассмот­
рим МОЕ со следующими свойствами. Имеется две системы пор: большие
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(~  10А) и малые (~  5А). Грубо диаметр молекулы водорода ~  ЗА. Система 
больших пор взаимосвязана и является каналом диффузионного переноса 
(диффузионного в формальном «фиковском» смысле: поток пропорциона­
лен градиенту концентрации). Большие поры имеют кубическую форму, 
малые являются «треугольными карманами» в вершинах куба. Геометри­
ческая и химическая структура каркаса малых пор позволяет считать их 
ловушками водорода. В «щели» при наличии ионов металла молекула H 2 
связана с каркасом значительно сильнее, чем в большой поре. Пор огром­
ное число, так что для анализа макропереноса следует ввести подходящие 
макропараметры. Ограничимся лишь двумя геометрическим характери­
стиками: пористость п и удельная поверхность S  ([•] =  cm2/cm 3 =  1/cm ). 
Общий баланс подкачки водорода из ловушек в процессе равномерного мо­
нотонного (обычно линейного) нагрева Т =  T(t) моделируем соотношением 

=  a(T)w(t) ([a] =  cm /s), где w(t) — концентрация в объеме малых 
пор. Из материального баланса получаем:

dc d2c — dw
(1 — п) dc =  (1 — n)D(T) +  a(T)w(t)S, ndW =  -a ( î> ( t)S 7 .

После интегрирования второго линейного обыкновенного уравнения полу­
чаем одно дифференциальное уравнение для c(t, ж). Начальное насыщение 
по постановке ТДС-равномерно: с(0,ж) =  с, w(0) =  w, ж G [0, L]. Пренебре­
гая накоплением на выходе, принимаем граничные условия dxc(t, 0 ) =  0 , 
(п — 1)Ddxc(t,L) =  bc(t, L). Ловушки, обращенные в вакуум (ж =  L), опу­
стошились при t < to ^  1. Неизвестные значения Do, Е д, ao, E a, bo, E 5 
оцениваются по плотности десорбции J(t)  =  b(T(t))c(t, L), часто известной 
лишь в относительных единицах ( J / J max). Подробнее методы измерений 
обсудим ниже. Для первого приближения (Do, Е д , а) можно принять

a =  0 , Т < Т crit, a =  a > 0 , Т crit, c(t,L) =  0, J  =  (п — 1)D9xc(t,L).

При необходимости нетрудно учесть в форме ловушки определенной емко­
сти возможное существенное накопление водорода на границе с подложкой. 
На этом завершим описание частной модели с учетом пористости.

Влияние деф ектов защ итных покрытий. Чтобы предотвратить про­
никновение водорода (его изотопов) в конструкционные материалы исполь­
зуют защитные покрытия. Актуален анализ влияния дефектов таких по­
крытий (6 8 , 173]. Даже незначительное их количество способно снижать 
эффективность защиты в десятки и сотни раз. В качестве модельной мож­
но рассмотреть следующую задачу. Перегородка трубопровода со стороны, 
контактирующей с водородом, покрыта защитной пленкой, имеющей «про­
боину». Объектом исследования может послужить радиально симметрич­
ная краевая задача с нелинейными динамическими граничными условиями
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(систему обозначений сохраняем прежней, подробнее см. § 7):

, r  G (0, L), z G (0 ,H ), t G (0,t*),
1 d (  d c \  d2 c 
r  d r  \ Г д н  +  dz2

=  M T)p(t) — b(T)q02(t,r)  +  D ( T ) | |  , r  G [0,ro],z=0

_  ы n  лтлдс=  — b(T)q2 ( t,r)  — D (T)—  , r  G [0, L], t ^  0
dt Я dz z=H

q0(t,r)  =  g(T)c(t,r, 0), qff ( t,r )  =  g (T )c (t,r ,H ), 

dc
— (t,r, 0 ) = 0 ,  r  G (ro,L], t ^  0,

dc
—- (t, L, z) =  0, z G [0, H ], t ^  0, 
d r

c(0 ,r,z) =  0, r  G [0,L], z G [0,H ].

Выходной поток десорбции водорода определяется как

J(t)  =  /  b ^ )q ^ ( t , r ) 2 n rd r  (p(t) =  p0 =  const ^  J  st, t ^  t* ).
o H

Вместо условия быстрого растворения q =  gc на (небоковой) поверхно­
сти можно принятв более детализированную модели баланса потоков:

л- ^ ) [1 -  c ( t,r  0)cmix К  — k+^ ) [1 — qo q - L M ^ r 0) =  —D ^ )cz 

k - ^ ) [1 — c ( t ,r ,H  )cmix]qff — k+^ ) [1 — qff q -L ]c ( t,r ,H )  =  D(2 > z  U=h  .

Знакомство со специалвной литературой (даже в упомянутом мини­
мальном объеме) показывает, что для такого «элементарного» элемента 
как водород имеется труднообозримое разнообразие моделей взаимодей­
ствия с твердым телом в зависимости от поставленных целей и задач. 
В экспериментах, описанных в следующем пункте, как правило, лимити­
руют лишь несколько основных факторов. Уровень ошибок оценивается 
в пределах одного-двух десятков процентов. Поэтому для определенности 
остановимся более подробно на модели (1.1)—(1-6), которая является до­
статочно содержательной математически и имеет свою физическую нишу. 
Модель нацелена на задачи, в которых необходимо учесть поверхностные 
процессы: защитные покрытия, пленки, или даже стенки, когда для боль­
ших времен желательно поменьше писать нулей в граничных условиях.
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В заключение текущего пункта приведем некоторые общие соображе­
ния. Зафиксируем, для примера, параметры и набор решений краевой за­
дачи (численное решение прямой задачи не является проблемой). А теперв, 
как это часто делается в условиях вакуумирования, примем нулевые значе­
ния для граничных концентраций. Резулвтат по итогам обработки «экспе­
риментальных кривых» (полученных в силу уравнений (1.1)—(1-6)) будет 
следующим: коэффициент диффузии зависит от концентрации, а по темпе­
ратуре неаррениусовский. К тому же, не существует одинаковых образцов 
и условий эксперимента. Так что следует критически относится к неиз­
бежным дискуссиям, «сенсациям и опровержениям». В частности, целесо­
образно уточнятв, как надежно «измеренный» коэффициент на самом деле 
вычислялся: по какой модели и каким методом. Множество коэффициентов 
с одним и тем же названием обвгано содержит более одного элемента.

1.2 . М ет о д и к а  эк сп ер и м ен тов  и м о д ел ь  и зм ер ен и й

М етод  терм одесорбционной  сп ектром етри и  (Т Д С ) (48]. В камеру 
с лентой из исследуемого металла или сплава подается водород в газо­
вой фазе при сравнителвно болвшом давлении. Лента нагревается элек­
трическим током с целвю увеличения скорости сорбции. После того как 
образец поглотит достаточное количество водорода (до состояния равно­
весного насвпцения), он бвгстро охлаждается (отключается ток нагрева). 
При этом резко падают скорости физико-химических процессов и значи- 
телвное количество водорода остается в образце (в частности, в различного 
рода ловушках). В режиме последующего вакуумирования камеры лента

(Ь)
делах. С помощвю масс-спектрометра измеряется давление молекулярного 
водорода в вакуумной камере, обусловленное десорбционным потоком с по­
верхности (плотности потока десорбции обозначим через Л(Ь)):

Здесв и далее для упрощения обозначений примем сокращенную записи 
(знак тождества трактуется как равенство по определению):

Ь(Ь) = b(T (t)), д (Ь) = g (T (t)), В(Ь) = В ( T (t)), аг(Ь) = ai(T (t)) , в (Ь) = 8(Т (Ь)).

Для метода ТДС выполнены условия симметрии:

р(Ь) = ро(Ь) = ре (Ь), д(Ь) = до(Ь) = де(Ь), со(Ь) = се(Ь), (1.9)

В(Ь)сх (Ь, 0) =  —В(Ь)сх (Ь,£), с(х) = с(£ — х), с(х) = с(£ — х).



1. Модели водородопроницаемости 149

Константа 01 зависит от площади поверхности ленты S (01 =  £$2), 0о и 
02 определяются конкретными характеристиками экспериментальной уста­
новки, в частности, объемом камеры V и скоростью откачки вакуумной 
системы v (0о =  V/v). Выбор модели измерений (1.8) обусловлен опытом: 
впрыск порции водорода в камеру (5-импульс) приводит к резкому скачку 
давления с последующим экспоненциальным затуханием. Уравнение (1.8) 
является классическим в теории измерений. Специфику задачи отражает 
функция J (t). В дифференциальной форме J(t)  =  (p(t)/0o +  p (t))/0 i.

Если дождаться равновесного предварительного насыщения, то в на­
чальный момент времени (t =  0), определяемый повторным нагревом,

c(0,x) =  с =  const, z(0, x) =  e =  const, x G [0 ,4

Значения с, z априори неизвестны. Но в силу уравнений диффузии с обра­
тимым захватом (1.1),  (1.2) они при t =  0 (Г =  Т (0)) связаны соотношением 
aie =  Й2-С. Время t* окончания эксперимента определим условием

p(t) «  0, t ^  t*, c(t*,x) =  z(t*,x) =  0, x G [0 ,4

Какой бы глубокий вакуум ни создавался, наличие давления и взаимодей­
ствие с ловушками приводит к тому, что часть водорода останется в образце

t *
венства следует понимать в асимптотическом смысле. Это согласуется и с 
линейностью уравнений (1.1),  (1.2).  Относительно ничтожной частью газа 
пренебрегают. Скорость нагрева должна быть достаточно высокой, а время 
t *
Замечание 4. При медленном нагреве обычно пренебрегают производной 
давления p(t): J  (t) =  0p(t) =  p (t)/(0o0j). Коэффици ент 0 =  1/(0o0j) опре­
деляется по результатам калибровки прибора. Если точность оценивания 
0
ных единицах (приближенно известно только отношение J ( t ) / J max).

М етод проницаемости [48]. С входной стороны обезводороженной и на­
гретой до фиксированной температуры Т мембраны (перегородки ваку­
умной камеры) скачкообразно создается относительно высокое постоянное 
давление молекулярного водорода ро- С выходной стороны в режиме по­
стоянной откачки водорода измеряется давление в соответствии с моде­
лью (1.8),  в которой следует заменитьр, q нард q̂ . Условия симметрии (1.9) 
отсутствуют, c(0,x) =  c(x) =  0  z(0,x) =  e(x) = 0  x G [0 ,4  Время окон- 

t *
выходных давления и потока: p^(t) =  const J  (t) =  const t ^  t*. Нецелесо­
образно варьировать температуру во времени из-за искажения, вызванного 
(де)сорбцией водорода соприкасающимися с мембраной стенками камеры.
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М етод концентрационных импульсов (М К И ) [102, 107]. С входной 
стороны нагретой до температуры T(t) =  Т мембраны (перегородки ва­
куумной камеры) из исследуемого материала создается давление водоро­
да в газовой фазе po(t) =  p =  const. С выходной стороны производит­
ся постоянная откачка газа вакуумной системой. Через некоторое время 
устанавливается стационарный выходной поток водорода J  =  const. За­
тем на входе периодически включается и выключается диссоциатор (воль­
фрамовая нить накаливания). Это позволяет в подповерхностном слое со­
здавать практически прямоугольные импульсы концентрации растворен­
ного водорода. Период подбирается так, чтобы при выключении диссо- 
циатора выходной поток газа успевал падать до уровня J , а при вклю­
ченном — монотонно возрастая, выходить на горизонтальную асимптоту 
(J  ^  Jh =  const > J ). Таким образом, период достаточно велик. Если 
проникающий поток недостаточен, вместо нити накаливания используется 
тлеющий разряд, экспериментальные возможности МКИ достаточно раз­
нообразны [102,103,105,107].

Периодическое включение диссоциатора на входе, резко повышающего 
скорость проникновения водорода в объем мембраны, приводит в первом 
приближении к ступенчатой подповерхностной концентрации:

co(t) =  c(t, 0) =  Qo +  (—1)kQi, t G (kn/w, (k +  1)n/w), (1.10)

k =  0 ,1 , . . . ,  Qo > 0, Qi > 0, Qo — Qi > 0, 

co(t) =  Qo — iQ i У '' , , 0 2(nn)-1 exp(inwt) =^-^n=±1,±3,...

=  Qo +  Q 1 > 4(nn)-1 sin(nwt).—'«,= 1,3,...

В дальнейшем удобно использовать комплексную форму рядов Фурье. Мо­
ментам времени kn/w соответствуют относительно быстрые переходные 
процессы, которые в первом приближении не учитываются. Изменения кон­
центрации co(t) считаются практически скачкообразными. Для этого ча­
стота w выбирается малой. Прямое измерение концентрации весьма затруд­
нительно. Поэтому, зная характер изменения входной концентрации (1.10), 
считаем величины Q o Q 1 заранее неизвестными. Когда включен диссоци­
атор, динамическое уравнение (1.5) для входной концентрации co(t) не 
используем — оно для контакта поверхности с молекулярным водородом. 
Модель (1.10) можно использовать «наполовину»: на полупериодах с вклю­
ченным диссоциатором полагаем co =  Qo +  Q 1, а на остальных полуперио-

co
нения (1.4), (1.5) с начальными данными qo =  (Qo +  Q O/g. Выбор варианта 
определяется материалом и условиями эксперимента.
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2 .  И с с л е д о в а н и е  к р а е в о й  з а д а ч и

С Д И Н А М И Ч Е С К И М И  Г РА Н И Ч Н Ы М И  У С Л О В И Я М И

Перейдем к вопросам математической корректности модели, доказатель­
ствам существования и единственности решений краевых задач. В терми­
нологии следуем в основном [60]. Остановимся подробнее на краевой зада­
че для метода термодесорбционной спектрометрии (ТДС). Изменения для 
других экспериментальных методов не являются принципиальными.

2 .1 . Р а зр еш и м о ст ь  к р аевой  за д а ч и  Т Д С

После интегрирования линейного уравнения (1.2) система (1.1),  (1-2) преоб­
разуется в интегро-дифференциальное уравнение с частными производны­
ми. На границе с учетом соотношений (1.8), (1.9) получаем динамические 
условия: нелинейные интегро-дифференциальные уравнения, содержащие 
диффузионные потоки к поверхности мембраны. Непротиворечивость та­
кой модели следует доказать. Уравнения (1.1)—(1-6) можно рассматривать 
безотносительно к измерениям (1.8) и экспериментальным методам, считая 
po(t), 'Pi(t) заданными функциями времени. Выкладки лишь упростятся. 
Учет того, что po(t) и (или) 'Pe(t) могут содержать обратную связь, делает 
задачу более содержательной. Поэтому сразу будем рассматривать полную 
модель с учетом «экспериментального вмешательства» в ( 1 .1 )—(1-6).

Предполагаем, что Т £ C 1 [0, t*], 0 < Т -  ф T(t) ф Т +, р = const. 
При необходимости можно учесть зависимость от времени p(t) = p(T(t)), 
заменив в выкладках ps(t)  на функцию S(t) = p(t)s(t).  Зависимость 
коэффициентов от температуры аррениусовская (что непринципиально): 
D(t) = D(T  (t )) =  Do exp{- E d / [RT  (t)]}, . . .  Начальные концентрации по­
стоянны: c(0,x) = с, z(0,x) = z, x  £ [0,£], хотя ниже достаточно опреде­
ленной гладкости и симметричности с(х) = с(£ — х), С(х) = z(£ — x).

x

После подстановки в (1.1) получаем в области {(Ь,х)} = (^1* = (0,Ь*) х (0,£) 
интегро-дифференциальное уравнение диффузии с обратимым захватом:

В дальнейшем обычно используем сокращенную запись Q * =  Qt t .

z ( t , x ) = e x p  a2(s) ds a2(s) d ^ a 1(r)c(r,x)  dr.

+ a2(t) a2(s) d ^ a 1(r)c(r,x)  dr. (2.1)
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Замечание 1. Операция пока проделана формально, поскольку аналити­
ческие свойства с(£, х) уточнены ниже. Изложение будем вести в терми­
нах обобщенных решений [60]. Покажем, что с € Н  1,2(ф*), т.е. функция 
с € Ь 2(ф*) имеет обобщенные производные с*, сх, схх € Ь 2(ф*). Тогда 
функция г(£,х), определенная интегральной формулой, также принадле­
жит Н  1,2(ф*) и является единственным решением линейного по г уравне­
ния (1.2) с начальными данными г(0, х) =  г (Ух € (0, ф ) . Имеем интеграль­
ную и дифференциальную запись одного и того же соотношения.

Начальные и граничные условия следующие:

с(0,х) =  с, х € [0 ,4  с0(£) =  сф£) =  д(£)д(£), £ € [0,£*],

=  ^в(£) ехр{(т — £)0-1}Ь(т)д2(т) Лт — Ь(£)д2(£)+ (2.2)

+  Б(£)сх(£, 0), сх(£, 0) =  — сж(М ), д(Т(0)е д(0) =  с.

Следует уточнить класс функций, в котором будем искать решение кра­
евой задачи. Прежде всего, естественно потребовать непрерывность кон­
центрации с(£, х) в замкнутом прямоугольнике ф* =  [0, £*] х [0 ,4  Концеп­
ция обобщенных решений отражает тот факт, что «исходные» дифферен­
циальные уравнения выводятся из интегральных соотношений материаль­
ного баланса. Поэтому подходящим является включение с € Н 1,2(ф*).

В ограниченном прямоугольнике ф* элементы Н 1,2(ф*) равномерно 
непрерывны [7] и, следовательно, продолжимы по непрерывности на за­
мыкание ф*. Подразумевая такое продолжение, ограничение с € С(ф*) 
считаем следствием с € Н  1,2(ф*). При этом следы с(£, •), с(-,х) элемен­
тов с € Н 1,2 понимаем в обычном смысле — как непрерывные функции 
с(£, х) одного аргумента при фиксированных £ € [0,£*] м и  х € [0 ,4  Следы 
сх(-, 0 )  сх(-, ф являются в общем случае лишь элементами Ь2[0, £*]. Тогда 
равенство сх(£, 0) =  —сх(£,ф понимается в смысле почти всюду на отрезке 
[0, £*], а в правой части уравнения для д(£) имеем слагаемое из Ь 2[0, £*]. 
При этом в начальный момент времени £ =  0 должно быть соу =  дд =  с.

( )
функцию с € Н  1,2 (ф*), удовлетворяющую уравнению диффузии  (2.1) 
при почти всех (£, х) € ф* и  согласованным симметричным краевым 
условиям (2.2) в смысле теории следов. При фиксированной функции  
сх(-, 0) € Ь 2[0 ,£*] решение интегро-дифференциального уравнения с на­
чальными да иными  д(0) =  с/д(Т(0)) понимается в смысле Каратеодори.

Опишем в общих чертах «путь», приводящий к решению краевой зада­
чи (2.1)—(2.2). Фиксируем для уравнения (2.1) симметричные начальные
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данные c(0,x) =  с (или c(0, x) =  c(0,£ — x), x G [0,£], в более общем случае) 
и граничные условия первого рода, считая функции co(t) =  c^(t) G H  1[0,t*] 
заданнвши. Корректнее писатв coy G H 1 м и  coy(-) G H 1. Но в дальнейшем 
по контексту под f  (ж) понимаем как значение функции f  =  f  (■) в точке ж, 
так и саму функцию, если желательно подчеркнуть аргумент. Знак тож­
дества здесь (по контексту) означает эквивалентность записи. Указанные 
вспомогательные граничные условия I рода (Дирихле) определяют симмет­
ричное решение п. в.

c(t, ж) =  c (t,£ — x) G H  1,2(Q*),

для которого cx(t, 0) =  — cx(t, £) п. в. в (0, t*). Подставим функцию времени 
cx(-, 0) G L2 [0, t*] в интегро-дифференциальное уравнение в (2.2), которое 
введением дополнительной переменной сводится к системе двух обыкно­
венных дифференциальных уравнений. Пусть абсолютно непрерывное ре­
шение q(t) с начальными данными q(0) определено на отрезке [0, t*]. Если 
выполнено оставшееся условие c0(t) =  g(t)q(t), то модель обоснована. Та-

[0, t*]
можно проделать «замкнутый круг» и вернуться к исходным co(t), c.g(t). 
Из физических соображений необходима единственность решения.

Пусть решение п. в. существует. Укажем некоторые следствия. Посколь­
ку cx(-, 0) G L2[0, t*], то решение q(t) интегро-дифференциального уравне­
ния (2.2) принадлежит H  1[0,t*] — является абсолютно непрерывной функ­
цией на [0, t*], производная которой существует почти всюду (в классиче­
ском смысле) и принадлежит L2[0, t*]. Поэтому и coy(t) G H  1[0,t*]. Кроме 
того, как следует из (50, с. 158], c(t, ■) G H  1[0,£] для любого t G [0, t*], при­
чем c(t, ■) непрерывно зависит от t в норме H  1[0,£]. С ростом гладкости 
согласованных краевых условий задачи будет расти и гладкость решения.

Вспомогательные утверж дения. Воспользуемся следующим результа­
том теории линейных краевых задач I рода (60, с. 372-375].

Т е о р е м а  1. Решение п. в. краевой задачи (в прямоугольнике Q*) 

ut =  uxx +  f, (t,x) G Q*, f  G L2(Q*),

◦ 1
u(t, 0) =  u(t, £) =  0, u(0, ■) =  p  GH 1[0, £], 

существует, единственно и удовлетворяет неравенству

У u Ня 1'2(Q*) ^  С ( У p  Ия![o,C] +  У f  IIl ^Q*)) ,

в котором константа C > 0 не зависит, от, функций ( p u f .
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Рассмотрим в области (^* = (^1* = (0,Ъ*) х (0,£) уравнение 

дс д2с I^
—  = О(Ъ)—-^  — а1(Ъ)с(Ъ,х) + Н(Ъ,т)с(т,х) дт + Ь(Ъ,х), (2.3)
дЪ дх ']§

Н(ъ,т) е С ([0,Ъ*] х [0,Ъ*]), Ь(Ъ,х) е  Ь2(Я*).

Зададим согласованные краевые условия первого рода:

с(0,х) = д(х) е  Н 1[0,£], с0(0) =  д(0), щ(0) = д(£), (2.4)

с(Ъ, 0) =  со(Ъ), с(Ъ,£) = се(Ъ), со(Ъ), с£(Ъ) е Н : [0, Ъ*].

Для произволвного элемента с е Н 1,2 ̂ * )  определенв1 (60] следв1

с(0, ■ ) е  Г 2[0,£], с(■, 0), с(■ ,£) е  Ь2[0,ъ*].

Под решением п.в. (почти всюду) краевой задачи (2.3), (2.4) в ограни­
ченном замкнутом прямоуголвнике Q* понимаем такую функцию с(■, ■ ) из 
Н 1,2 = Н 1,2^ * ), которая удовлетворяет уравнению (2.3) почти всюду в Q*, 
а указанные следв1 принадлежат пространствам Н  1[0, £] Н  1[0,Ъ*] и подчи­
нены краевым условиям (2.4) для заданных функций д(х), со(Ъ), с/(Ъ).

Т е о р е м а  2. Решение п. в. краевой задачи (2.3), (2.4) в прямоугольнике Q* 
существует, единственно и удовлетворяет неравенству

У с \\п1,2 ^  А (  У д \ \пДД  +  У Ь 11̂ 2 +  У со Инуощ] + У се НяДод*]), (2-5)

в котором константа А  > 0 не зависит от функций д, Ь, с0, с/.

Смысл оценки — непрерывности решения краевой задачи по входным 
данным. Константу А  можно выбратв независимо от Ъ* е  (0, Ъо] - Момент 
времени Ъо > 0 — произволвный фиксированный. Сужению граничнвгх 
условий с0(Ъ), щ(Ъ) на отрезок времени [0, т ], т < Ъ*, и функции Ь на об­
ласти Qт = (0,т) х  (0, £) соответствует сужение решения с(Ъ,х) на Qт.

Доказательство. Введем новую переменную п(Ъ,х):

с (Ъ ,х )= ех р | —J  а1дт^ п(Ъ,х) + 1 [хсе(Ъ) — (х — £)с0(Ъ)], (2.6)

дп д2п — —
—  =  Б(Т(Г)) дхх2 +  J  Н(Ъ,т)п(т,х) ёт + Ь(Ъ,х), (2.7)

Ь = е х р а Д т ^ ^ Ь  + 1 J  Н  (Ъ,т)(хщ(т) — (х — £)с0(т))дт 

— £-1 [хс/Д) — (х — £)с0(Ъ)'] — а1£-1 [хсе(Ъ) — (х — .
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После монотонной замены времени £ о  в,

в =  /  ^ ( т ) ^т, в(£) =  4 4  > 0, 
30

(2 .8)

для ц(в,ж) =  и(Дв), X  получим краевую задачу в 4 ,  =  (0, в*) х (0Д): 

д 2г>
(в,ж) +

0
дж д 4  [ 5
тщ(в,ж) =  — (в,ж)+ Д(в, ^)ж(^,ж) ^  +  г(в, ж), (2.9)
дв дж Уо

г(в,ж) =  £ - 1 (Дв))/г(Дв),ж) е  4 (4 « * ) , в* =  в(£*), 

ж(0, ж) =  ^(ж) — 4 1 [жсД0) — (ж — ф с0(0)] =  <~(ж) е  Н  1[0, 4  

Я(в, V) е  С ([0,в*] х [0,в*]), ж(в,0) =  Д вД ) =  0, в е  [0,в*].

Рассмотрим теперв итерационную процедуру в замыкании 4  :

4 0)(в,ж) =  0, ^дв“  (в, ж) =  ддж2_  (в, ж) +  /  (Й)(в,ж), 

/ (й)(в,ж) =  /  Д(в, V) 4 й-1)4 ,  ж) ^  +  г(в,ж), к ^  1,
0

4 Й)(0,ж) =  <~(ж) е  Н ^ 0 ,4  4 й)(в, 0) =  4 й)(вД) =  0, в е  [0, в*].

По теореме (60, с. 372] (см. с. 153) Vк ^  1 при фиксированной функции 
4 -1) решение п.в. 4 ^  (в, ж) е  Н  1,2( ^ ^ ) существует, единственно и

(2 .10 )

I 7?(  ̂II < А 1г  Пн 4 0 ,* )  < 4 Нн1 [0,̂ ] +  II/ (А Ь2(Фа* ) (2 .11 )

где константа 4  не зависит от функций / (4
в* в0 е  (0, в*)

изменяя при этом константу 4 .  Действителвно, положим

/0 ) =  / (л), в е  (0, во), /0 ) = 0 ,  в е  (во,в*).

Соответствующее функции /0 ^  решение ^0^) будет совпадать с V4  в обла­
сти 4 0 =  (0, в0) х (0, ф как элемент пространства Н  1,2( 4 0). Достаточно 
рассмотреть однородную краевую задачу для — V4  в области 4 0 и 
воспользоваться оценкой типа (2.11). Следовательно, Vв0 е  (0, в*]

II =  11441 < ЦД41
; 11н ̂ ( ^ ) =  1^° Нн1-2̂ ) < 1^0 Н н 4 4 ) (2 .12 )

< 4 ~ н +  н / 4 н 4 1  н 1 [0У] +  11/0 1 4 ( 4 ) =  41 н 1 +  II/(4
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имеемДалее, для -ш(1) =  -и(1), -ш(к+1) =  Д к+1) — -и(к), к Д 1,

д-ш^+В д 2ад(к+1) (к+ р / \
дв (в,х) =  дх2 (в,х) +  д( + )(в ,х )

д(к+В(в,х) =  I  Д (§,^) -ш(к)4 ,  х) ^ ,  (в,х) € ф 5*, 
ао

ад(к+1) (0, х) =  0, ад(к+1) (в, 0) =  ад(к+1) (вД) =  0,

х € [0 ,4  8 € [0,8*]. Отсюда в силу оценки (2.12) для произвольного 
значения в € (0,8*] получаем следующую цепочку неравенств:

1И*+1)ПН Д а 2 11д(к+1)Ь №з) =

=  У  Щ  ^ (£1, V) ад(к)(д  х) ^Д^х Д

/*Е л £ /* *1
Д А2 /  /  Е 2(Д ^ )  -ш(к)2Д, х) ^ ^ Д ^ х  Д

1 о о о

Д А2 Е 2 J  Д ||щ (к) ||^2 ^Д Д А2 у  Д | |^ (к)||Н ^Д , (2.13)

^ 2  =  Д2(ф*1), Н  =  Н  1,2(ф*1), А2 =  А1Е , Е  =  т а х |Е |.  

Воспользуемся оценкой (2.13) многократно:

||ад(к+1 )|Н 1.2(д ,*) Д А2 У  1Дд41 )Л£1 Д

Д А 4У  *1 /  £2||ад(к-1)||Н 1,2(д42) М 1 д  . . .  Д

Г 1*1 Г*к-1 2
Д А2к J  д у  . . .  Д -1 у  Д  |ад(1)|я  1,2(д^) ^Д . . .  Л£1 Д (2.14)

2 /" ̂  * /" *1 Г*к-1
Д А2к ||^ (1)|Я1,2(д^ ̂  Д у  . . . £ к - 1 у  Д  Л£к . . Д Д  =

=  А3А2к в*к (2к Д ^ ,  к Д 1, А3 =  Цм(1)||н  1,2(дв * ) =  !^ (1)|Я 1,2(дв * ).
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Элементы зз(к е Н  1,2̂ в * ), к ^  1, являются частичными суммами функци­
онального ряда и (1) +  и (2 +  и (3 + . . . ,  который мажорируется сходящимся 
числовым (достаточно воспользоваться признаком Даламбера):

Ни;(1)Н +  +  1 и (к+1) II +  <IIй  11н  1,2^ в*) + . . .  + IIй  \\н1,2(я3*) + . . .  <

< Аз + . . .  + А зА 2вкк(2кк\)-1/2 + . . .  = А3А4 . 

Поэтому последовательность сходится к V е Н  1,2̂ в * ), причем 

у (0)(в,х) = 0 ^  / (1)(в,х) =  г(в,х)  ^

^  А з = ^ ( ) ||н 1,2(дв*) < А 1 [Н^Нн1^ ,/ ] +  ( И ^ ^ * )] ^  (2.15)

^  НvНH 12(Яа*) < А 3А 4 < А1А4[||ф ||н 1[0Д + НrНL2(Qs*) ].

Переходя к пределу при к ^  в итерациях (2.10), заключаем, что функ­
ция зз(в,х) е  Н 1,2 ) — решение п. в. краевой задачи (2.9).

Если предположить, что существует еще одно решение у(в,х) ,  то для 
зз(в, х) — у(в, х) получаем однородную краевую задачу: г(в, х) = 0  ф(х) = 0. 
Из оценки (2.15) следует v(s,x )  = у(в,х)  в Н 1,2̂ з*). Замены переменных 
по формулам (2 .6 ), (2 .8 ) гарантируют включение с(Ъ,х) е  Н 1,2 )•

Докажем оценку (2.5). Возвращаясь к времени Ъ, из (2.15) имеем:

11п 11н 1,2^*) < А ь[ 11ф11н  1[0,е] + 11Ь 1̂ 2^ * )] , (Ф* = Ы .

Воспользуемся определениями неоднородности Ь(Ъ,х) в уравнении (2.7) 
и начальных данных ф(х) для дифференциального уравнения (2.9):

Н\ФНн1[0Д < НфНнД0Д + (3-1£ + £-1)1/2[с/(0) + с0 (0 )] <

< 1М1нД0Д +  А 6 [11с/ Нн 1 [0,**] +  Ы н М0Щ]],

НhНL2(Q*) < Ав[ Ш\L2(Q*) +  Нс0 Н н 1 [0,**] +  Нс/ Нн 1[0,**]] .

Здесь учтено, что Н 1 вложено в С: Ц ■ Не < А 7 Ц ■ Нн 1- Окончательно

11п 11н 1,2^*) < - Ч  НдНн Д0Д + НhНL2(Q*) + Нс0Нн 1[0,**] +  Ы н  М0Щ]] 

и справедливость оценки (2.5) теперь следует из представления (2.6). □

При с0(Ъ) = с/(Ъ), ф(х) = с доказательство упрощается: выражения 

[хс/(Ъ) — (х — £ ) Ы ) ] £ - 1 , [хс/(Ъ) — (х — £)с0(Ъ)]£-1

равны соответственно ^(Ъ), (Д(Ъ) , а функция ф(х) равна нулю.
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С л е д с т в и е . Пусть условия задачи (2.3), (2.4) симметричны:

<̂ (ж) =  — ж), е0(£) =  еД£), ЛД,ж) =  ЛДД — ж) п. в. в ^*.

Тогда в области Q* и почти всюду в интервале (0, £*)

е(£,ж) =  е(£Д — ж), еДД 0 ) =  —еДД ф.

Действительно, для функции ~(£, ж) =  е(£Д — ж) получаем ту же краевую 
задачу, что и для е(£, ж). Вследствие единственности справедливо

~(£,ж) =  е(£,ж) е  Н 1>2̂ * )  ^  ~(£,ж) =  е(£, ж) V(£,ж) е  Q*.

Равные в пространстве Н  1’2(Q*) элементы определяют равные в простран­
стве Т2 [0 Д*] следы ех(£, 0 ) и выполняется равенство ~х(£, 0 ) =  —еж(£Д).

Замечание 2. функция г е  Н  1’2(Q*), определенная уравнением (1.2), име­
ет непрерывную производную по переменной времени £. При этом функция 
г (£, ж) продолжается по непрерывности на замыкание ^ етеды г(£, •), 
г(-,ж) можно понимать как г(£,ж) при фиксированных £ е  [0,£*], ж е  [0,Д  
Более того, справедливы включения е(£, •), г(£, ■) е  Н  1[0,^] V£ е  [0, £*]. 
Зависимость по переменной £ непрерывная в норме пространства Н 1 [0, ^].

Замечание 3. Рассмотрим (2.3) как общий вид семейства уравнений (2.1) 
при Т е  С 1[0,£*], Т(б) е  [Т- ,Т +], Т -  > 0, с краевыми условиями (2.4) и 
произвольной функцией ф е  Д [0 , ]̂ вместо г . Тогда в оговоренном классе 
температурных зависимостей коэффициентов справедливо неравенство

IIе Ун 1>2(д*) < 4  1М1н 1[0,̂ ] +  Н^Н^Р/] +  Ы н  1[0,**] +  И^Ин1^ * ] ] ,

где константа А не зависит не только от ф  С0 , е ,̂ но и от допустимой 
реализации Т(Ь). Действительно, определим г * условием

д*
/ ^ ( т ( т ) ) ^ т  < г* VI’(■).
0

Например, г* =  ^(Т+)£*. В уравнении (2.10) в области Qst положим / (^) 
произвольной функцией из ^ 2^ « * ) и Д Д в , 0 ) =  Д Д в Д ) = 0  в е  [0 , г *].

в* =  в *
ции Т(-) константой А1 («коэффициент диффузии» в (2.10) равен едини­
це). В силу неравенства (2.12) такой оценкой можно пользоваться и при 
в* < г* независимо от допустимой реализации Т(-). Далее, в оценках (2.13) 
норма ||Я ||с  равномерно ограничена по Т(-) и можно выбрать константы 
А2, А4 , А5 независимо от Т(-). Из аналогичных соображений определим
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А8 =  А§(Т(-)). Константа А7 (А6) зависит от £*, то не от Г(-). Остается вос­
пользоваться конкретным видом функции Н(£, х) в уравнении (2.1). Если 
ф(х) € Е2[0,С] подставить вместо с и в  г(£,х), то г* € Г 2(ф*) и уравне­
ния (1.2), (2.1) удовлетворяются п.в.. Гладкость функций с(£,х), с(£,х), 
естественно, зависит от гладкости начальных данных д, ф

Основные теоремы. Вернемся к краевой задаче (2.1), (2.2). Рассмотрим 
уравнение (2.1) с симметричными краевыми условиями I рода

с(0,х) =  с, со(£) =  сф£) € Н 1 [0,£*], с0(0) =  сф0) =  с.

Поскольку выполнены все предположения следствия из теоремы 2, то необ­
ходимо варьированием функции со(£) добиться выполнения оставшегося 
динамического ограничения в краевых условиях (2.2):

Л
(д-1(£)со(£)е =  —Ч ^ д -2 ^ ^  +  0)+

+  ц в (£ )в ^ е х р { (т  — £)в-1}Ь(т)д-2 (т)с°(т) ^т, со(0) =  с.
о

Обозначив

Ц £) =  I  ех р {тв-1}Ь(т)д-2 (т)с°(т) ^т, 
о

перепишем уравнение в форме системы:

со(£) =  д-1(£)^ (£)со(£) — ь(£)д-1(£)со(£) +

+  д ^ Б ^ с ф г ,  0) +  д(£)цв(£)в1 ехр{—£в-1 }ад(£),

гё(£) =  Ь(£)д—2(£) ехр{£в-1 }с°(£), со(0) =  с, -ш(0) =  0.

Перейдем к более общему рассмотрению. В предположениях следствия 
о симметричности краевой задачи (2.3), (2.4) определим при фиксирован­
ных данных Н € Г 2(ф*), д  € Н  1[0,С] операторы

С(и) : Н 1,2(ф*) ^  Г2[0,£*], С(и)(£) =  (£, 0), (2.16)

Е(со) : О С Н  1[0,£*] ^  Н  1,2(ф*), Е(со)(£,х) =  с(£,х). (2.17)

Здесь с(£, х) — решение п. в. задачи (2.3), (2.4); Н(£, х) =  Н(£,С — х) п. в.;

д(х) =  д(С — х), со(£) =  сф£); О =  {со € Н 1 [0, £*] | со(0) =  д(0)}.
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Анонсируем некоторые утверждения, доказанные ниже. По известному 
свойству следов функций из пространства H 1,2(Q*) [60] оператор G линеен 
и непрервтен. С учетом оценки нормы решения ||с|| имеет место липшице- 
воств оператора GF  на множестве своего определения Q:

\\GF (cоО -  GF(c°2)\\L2[0>tt] < A \ \c01 -  c°2\\Hi [0>tt].

Константу A  можно выбрать независящей от параметра t * G (0, to] и вход- 
h b i x  данник coi G Q = Q(t*). Разности двух решений п. в. (почти всюду) 
Ci(t,x) = F(c0i)(t, x) является решением п. в. c0(t,x) = F (c01 — c02)(t,x),  
для которого в теореме д  =  0  h = 0. Сужению функции c0 на отрезок вре­
мени [0, т], т < ^соответствует  сужение G F  (c0) на [0,т]. Подчеркнем, 
что функции c0(t) и < (̂x) являются зависимыми (c0 (0) =  д(0)). Операторв1 
F, GF,  вообще говоря, нелинейны — их множество определения Q не яв­
ляется линейным пространством в случае д(0) = 0. Значения операторов 
F  GF
h, д. Аргументом является функция c0 G Q = Q(^,t*), c^(t) = c0(t). 

Система уравнений для cy w имеет следующий общий вид:

c0(t) = f i ( t , c 0(t),w(t)) + g(t)D(t) G F (c0(■ ))(t), (2.18)

W(t) = f<2 (t, c0(t)), c0 (0) =  д(0), w (0 )= 0 .

Обозначение c0 ( ■ ) оттеняет тот факт, что текущие значения слагаемого 
определяются с учетом значений функции c0 : [0, t*] ^  R. Точнее, исполь­
зуются c0( t ), т G [0,t], т. е. соотношение (2.18) не является системой с опе­
режающим аргументом. Сложности заключается в том, что непрерывность
правой части формулируется с учетом производной ф  (в норме простран- 

H 1

ствием (45,81] системы с подобными свойствами относятся к нейтральному 
типу и требуют более сложной техники исследования решений.

Л е м м а  4. Оператор G F является липшицевым на множестве Q.

( )
ства H  1,2(Qt.t ) [60] оператор G(u) (u G H 1,2) линеен и непрерывен:

IIG(u)llL2[0,tt] ^  A 0||u||H1>2(Qt), A 0 = Q* = Qtt .

Следовательно, с учетом (2.5) для GF : Q ^  L 2[0,t*] справедливо

llG F  (c0) | L2[0,t*] ^  Al ||h llL2 (Q*) +  A 2 Ilд  IIh 1[0Д + A3||c0||h  1[0,t»]. (2.19)
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Константы Ai (отличные от Ai в доказательстве теоремы 2) не зависят от 
h, Д, Со. Из дивнейш его станет ясно, что A3 целесообразно выбрать по воз­
можности минимальной. Разносов G F (С01) — G F (С02) =  G (F (С01) — F(co2)) 
представляет собой след dx|x= 0 (c1(t,x) — c2(t, ж)) разности двух решений 
п. в. симметричных краевых задач (2.3), (2.4) с равными функциями h, д 

со1 со2
(2.3), (2.4) c h  =  0  д  =  0 с0 =  с01 — с02. Условие согласования выполнено 
(с0 (0 ) =  0), поэтому в силу неравенства (2.19) справедливо

||G F  (с01) — G F  (c02) ||L2[0,t* ] ф A3||c01 — с02 | я 1[0,*„ ] • (2.20)

□
Для оператора L =  gD G F в (2.18) в качестве константы Липшица 

можно взять A4 =  A3 m ax{g(t)D (t)}, t G [0,t*]. В контексте замечания 3 
возможен выбор A4 независимо от реали зации T  (t). В неравенстве (2.20) 
формально A3 =  A3(t*). Однако в последующих построениях потребуется, 
возможно, уменьшать t*. Необходима уверенность, что при t* ^  0 (т.е. на 
некотором промежутке (0 ,ф ]) можно пользоваться оценкой (2 .2 0 ) с неза­
висящей от значения t* G (0, ф] константой Липшица. Сужению функции 
c0 (t) на отрезок [0,ф], î* < t*, соответствует сужение G F (с0) на [0,ф].

t* =  t0

Q =  П(ф) =  {с0 G H 1 [0, t0] | С0(0) =  д(0)2 

выполняется оценка, (2.20). Тогда Vt* G (0, t0]; Vc0i G Q(t*)

||G F(c01) — G F(c02) ||L2[0,t*] ф A3 (l +  4 1t0 - | c01 — c021Hi [0,tt]• (2 .2 1 )

Доказательство. Фиксируем c0i G Q(t*) и определим

C0i(t) =  C0i(t), t G [0, t*], C0i(t) =  C0i(t*), t G [t*,t0].

Тогда в области Q* =  Qt* =  (0, t*) x (0, ф и почти всюду в (0,t*)

C0i G П(ф), ci(t,x) =  F(c0i)(t,x ) =  Ci(t,x) =  F(c0i)(t,x),

dX (t, 0) =  G F  (c0i )(t) =  IX 1 (t, 0) =  G F  (C0i)(t).

Из оценки (2.20) для интервала (0, t0) следует неравенство
2 2  

llG F (с01) — G F (с02) | l 2[0,t»] =  llG F (î01) — G F (î02) | l 2[0,t*]

ф | | G F ( î 0 1  ) — G F (С02)|^2[0,*о] ф A 2 ||î0 1  — Î02 |Hl[0,to]

=  A2 [llc01 — c02 У H l [0,t * ] +  [c01(t*) — c02( t *) ]2 ( t0 — t *)  •
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Далее, поскольку е01(0) — е02(0) =  Д 0) — ^>(0) =  0, то выполнено

Сщ(£* ) — С02(£*)| =  / [<ё01(т) — е02(т )]^т <

^  .1/2 II • . Н ^  .1/2 Н II
< £* ||е01 е02||£2[0,**] < £* ||е01 е02||н1[0Щр

||С ^  (е01) — (е02)Нь2[0,4*] < А3[1 +  £*(£0 — £*)] ||е01 — е02 Н н 1 [0,̂ *].

□
Обобщая систему с последействием (2.18), приходим к следующему типу 
векторных функционально-дифференциальных уравнений:

ж(£) =  /(£, ж(£)) +  Ь(£, ж*(-)), ж(0) =  ж0 е  и. (2.22)

Здесь и  — область в М” ; вектор-функция /  непрерывна и локально лип- 
шицева по ж в облает и (£ 1, £2) х и  Э [0, £0] х и ; функциональный элемент 
ж*(-) =  ж ('): [0, £] ^  и  является сужением вектор-функции ж(-) на отрезок 
времени [0, £]. Относительно отображения Ь предполагаем следующее:

1) Ь(£, ■): П(£) ^  М” , £ > 0, П(£) =  { у(-) е  Н” [0, £] | у(0) =  ж0 };

2) для произвольных £* е  (0, £0  ̂ и у(-) е  П(£*) функция Л(-) со значени­
ями Л(£) =  Ь(£, у *(•)) принадлежит пространству Ь” [0,£*];

3) операторы у(-) ^  Л(-) (параметром служит момент £* е  (0,£0], время 
£0 фиксировано) равномерно липшицевы, т. е. справедливы оценки

|Л1(-) — М О ^ р ,* * ]  < В  Н у1(-) — у2(-)Нн1 [0,**], (2-23)

где Уг(') е  П(£*), а константа В те зависит от £* е  (0, £0]. 

Преобразуем уравнение (2.22) в интегральное:

ж(£) =  ж0 +  /  / (т, ж(т))^т +  /  Ь(т, жт (-))^т,
0 0

Запишем его в операторной форме V£* е  (0,£0]: 

ж(-) =  ж0 +  Ф(ж(-)) +  Л(ж(-)),

Ф: Н 1 ([0,£*], и ) ^  Н” [0,£*], Л: П(£*) ^  Н” [0,£*],

Ф (ж(-))(£) =  [  /  (т,ж(т))^т, Л (ж(-))(£) =  [  Ь (т, жт (-))^т.
0 0

0
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( )
ж(') е  Н ^[0 ,£* ],и ), которая удовлетворяет (2.22) почти всюду на рас­
сматриваемом отрезке времени [0, £*] и заданному началвному условию 
ж(0) =  ж0 . Для оператора ж0 +  Ф +  Л это решение является неподвижной 
точкой в пересечении 0(£*) П Н ^ [0, £*], и ) . Обозначаем через ж0 вектор 
или вектор-функцию ж(£) =  ж0 в зависимости от контекста.

Вначале рассмотрим более простой случай /  =  /  (£).

Т е о р е м а  3. Пусть В < 1. Тогда при £* < (В -2 — 1) 1/2 решение п. в. на 
отрезке времени [0, £*] функционально-дифференциального уравнения

ж(£) =  Ь(£,ж*(-)) +  {(£), ж(0) =  ж0 е  и  =  М” , (2.24)

существует в допустимом множестве 0(£*) и единственно для любой 
{(•) е  Ь” [0,£*]. Отображение £(•) е  Ь” ^  ж(-) е  Н” непрерывно.

Доказательство. Запишем задачу в операторной форме:

ж(-) =  ж0 +  Л(ж(-)) +  п(-), п(£) =  /  С(т) йт. (2.25)
0

Определим итерационную процедуру

ж(к+1)(£) =  ж0 +  Л(ж(к)(■))(£) +  п(£), к ^  0, ж(0)(-) =  ж0. (2.26)

Тогда для к ̂  1 справедлива следующая оценка (чтобв1 избежатв двух
жт жт

обозначаем Ь 2 =  Ь” [0, £*], Н 1 =  Н” [0,£*]):

||ж(к+1) — ж(к)нн 1 =  ||Л (ж(к)) — Л (ж(к-1))Н2н 1

tС* 2
/  [ь (т,жТк)) — ь (т,жТк-1)) ]йт _ +  | ь (£,ж(к)) — ь (£,ж(к-1)) ! ^ 2

.7 0 42 2

< £1/2| Ь (т,жТк)) — Ь (т,жТк-1))| 4П [0,*]
2 +  В 2 Нж(к)  ж(к- 1) | 2+  В ||ж^  ||н  142

< £*Ць(£,ж(к)) — Ь(£,ж(к 1))Н4 +  В 2|ж (к) — ж(к 1)| 2> * 7 -'Щ > "О 7 ||Ц2 1 II Пн1’

||ж(к+1) — ж(к) нн 1 < В 2(1 +  £2) |ж (к) — ж(к-1) нн 1.

( ) 1/2
Следователвно, при £* < (В -2 — 1) ' имеет место неравенство

Цж(к+1) — ж(к) Нн 1 < яЦж(к) — ж(к-1) Нн 1, Я =  В(1 +  £*)1/2 < 1,
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и ж(к)(-) сходится к ж(-) € Н  \  Поскольку сходим ость в Н 1 влечет сходи­
мость в Сга[0Д*] и ж(к)(0) =  ж0, то ж(0) =  ж0 и ж(-) € П(£*)- Переходя к 
пределу в итерациях (2.26) заключаем, что ж(-) — искомое решение.

Предположим, что существует другое решение у(-) € П(£*). Тогда

||ж(0 -  У(') | Я1 =  НЛ (ж(0) -  Л (У('))1я1 ^  «1ж(,) -  У(') 1Я1,

откуда следует ж(-) =  у(-) и единственность решения доказана.
Пусть теперь Х1(-), Х2(■) — решения задачи при различных входных 

данных 6(')> £2( ') : Хг(-) =  жо +  Л(х^(-)) +  Пь Из оценки

||Х1 -  Х2 ||я  1 < ИЛ(х1) -  Л(х2) ||я  1 +  ||П1 -  П2 Ия 1 <

< ?|Х1 -  Х2 Ия 1 +  116 -  611^2 +  /  [б (т ) -  6 (т)]^т
.70 2̂

^  д||Х1 -  Х2 ||я 1 +  116 -  б И в  +  ||^1/2|16 -  бИ-КДОД ^  [0,4+]

< 9|Х1(.) -  Х2(-)||я  1 +  (1 +  0 1 1 6 0  -  6(01112

получаем

| х,( ) -  Х2(-)|я. «  ||€1(-) -  Ы ) | | Ь2. (2.27)

Последнее влечет непрерывную зависимость ж(-) от £(•). □

С л ед ств и е . При выполнении неравенства С < (В -2 -  1)1/2 оператор 
(I  -  Л): П(В) ^  П(В) непрерывно обратим. Более того, обратное отобра­
жение (I  -  Л)-1 является липшицевым на множестве П(В)-

Через I  обозначен тождественный оператор. Операторы Л, I  -  Л не явля­
ются линейными в силу нелинейности множества П(В) при ж0 =  0.

По построению оператор (I  -  Л) определен та  множестве П(В) и отоб­
ражает его снова в П(£*). Рассмотрим в П(В) операторное уравнение 
(I  -  Л)(ж(-)) =  /(■) € П(С). Положим в уравнении (2.25) £(£) =  /О ) п. в.. 
Тогда в силу теоремы 3 оператор (I  -  Л)- 1 : П(В) ^  П(В) существует. Из

||х1(0 -  Х2(') | я 1 < 9 ||х1(0 -  Х2(') | я  1 +  ||П1(-) -  П2(') | я  1 ^

^  ||х1(0 -  Х2(') 1 я 1 < (1 -  9) - 1 | /1  О  -  / 2 (-) | я  1

следует непрерывность оператора (I  -  Л)-1 на множестве своего определе­
ния П(В). В качестве константы Липшица можно взять (1 -  д)-1 .

Перейдем к исследованию общего случая.
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Т е о р е м а  4. Пусть В  < 1. Тогда при достаточно малом значении Ъ* ре­
шение п. в. уравнения (2.22) на отрезке [0, Ъ*] существует и единственно.

Доказательство. Выберем момент времени Ъ* < (В -2 — 1)1/2 и число а
/

П =  {(Ъ,х)\ Ъ е  [0, Ъ*], 1х — х 01 < а}  С [0, Ъ0] х и

была липшицевой по х  с константой Липшица N.  С учетом непрерывной 
обратимости оператора (I  — Л) перепишем уравнение (2.22) в операторной 
форме:

х( ■) = Ф(х{ ■}) =  (I  — Л)-1 [х0 + Ф(х{ ■ })]. (2.28)

Если выполнено х ( ■ ) е  М с = {х ( ■ ) е  Сп [0,Ъ*}: 1х(Ъ) — х 01 < а] ,  то эле­
мент х 0 +  Ф(х{ ■ }) принадлежит &(Ъ*) и применение оператора (I  — Л)-1 
правомерно. Определим итерационную процедуру: х (0\ ■) = х 0 ,

х (к+1)( ■) = (I  — Л)-1 [х0 +  Ф(х (к){ ■})], (2.29)

х (к+1)(■) = х 0 + Ф(х (к){■}) +  Л (х (к+1){■ }) , к ^  0.

Напомним, что х 0 — вектор и ли х(Ъ) = х 0 в зависимости от контекста.
Чтобв1 последователвноств вектор-функций х (к')(■ ) была определена 

корректно, докажем, что при достаточно малом значении Ъ* из х ( ■ ) е  М с 
следует включение у (■ ) =  Ф(х{ ■ }) е  М с . Обозначим далее

/  = тах I/1, £ = (  1Ь(г,х0)1 дг, = —Ь + Ь.
П 30

у( )

у (■) е П(Ъ*) ^  у (■) е НП[0,Ъ*}, у(0) = х 0 ^  у е  Сп[0,г*}, 

д д  д
у(Ъ) = х 0 + [  / дт + [  Ь(т,ут( ■ )) дт ^  [  Ь(т,х0) дт ^  

0 0 0 

^  Ну(■) — х 0 Нс < Ъ*/ + г\/2в  Ну(■) — х 0 Нн1 + £ <

< Ъ*/ + г\/2 в  { ||у( ■ ) — x оНL2 + Н у (■ )НL2 } + £ <

< Ъ*/ + Ъ*в Ну(■) — хоНс + П 2в  Н у (■ ) | ^  + £.
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Продолжим серию оценок:

||у(0 — ж0 Ус < (1 — £*В )-1 {£*/ +  ^ +  £*/2В || у/(-)Уь2 }, (2.30)

II $/(•) 111-2 < £1/2/  +  В ||у(*) — ж0 ун 1 +  ||Ь(£,ж0) | 42 <

< ^ /2/ +  В ^ /2 ||у — ж0 У с  +  в  У у ||С2 +  УЬ(£,ж0)Ус2 ,

У 2/(01|1-2 < (1 — В )-1 {£1/2/  +  £̂ /2в  ||у(0 — ж0УС +  УЬ(£,ж0)У42 }. 

Здесь дополнительно предположили, что в неравенстве (2.30) £*В < 1. 
Подставляя теперь полученную оценку в (2.30), получим

||у (') — ж0||с < (1 — £*В) 1{£*В(1 — В) 1 /+

+  £*в2(1 — В) 1 |у (') — ж0||с +  £*/ В(1 — В) 1|Ь(£,ж0)Уь2 +  £* / +

Уу(-) — ж0Ус  [1 — (1 — £*В) 1£*в2(1 — В) 1 ] <

< (1 — £*В) 1 {£*В(1 — В) 1 / +  £* / +  ^ +  £*/ В(1 — В) 1 ж0) ||ц2 } 

и Уу(') — ж0Ус < а  при достаточно малом значении момента времени £*. 
Перейдем теперь к доказательству сходимости последовательности 
ж(к)(-) в пространстве С =  С” [0,£*], точнее в Мс: || ■ || =  || ■ ||с ,

X  =  Цж(к+1) — ж(к)Н < Х£*Цж(к) — ж(к- 1)Н +  £У2ВЦж(к+1) — ж(к)Нн1

< Х£* Цж(к) — ж(к-1) Н +  £*/2В [Нж(к+1) — ж(к) +  Цж(к+1) — ж(к) ]

< Х£*Цж(к) — ж(к-1)Н +  £*ВЦж(к+1) — ж(к) Н +  ^ В Ц ж (к+1) — ж(к)Н ^ ,

X  < (1 — £*В)-1 [Х£*Цж(к) — ж(к-1)Н +  £У2ВЦж(к+1) — ж ] , (2.31)

У  =  нж(к+1) — ж(к) н^  < N нж(к) — ж(к-1) н^  +  В Нж(к+1) — ж(к) Нн  1

< £̂ /2ХЦж(к) — ж(к-1)Н +  £̂ /2ВЦж(к+1) — ж(к)Н +  ВЦж(к+1) — ж(к)Н ^ ,

У < (1 — В )-1 [£*/2ХЦж(к) — ж(к-1) Н +  £*/2ВЦж(к+1) — ж(к) Н]. (2.32)

Из неравенств (2.31), (2.32) следуют оценки
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\\х(к+1) — х (к) || [1 — (1 — Ъ*В)-1Ъ*В2(1 — В )-1 ] <

< (1 — Ъ*В)-1 [1 +  В (1 — В ) -1] ^ \ \ х (к) — х (к-1) \\,

т. е. при достаточно малом Ъ* и всех к ^  1 справедливо неравенство

\ х (к+1) — х (к)\\с  < д\\х(к) — х (к-1)\\с , д <  1. (2.33)

Таким образом, последователвноств х (к (■ ) сходится в норме пространства 
С = Сп [0,Ъ*] к некоторой вектор-функции х ( ■ ) е  М с. Далее, посколвку

Ф(х{ ■}) — Ф(х (к){ ■}) \\н 1 < ! (/(т,х ) — /(т ,х (к)))дт г +
L2

+ \|/(Ъ,х) — /(Ъ,х(к')) \ \ ^  < ъ\/2(1 + t* )N \\х — х (к)\ с , (2.34)

то последователвноств хо +  Ф(х (к\ ■ )) е  0,(Ъ*) сводится в норме простран­
ства Н 1 = НП[0,ъ*] к вектор-функции хо +  Ф(х{■ }) е  &(Ъ*). Поэтому в 
итерациях (2.29) можно перейти к пределу при к ^  ж. В резулвтате по­
лучим (2.28), откуда следует х ( ■ ) е  Н \  х(0) = х0, т. е. х ( ■) е  Ю(Ъ*).

х( ) у( )
уменьшая значение Ъ*, изложенным выше способом получим

\\х ( ■) — у (■ Я Ь  [1 — ъ*(В + ^ ]  <  г*/2в  \\х( ■ ) — у (■ ,

\\х(■ ) — у (■ ) \\̂ (1 — в )  < ъ*/2^  + в ■ ) — у (■) \\с ,

\\х(■ ) — у (0\\с  < я \\х (0 — у (■ , я < 1

д = Ъ*(1 — Ъ * ^  + В  ) ) -1В(1 — В ) - 1 ^  + В).

В силу д < 1 эти решения совпадают та соответствующем отрезке [0,Ъ*]. 
Итак, найдется некоторый общий отрезок времени [0,Ъ*], на котором реше­
ние поставленной задачи существует и единственно. □

В качестве следствия в обозначениях доказательства теоремы приведем 
одну оценку, которая понадобится в дальнейшем. Вследствие липшицево- 
сти оператора (I  — Л)-1 на области своего определения &(Ъ*) из соотноше­
ний (2.29) по аналогии с неравенством (2.34) получим

\\х(к+1) — х (к) \\н  1 < К 1 \ х (к — х (к-1) \\с , к ^  1, К 1 = сошВ
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Отсюда с учетом оценок (2.33) для решения x =  lim x(k) (k ^  +ro):

||x ||h 1 Ф t*/2|xo| +  ||x (1) -  x o |H! +  ||x(2) -  x (1) ||H! +  . . .  Ф

Ф t*/2|xo| +  ^x(1) -  xo^Hi +  K i(^ x (1) -  xo^C +  . . . )  Ф

Ф t*/2|xo| +  ^x(1) -  xo^Hi +  K 1(1 -  q)-1 ||x (1) -  xo^C

^  ||x||Hi Ф t*/2|xo| +  K 2 ^x(1) -  x o ^ . (2.35)

Проводя аналогию с теорией уравнений с последействием, отметим, что 
ограничение на константу Липшица по производной (B < 1) является cv- 
щественным при анализе систем нейтралвного типа (45,81].

Содержательны й смысл ограничения. Приведем не претендующие 
на математическую строгость рассуждения по обоснованию физическо­
го смысла условия B  < 1. Образно говоря, в соответствии с причинно­
следственными связями производная co, которая является неявным аргу­
ментом диффузионного потока к поверхности в правой части системы с по­
следействием (2.18), не должна «забегать вперед» по отношению к co слева. 
В контексте лемм 4, 5 условие (2.23) запишется в форме

||g(t)D (t) [dxC1(t, 0) -  dxc2( t  0)] | L2 [o>tt ] ф в  ||co1 -  Co2 | Hi [o;t<! ],

где t* G (0, to], B =  B(t*), coi(0) =  с. Можно выбрать

B =  max {g(t)D (t)} A3(l +  4—1t§)1/2. (2.36)
[o,to]

С учетом линейности диффузионного уравнения (2.1)

0 ) |L2[o,t *] Ф B |c o| Hi[o,t*]. (2-37)

Здесь c(t,x) G H  1>2(Q ^) — решение п. в. симметричной краевой задачи 

dc d 2с
—  =  D(t) -  a 1(t)c(t, x) +  J  H (t, т )c(t, x) dr, (2.38)

H (t, r ) =  a 2( t)ex p j^ "  a2 (s) d sj-аф т), co(t) =  c^(t) G H 1 [0, t*], 

cx(t, 0) =  - cx(t, ф  п. в. в (0, t*), c(0, x) =  0, co(0) =  c(0, 0) =  0.
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В задаче (2.38) с нулевыми начальными данными причиной появления 
диффузанта внутри мембраны является заданная концентрация С0 е  Н 1 
в приповерхностном объеме, а следствием — индуцированный С0 диффузи-

В < 1
завышать значения £0 и А3 в определении (2.36)) не выглядит искусствен­
ным. Для металлов и сплавов, используемых в качестве конструкционных 
материалов, диффузионный поток мал, характерный диапазон коэффици­
ента диффузии 10- 9  — 10- 6  см2/с. По своему определению А3 не зависит 
от функции $(£)• Поэтому В < 1 при относительно малом значении

д =  тахд(£) =  £0 ехр{— [Я тахТ (£)]-1 } < #0 .
[0,*о] [0,*о]

При использовании неаррениусовских температурных зависимостей оста­
ется первое равенство. Именно при относительно малом д (#0 ) принятая 
модель адекватно отражает ситуацию, когда существенны поверхностные 
процессы и только часть водорода проникает в объем мембраны. С ростом 
значений д(£) в силу С0 (£) =  д(£)Я0 (£) диффузант все легче «протыкает» 
поверхность и процессы на поверхности перестают быть лимитирующими. 
В этом случае на граничащих с вакуумом поверхностях обычно задают 
нулевые граничные условия первого рода. Десорбционный поток с поверх­
ности практически становится равным диффузионному: .](£) =  ^(£)еж(£, 0 ).

По-видимому и при В ^  1 (В — из неравенства (2.37)) модель ма­
тематически непротиворечива — в численных экспериментах при варьиро­
вании параметров в широких пределах никаких особенностей не наблюда­
лось. Локальность по времени связана с техникой доказательства, основан­
ной на сжимающих отображениях. Специфика именно квадратичной нели­
нейности фактически не использовалась. Нас интересует решение с ростом 
времени (£ ^  0 ), а при «опасной» квадратичной нелинейности коэффици­
ент отрицательный. Решение такого уравнения типа Риккати не могут за 
конечное время уходить на бесконечность, они продолжимы и стремятся к 
нулю. Основной результат: диффузионная краевая задача с нелинейными 
динамическими граничными условиями математически корректна.

2.2 . Свойства реш ений и м етод проницаем ости

Зави си м ость  реш ен и й  от парам етров . Для определенности считаем 
параметры модели аррениусовскими по Т.  Наиболее чувствительно реше­
ние к изменению коэффициента десорбции Ь(£) =  60 ехр{ —Е ь/[Я Т(£)]}, ко­
торый является множителем при квадрате концентрации. Исследуем зави-
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симость от предэкспоненты Ьо (верхней оценки Ь). Запишем систему (2.18): 

со(Ъ) = Г1(Ъ)со(Ъ) + ЬоГ2(Ъ)с2 (Ъ)+

+ Ьо [  Я(Ъ, т) с0(т) йт +  д(Ъ)0(Ъ)дхс(Ъ, 0), (2.39)
0

Я(Ъ, т) = д(Ъ)дв(Ъ)в1 ехр{—Еь/[ЕТ(т)] }д- 2 (т) ехр{(т — ^ в - 1},

Г1(ъ) = д(ъ)д-1(ъ) = Ед f (t)[R т2(t)} -1, 

г2(Г) = —д- 1 (Ъ)ехр){—Е ь / ^ Т (Ъ)]}, со(0) = с.

Ь0 = 0
Ь0 = 0

отрезок времени [0, Ъ*], определяемый доказательством теоремы 4.

Т е о р е м а  5. Существует значение в  > 0 такое, что решение с(Ъ,х,Ь0) 
краевой задачи в прямоугольнике = [0, Ъ*] х [0, £] аполитично по
Ьо е (0, в] вместе с гщничной концентрацией с0(Ъ,Ь0) в смысле

Е ОО • 1 2
. сг(Ъ,х) Ь0, сг(Ъ, х) е  Н  ’ №*),
г=0

Е ОО • -|

. _ сог(Г) Ьго, сог(Г) е  Н  [0,Ъ*].
г=0

Сходимость рядов при Ьо е (0, в  ] абсолютна я в Н 1,2̂ * )  и Н 1 [0,Ъ*].

Ь0
стве теоремы 4 малое приращение получит при необходимости лишь кон­
станта Липшица N . Поэтому существование решения с(Ъ, х, Ьо) в прямо­
угольнике ^  (с указанными аналитическими свойствами) для Ьо < в  мож­
но считать доказанным. Абсолютную сходимость рядов докажем позже, 
что и послужит оправданием следующих формальных преобразований. 

Подставим формальные ряды для функций со(Ъ,Ьо) и с(Ъ,х,Ьо) в урав-
Ь0

соо(Ъ) = Г1(Ъ)соо(Ъ) + д(Ъ)0(Ъ)дхсо(Ъ, 0), соо(0) =  с, (2.40)

сог(Ъ) = Г1(Ъ)сог(Ъ) + д(Ъ)0(Ъ)дхсг(Ъ, 0) +  / г(Ъ), сог(0) =  0, (2.41)
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Здесь функция со(£, ж) € Н  1,2(^*) — решение п. в. неоднородного уравне­
ния (2.1) с симметричными граничными условиями

с(0,ж) =  с, Со (г) =  Се (£) =  Соо(г), дж с(г, 0) =  —джс(гД) п .в .,

а сфг, ж) — решение п. в. краевой задачи (2.38) при выборе с0(г) =  е0фг).
Если применять теорему 4 к уравнениям (2.41), то получим те же кон­

станты N  и В  < 1, что и для невозмущенного уравнения (2.40). Константа 
Липшица N  определяется функцией г 1 (г) константа В — оценкой (2.37) 
для задачи (2.38). Таким образом, решения С0ф£), сфг, ж) определены и при­
надлежат пространствам Н  1[0,г*^ Н  1,2(^* ) соответственно.

В обозначениях (2.41) из (2.35) получаем ||с0гПн1 Ф К^НСо^Ня1. Здесь 
с0^(г) — первое приближение решения уравнения (2.41), т. е.

С01} (г) =  0) +  /г(г), С0̂ )(0) =  0, (2.42)

С̂ 1)(г, ж) — решение п. в. задачи (2.38) для случая С0(г) =  с0^(£). Уравнение 
(2.42) имеет общий вид (2.24). Момент времени г* удовлетворяет условию 
г* < (В -2 — 1)1/2 теоремы 3. При ж0 =  0 возмущению п(г) =  0 в (2.25) 
соответствует решение ж(г) =  0. Поэтому из (2.27) получаем оценку

11Сш11я 1[0,* *] ф К 211С0г)|1я 1[0,* *] ф К з 1/ »1д2[0,**], (2.43)

где константа Кз не зависит от но мера г и функций / фг).
Для номера г =  1 получаем неравенство ||С01 Ня 1 ф К 4 НС00НЯ1. Кон~ 

станта К 4 определяется значениями г*, Кз, Ц^Цс Н^Нс. По индукции

II II  ̂II II ̂ +1Н ^Н я1 [0,4*] ф С0011 я 1 [0,4 *].

Поэтому степенной ряд Х л ^ Ф )^  сходится в круге ф| ф в  < К —1Нс00НЯ1 
равномерно по времени г £ [0, г*]. При фиксированном вещественном зна­
чение г =  ^0 ряд сходится в пространстве Н 1 [0, г*], причем абсолютно.

Остается доказать аналогичное утверждение для ряда, формально пред­
ставляющего функцию с(г,ж,Ь0)• В силу теоремы 2 для решения сффж) 
задачи (2.38) с условием С0(г) =  С0ф£) справедлива следующая оценка:

||с*!я  1’2(^^) ф К 5||с04 Ця! [0,4* ], =  К 5(г, С04) (С04(0) =  0) .

Поэтому ряд Х лфг, ж)Ь0 абсолютно сходится в Н  1,2( ^ 4*) к некоторой 
функции с(г, ж, 60), которая по построению коэффициентов а  (г, ж) является 
в паре с с0(г, Ь0) решением рассматриваемой задачи при 0 ф Ь0 ф в- П
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В условиях теоремы имеется возможность приближенного построения ре­
шения с(£, ж) путем последовательного решения линейных краевых задач.

П р о д о лж и м о сть  реш ений. В обыкновенных дифференциальных урав­
нениях с квадратичной нелинейностью возможен уход решений на беско­
нечность за конечное время. Реальна такая ситуация и в принятой модели 
при отсутствии ограничений на параметры. Поэтому обратимся к физиче­
скому смыслу слагаемых в (2.2). Первое интегральное слагаемое в правой 
части уравнения (2 .2 ) в условиях вакууммирования камеры значительно 
меньше десорбции 3 (£) =  Ь(£)^§(£) - Лишь малая часть водорода, десорби­
ровавшегося с поверхности, вернется обратно на поверхность. При физиче­
ски осмысленных наборах параметров сумма первых двух слагаемых в (2 .2 ) 
отрицательна. Наихудший в смысле накопления водорода на поверхности 
вариант связан с отсутствием десорбционного оттока (60 =  0 ) и наличием 
адсорбции дз(£)р(£). Покажем, что в этом случае исключен уход реше­
ния на бесконечность. При 60 > 0 количество водорода в мембране лишь 
уменьшается (рассматривается экспериментальный метод ТДС). Внешнее 
давление р(£) е  [р- ,р+] задано и в эксперименте регулируется.

Такая модель с активной сорбцией и пренебрежимо малым оттоком во­
дорода (формально 60 =  0) является «физической мажорантой». Продол­
жимость её решений является следствием линейности. В граничном усло­
вии (2 .2 ) вместо интеграла с множителем 01 будет (непрерывная) функция 
р(£) и отсутствует вычитаемое 6(£)д2(£). В соответствующей системе (2.18) 
нет уравнения для переменной -ш(£) и имеет место представление

/1  (£, С0 (£)) =  д- 1(£)д(£)с0 (£) +  д (% в (ф (£ ) .

Функционально-дифференциальное уравнение (2.22) становится скаляр­
ным. функция /(£, ж) линейна по ж(£) =  С0 (£) и, следовательно, глобально 
липшицева, что упрощает доказательство теоремы 4.

Т е о р е м а  6 . П уст ь для некоторого  £0 >  0 в оценке  (2.37) вы полнено нера­
венст во  В < 1 V£* е  (0 ,£0] независим о от  С 1-реализации  Т(£) е  [Т“ ,Т+]. 
Тогда реш ение м аж орант ной краевой задачи продолж им,о на, [0, + г о ) :

с(£, ж) е  Н  1,2(^*), С0 (£) =  с(£, 0) е  Н  1[0,£*] V£* < +го.

В
положение выполнено при относительно малом д+ =  #0 ехр{— /[Я Т +]}.

Д оказат ельст во. Выполнены все условия теоремы 4. Константа Липшица 
N  дЛЯ уравнения (2.39) (60 =  0) определяется по функции щ(£) и ее можно 
взять зависящей только от Т - , Т+ V £* е  (0,£0]. Выберем отрезок [0, £*],
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определенный доказательством теоремы 4, для которого решение c (t,ж), 
co(t) =  c(t, 0), существует и единственно. Функция c(t, ж) £ H  1,2(Q*) рав­
номерно непрерывна в прямоугольнике Q* и, следовательно, непрерывно 
продолжается на замыкание Q*. Такое продолжение всегда подразумева­
ется. Более того, если фиксировать co(t), проделать замены переменных 
(2.6), (2.8) и считать интегральное слагаемое в уравнении вида (2.9) из­
вестной функцией из L2 (Qs*), то вследствие теоремы 2.1 (50, с. 158] полу­
чаем c(t, ■) £ H  1[0,^j V t £ [0, t*]. При этом c(t, ■) непрерывно зависит от 
t в норме H 1 [0 ,4  Поскольку задача симметрична (в смысле следствия из 
теоремы 2), то в прямоугольнике Q* выполняется

c(t,x) =  c(t,^ — ж), z(t, ж) =  z ( t4  — ж).

Перенесем отсчет времени в t* — е (е > 0 — достаточно мало) и повторим для 
распределений с(ж) =  c(t* — е,ж), с(ж) =  z(t* — е, ж) приведенные построе­
ния, которые не зависят от конкретизации симметричных начальных дан­
ных с(ж), с(ж) £ H 1 [0, Ф] (вместо констант с, 4 -  В области (t* — e,t*) х (0,ф) 
решения совпадут, что в силу (7, 60] означает возможность продолжения 
решения исходной краевой задачи (b0 =  0, p =  p(t)) на отрезок [0,2t* — е]. 
В итоге продолжаем решение на промежуток [0, +го), поскольку длина 
отрезка продолжения на каждом шаге не изменяется. □

М етод проницаемости. Начальные данные с(ж) =  ф(ж), с(ж) =  ^>(ж) 
в модели (2.1), (2.2) (вместо констант с, с) определяются начальным насы­
щением мембраны водородом. Они не являются в общем случае симметрич­
ными. К интегро-дифференциальному уравнению вида (2.2) для выходной 
стороны (ж =  ф g(T(0))qy(0) =  с(ф)) добавится аналогичное уравнение для 
ж = 0
^sp0(t), g(T(0))q0(0) =  с(0). Оценка в замечании 3 остается в силе, вместо 
двух уравнений (2.18) получим систему для переменных co(t), c.g(t), w(t):

co(t) =  g-1(t)g (t)co(t) — b(t)g -1(t)c0(t)+

+  g(t)D(t)dxc(t, 0) +  g(t)^s(t)po(t), co(0) =  с(0),

Ce(t) =  g-1 (t)^(t)c^(t) — b(t)g-1 (t)c |(t) — g(t)D (t)dxc(t,^)

+  g (t)^ s(t)01 exp{—tö - 1} w(t), q(0) =  с(ф), 

w(t) =  b(t)g-2 (t) exp{ tö -1} c |(t), w(0) =  0.
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Вместо операторов О, К в (2.16), (2.17) аналогично определим 

ОТ =  (О0^, ОеК): О ^  ^2 [0,7*], 

к(С0 ,се)(7,ж) =  с(г,ж), О0,е(и)(г) =  джи |х=0,е ,

О =  {с =  (С0,се) € Н 1 х Н 1 | С0(0) =  д(0),сф0) =  д(7)}.

Тогда (см. неравенства (2.20), (2.21)) справедлива оценка

(С 1) — С Г (с2)|ь2[0,4 *] ф  71з | С 1 — С2 | я![0,* *].

Константу Аз можно считатв независящей от 7* € (0,70], С € О(7*), 
Т(-) € С 40,7*], Т(Г) € [Т- ,Т +]. Решение п.в. с(7, ж) € Н  1,2(С*) краевой 
задачи для метода проницаемости при малых 7* существует и единствен­
но: теоремы 3, 4 доказаны в векторном варианте. Соответствующее условие 
В  < 1 имеет аналогичный физический смысл и, в частности, выполняется 
при относителвно малом д+ =  д(Т+). Теоремы 5, 6 нетрудно перефрази- 
роватв на случай двух уравнений вида (2.39) для функций С0(7) и сД7), 
в одном из которых интегралвное слагаемое заменено на регулируемую 
непрерывную положителвную функцию времени Ц8(7)р0(7), Р0(7) € [Р- ,Р+]- 

Отметим следующую особенности рассматриваемой задачи с динами­
ческими граничными условиями. Решение для 7 > 0 однозначно опреде­
ляется толвко началвными данными с(0,ж) =  д(ж), г(0,ж) =  ф(ж). При 
д, ф € Н  40,7] и фиксированном времени г > 0 выполняются включения 
с(7, •), г(7, ■) € Н 4 0 ,4  Поэтому целесообразно принятв гилвбертово про­
странство Н  40,7] х Н 1 [0,77] началвных функций д  ф в качестве фазового. 
В силу доказанной (в указанных ограничениях) единственности решения 
краевых задач для методов ТДС и проницаемости полугрупповое (7 ф 0) 
свойство по времени здесв выполнено. Иными словами, получаем нелиней­
ные полудинамические (определены толвко для 7 ф 0) системы в фазовом 
пространстве Н 1 [0,7] х Н 1 [0,7]. В случае непродолжимости на [0, +го) — ло- 
калвные, если не учитыватв физически оправданные ограничения на пара­
метры. По вопросам качественного анализа общих динамических систем в 
метрических пространствах имеется обширная библиография (см. (32,42]).

3 .  К л а с с и ч е с к о е  р е ш е н и е  к р а е в о й  з а д а ч и  Т Д С

Кратко приведем математическую модели для случая достаточно мощной 
вакуумной системы, когда возвратом десорбировавшегося водорода обрат­
но на поверхности можно пренебречв: дзр ~  0. С учетом симметричности 
процессов относителвно середины пластины справедливы соотношения

9(7) =  90(7) =  9^(7), Ф(7) =  Фз(7) =  ф(7), с(7,ж) =  с(7,7 — ж), ж € [0,7],
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так что в дальнейшем используем динамическое граничное условие

Обычно сокращенно обозначаем Ь(Ъ) = Ь(Т(Ъ)) = Ьо екр[—Е ь/ ^ Т (Ъ)]}, 
П(Ъ) = П(Т(Ъ)) = По ехр{—Е р / ^ Т (Ъ)]}. Влияние дефектов предполага­
ем незначительным (аг = 0). Растворение водорода считаем сравнительно 
быстрым, используем линейную связь концентраций на поверхности и в 
приповерхностном объеме пластины:

с(Ъ, 0) = со(Ъ)= д(Ъ)д(Ъ), Т(Ъ) е  [Г- ,Т +] , Т ( ■) е С 1[0,Ъ*]. (3.2)

В ТДС-эксперименте обычно используется линейный нагрев образца мате­
риала: Т(Ъ) = Т 0 +  иЪ. Формально д(Ъ) = д(Т(Ъ)) = д0 ехр{—Ед/ ^ Т (Ъ )]} , но 
константа Ед = Е к-  — Е к+ не обязательно положительная. Аррениусовская 
зависимость коэффициентов от температуры не является принципиальным 
моментом. Запишем компактно математическую модель:

Рассмотрим вопрос о классическом решении краевой задачи. Предвари­
тельно для упрощения технических выкладок исключим с помощью линей­
ной связи (3.2) переменную д(Ъ) и перейдем к вспомогательному времени

д(Ъ) = —Ь(Ъ)д2(Ъ) + П(Ъ)сх(Ъ, 0). (3.1)

сь(Ъ,х) = Б(Ъ)схх(Ъ,х), (Ъ,х) е  Я* = ,

с(0,х) = с0, с(Ъ,х) = с(Ъ,£ — х), х  е  [0,1],

с(Ъ, 0) =  д(Ъ)д(Ъ), д(Ъ) = —Ь(Ъ)д2(Ъ) + П(Ъ)сх(Ъ, 0).

За новым временем Ъ сохраним старое обозначение Ъ.
Выполнив указанные преобразования, получаем задачу:

сь(Ъ,х) = схх(Ъ,х), (Ъ,х) е  Я*,

с(Ъ,х) = с(Ъ,£ — х), х  е  [0,1], 

с(0,х) = со = сошр х  е [0,1],

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)со(Ъ) = —а 1(Ъ)с1 (Ъ) + а 2(Ъ)со(Ъ) + д(Ъ)сх(Ъ, 0), 

со(Ъ) = с(Ъ, 0), а 1(Ъ) = Ь[Бд}- 1 , а 2(Ъ) = с/д-1
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3.1. И н тегр о-ди ф ф ер ен ц и альн ое Т Д С -уравнение

Следуя [126,154], воспользуемся стандартной техникой рядов Фурье и све­
дем краевую задачу к интегро-дифференциальному уравнению. Обозна­
чим [60] через С 1,2( ф*) пространство функций в замкнутом прямоуголь­
нике ф* =  =  [0,£*] х [0,£], у которых существуют в и продолжимы
по непрерывности на ф* непрерывные частные производные /д£а джв , 
где а , в  —  неотрицательные целые числа, 2а +  в  ^  2.

О п р е д е л е н и е  2. Классическим решением краевой задачи (3.3)—(3.6) бу­
дем называть функцию с(£, ж) е  С 1,2( ф*), удовлетворяющую в области 
ф* уравнению диффузии  (3.3), начальному условию (3.5), динамическому 
граничному условию (3.6) и обладающую симметрией (3.4).

Обозначим А(£) =  С0 (£) =  с(£, 0) и пусть классическое решение задачи 
существует. Рассмотрим функцию с0 (С ж) =  с(£, ж) — Д(£), для которой

с0(£, 0) =  с0(£Д) =  0 , сХ(С 0 ) =  — сХ(М).

Продолжим ее нечетным образом на отрезок [—£,£] и далее на М периоди­
чески. При этом с0(£, ■) е  С 1(М) и на интересующем нас отрезке [0,£] она 
разлагается в равномерно сходящийся ряд Фурье по синусам. Эти сообра­
жения дают основания искать решение в области ф* в виде

ЕОО
К п(£) втД п ж Д ). (3.7)

П=1
Проведем формальные выкладки. Подстановка с(£,ж) в (3.3) дает

^  ГкКп(̂ ) +  К „(£)(лпД )2] втД п ж Д ) =  — х4(^). (3.8)^—/га=1

Домножая соотношение (3.8) скалярно в £ 2 [0,£] на вшДпжД), получаем 
систему дифференциальных уравнений для функций К га(£):

ККП( )̂ +  К га(£)(лпД)2 =  —4А(£)/(пп), п  =  2к — 1,

К га(£) +  К га(£)(лпД)2 =  0, п =  2к, к е  N.

Для начальных условий положим £ =  0 в разложении (3.7). С учетом на­
чальных данных (3.5), определений А(£) =  с(£, 0) и функции с0(£, ж) для 
ж е  М получим К п(0) =  0  К п(£) =  0 при п =  2к, а при п =  2к — 1 (к е  N)

4 I4 ■
К„(£) =  А (т) з„(£ — т ) ^т, з„(£) =  ехр{ — (лп Д )2Д . (3.9)

пп ./0

Будем использовать символ как знак суммы по нечетным натураль­
ным п. По построению выполняется симметрия с(£, ж) =  с(£, £ — ж) и оста­
ется только формальное согласование с граничным условием (3.6). После
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подстановки представления (3.7) в (3.6), допуская почленное дифференци­
рование ряда, получаем основное уравнение для определения А(£):

А ( £ )  — — а ] _ ( £ ) А 2 (£ )  +  а ф ф А ф )  —

— « з ( Ф  V ' /  А ( т ) — т ) ^ т ,  (3.10)
7о

« 1  — Ь [Я 0 ] - 1 , « 2  — # £ - 1 , а з  — 4 ^ - 1 , ^ ^
'га= 1 ,3 ,5 ...

О п р ед ел ен и е  3. Решением уравнения (3.10) на отрезке времени I  — [0,£+] 
будем назвтатв функцию  А £ С 1(1), удовлетворяющую (3.10) при  £ £ I  и 
начальному условию А(0) — Со. При этом предполагается сходимости рядов 
справа V £ £ I, производные на границе I  односторонние.

Специфика уравнения — в «хвосте» £ 7 о  . Если бы на его месте была
А

статочно подробно изученное в теории дифференциалвнвгх уравнений (25]. 
Производная А входит в обе части уравнения. Справа нелвзя исполвзоватв

А
рядов будет расходящимся. Здесв возникает аналогия с функционально­
дифференциальными уравнениями нейтралвного типа, изучение которых 
требует более сложной техники (81]. По причине расходимости ряда нелв­
зя менятв знаки суммы и интеграла в правой части уравнения (3.10). Бо­
лее кратко вывод интегро-дифференциалвного уравнения термодесорбции 
можно осуществитв с помощвю функции Грина (см. раздел 1.4 главы V). 

Сразу отметим, что если на I  есть решение (А £ С ф !)), то ряд

V ' [  А (т) — т ) ^т
4о

сходится на I  равномерно и абсолютно: в силу ограниченности |А| ф Ь

Ы 2
/ А (т) — т ) ^т
/о

ф Ь /  сга(£ — т ) ^т ф 
то п2п2 "

Мажорантный числовой ряд сходится. Модуль суммы исходного ряда оце­
нивается величиной Ь^2/8.

Исходная краевая задача термодесорбции сведена к интегро-диффер­
енциальному уравнению (3.10) в следующем смысле. Пусть решение А(£) 
существует на отрезке I  — [0,£+]. Определим краевую задачу:

с* (£,ж) — Схх (С ж), с(0,ж) — со, с(£, 0) — сфф) — А(£).
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К р а е в ы е  з а д а ч и  I р о д а  х о р о ш о  и з у ч е н ы  [6 0 ] .  И з  с и м м е т р и и  н а ч а л ь н ы х  и  

г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  с л е д у е т  с( Ъ, х ) =  с( Ъ, £— х ) .  К л а с с и ч е с к о е  р е ш е н и е  с у щ е ­

с т в у е т ,  е д и н с т в е н н о  и  п р е д с т а в и м о  с х о д я щ и м с я  в  С 1,2 т р и г о н о м е т р и ч е с к и м  

р я д о м .  П о э т о м у  п о с т р о е н н ы й  ф о р м а л ь н ы й  р я д  ( 3 . 7 )  б у д е т  п р е д с т а в л я т ь  

к л а с с и ч е с к о е  р е ш е н и е  и  п р о в е д е н н ы е  с  н и м  п р е о б р а з о в а н и я  п р а в о м е р н ы .

3.2. П остроение реш ения

О т  с т а н д а р т н о г о  у р а в н е н и я  Р и к к а т и  у р а в н е н и е  ( 3 . 1 0 )  о т л и ч а е т с я  т е м ,  ч т о  

в м е с т о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  о п е р а т о р а  А/АТ у ч а с т в у е т  и н т е г р о - д и ф ф е р е н ­

ц и а л ь н ы й ,  « о т я г о щ е н н ы й »  р я д о м  2 2 1. П о э т о м у  с н а ч а л а  р а с с м о т р и м  ф у н к ­

ц и о н а л ь н о - д и ф ф е р е н ц и а л ь н у ю  з а д а ч у  н а  о т р е з к е  I  =  [0 ,Ъ + ]:

А ( Ъ) +  а з ( Ъ) V 1 [  А ( т)  еп (Ъ — т) Ат =  / ( Ъ) , ( 3 . 1 1 )
Ао 

А ( 0 )  =  со, а 3 =  4 д£-1 е С 1( 1) , /  е  С ( I ) .

О б о з н а ч и м  В (Ъ) =  А ( Ъ)  и  о п р е д е л и м  и т е р а ц и о н н у ю  п р о ц е д у р у :

Во (Ъ) =  0  (Ао( Ъ) =  с о), В к+ 1 ( Ъ) +  а з ( Ъ) V ' [  В к (т) еп ( Ъ — т) Ат =  / (Ъ) . 
■1о

К о г д а  ф у н к ц и я  Вк н е п р е р ы в н а ,  т о  с п р а в е д л и в  а  о ц е н к а  1Вк | Ф  Вк н а  I  
и  р я д  2 2 '  а б с о л ю т н о  и  р а в н о м е р н о  с х о д и т с я  ( м а ж о р и р у е т с я  с х о д я щ и м с я  

ч и с л о в ы м  р я д о м ) .  В  с и л у  В о , В 1 =  /  е  С ( I ) последовательность В к ( Ъ)  н а  

о т р е з к е  I  о п р е д е л е н а  к о р р е к т н о  и  и м е е т  м е с т о  в к л ю ч е н и е  Вк е С ( I ) .
П е р е й д е м  к  и с с л е д о в а н и ю  с х о д и м о с т и .  С л е д у я  с т а н д а р т н о й  с х е м е ,  в м е -  

В к

Во +  ( В 1 — Во ) +  ( В 2 — В{ ) +  . . . ,  Ъ е  [0 ,Ъ + ] .

В  д а л ь н е й ш е м  и с п о л ь з у е м  н о р м у  п р о с т р а н с т в а  С ( I ):  || ■ || =  || ■ У с (I )■ 

П е р е й д е м  к  о ц е н к а м :  | |В о | |  =  0  ЦВ 1 — Во Ц =

\В2(Ъ) — В1(Ъ)\ = аз(Ъ) V ' !  / (т) еп(Ъ — т) Ат 
■)о

Ф Ы - И / 1|МЪ),

Ф(Ъ) = V  ^  еп(Ъ — т) Ат = V ' (пп/£) 2[1 — ехр{ — (ип/£)2 Ъ} ] .

Р я д  д л я  ф у н к ц и и  Ф н а  о т р е з к е  в р е м е н и  I  м а ж о р и р у е т с я  ч и с л о в ы м  р я ­

д о м  22 ' (£/пп)2. Свойства ф у н к ц и и  Ф(Ъ): Ф(0) =  0  Ф(Ъ) > 0 при Ъ > 0,
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Ф (£ )  монотонно возрастает, Ф (£ )  ф  £ 2 / 8 . Каждое слагаемое — непрерывная 
функция, поэтому Ф  е С ( I ) , У Ф У =  Ф ( £ + ) . Получили оценку

УВ — В 1 У Ф Уаэ У-У/||-Ф ( £+ ) .

Ищем локалвное решение, продолжимость требует отдельного изучения. 
Фиксируем момент времени £+  так, чтобы ЦадЦ-Ф ( £+ )  Ф г < 1 . Тогда

УВ2 — В 1 У Ф Г

|В 3 — В 2У Ф а з  ( t )  ^ ' /  | B 2 ( т ) -  B i ( r ) | e „ ( t  -  т )  d r  
d o

Ф

Ф  У азУ  ■ У В 2 -  B i У ■ Ф ( £ + ) ф  Г У В 2 -  B i У ф  r

Продолжая указанный процесс, получаем В& ^  B £ C (I ), причем

УВУ Ф  УВоУ +  ||Bi -  Bo У +  . . .  Ф  р У/У, р =  (1 -  r ) -1 . (3.12)

Оценка (3.12) влечет непрерывную зависимость В =  А от правой части / .

Л е м м а  6. Д ля  достаточно малых значений t+ > 0 ( ||а 3||Ф ^+) < 1) ре­
шение А £ C 1( I ) р а в н е н и я  (З.И) с у щ е с т в у е т  и е д и н с т в е н н о  V/  £ C (I ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Существование доказано: A(t) =  с0 +  /0  В (т) dr. Пусть 
найдется другое решение F  £ C 1( I ). Пользуясь линейностью интегро- 
дифференциального уравнения (3.11) (вычитая из одного равенства дру­
гое), из оценки (3.12) находим ||В -  F  У =  0, т. е .А  =  F  на отрезке времени I. 
Если решение F  существует на меньшем отрезке J  =  [0, t0], то уменьшим 
значение t+ до t0 (Ф ^) ^  0 монотонно при t ^  0). Тогда А =  F  на J  и 
решение А является продолжением F  с отрезка J  на I. □

З а м е ч а н и е  1. Условие ||аз||Ф ^+) < 1 выполнено и без ограничения на 
величину t+, если выполнено ||д|| < 2/ф поскольку аз =  4д/ф Ф Ф  ^2/8. 
Эти ограничения — лишь дань технике сжимающих отображений.

Т е о р е м а  7. Решение А £ C 1( I ) уравнения (3.11) с непрерывной правой ча­
стью /  с у щ е с т в у е т  и единственно на любом отрезке времени I  =  [0,t+]; 
причем справедлива оценка, вида, || А У Ф  R  У /1 R  =  const.

Доказательство. С учетом T(t) £ [Т- ,Т +] выберем момент t+ так, чтобы

м - Ф^ Л  Ф  r  < 1, INI =  У ■ IIc(J).
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Строим решение на отрезке Д =  [0,Ъ+] согласно лемме 6. Вследствие оцен­
ки (3.12) имеем ||АЦд Ф р ||/1|11. Индекс указывает отрезок, на котором

С
дующем отрезке ^  =  [Ъ+, 2Ъ+] с н а ч а л ь н ы м и  данн ы м и  А(Ъ+):

А(Ъ) + аз(Ъ) V ' еп(Ъ)'! А(т) еп(—т) Ат = /(Ъ),

г 4  .

/(Ъ) = / (Ъ) — аз (Ъ)У] ' еп(Ъ) А(т) еп(—т) Ат.
-)о

С учетом еп(Ъ) = е,п (Ъ — еп(У) ,  еп(—т) = еп(Ъ+ — т)еп(—Ъ+), еп ( 0 ) =  1 , 
после переноса отсчета времени в момент получим задачу вида (3.11). 
Из оценки (3.12) следует неравенство ||А||12 ф р | | / | | 12. О ц е н и м | | / | | 1 2:

г 4
У(Ъ)1 ф  1/(Ъ)| +  ы у Е ' еп{Ъ—Ъ'+) 1А(т)1 еп(—т) Ат ф

■)о

Ф  I / (Ъ)| +  Ы 12 ||А1|1 1 Ф{Ъ+), 0 <еп{Ъ — Ъ+) Ф  1, Ъ е  ь ,  

11/1112 Ф  II/ 1112 +  Г ЦА | |1 1 Ф  | | / | |12 +  г(1 — Г) -1 / | | 1 1 .

Отсюда получаем

11А | |12 Ф  Р 11/1112 Ф  Р { 11/  | |1 2 +  ГР 11/ 1111 ) Ф  

Ф  Р {1 + Гр) У  ||1 1и1 2 =  Р2 У  ||1 1и1 2 .

Сопоставляя этот резулвтат с ||А ||1 1 Ф  Р У' Цд, 0  < г < 1, имеем

||А ||1 1и12 Ф  Р2 У У и д , Р = (1 — г ) -1 .

А н а л о г и ч н ы м  образом переходим к отрезку Гз = [2Ъ+, 3 Ъ+ ]:

А(Ъ) + аз(Ъ) V ' еп(Ъ) [  А(т) е>п(—т) Ат = /  (Ъ),
12Г+

Г 2+
/(Ъ) = / (Ъ) — аз(Ъ)У2' еп(Ъ) А(т) еп(—т) Ат.

■)о

г2Г
ееп

10

Преобразуем уравнение с учетом еп(Ъ) = еп (Ъ — в) еп (з) :

д
еп\ 2У

4
А(Ъ) + аз (Ъ) V ' еп{Ъ — 2Ъ+) (  А(т) еп {2Ъ+ — т) Ат = / (Ъ), Ъ е Гз

12Ь+
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Если перенести начало отсчета времени в 2£ + , то получим уравнение (3.11) 
в условиях л е м м ы  6 , толвко с соответствующей функцией а з  и  /  вместо / . 
Из оценки (3.12) получаем ||А ||/з ф р  ||/ ||/з- Остается оценитв /  п р и  £ €  / 3 :

Г Ф1 . р2
| / ( £ ) |  ф  | / ( £ ) |  +  Ы £ ) | £  у о | А ( т ) |  ^  -  т ) +  у

=  | / 1 +  | а 3| ^  -  | А ( т ) |  £ п( - т ) +  . . ^ .

При £ €  / 3 и м е е м  0  <  -  £ +)  <  1  0  <  е п (£  -  2 £ +)  ф  1 и

| / ( £ ) |  ф  | / 1 +  | а з 1 ^ '{  £ п ( * + )  ^  | А ( т  ) |  £ п ( - т )  +  . |  ф

ф  | / 1 +  | а з 1 ^  ' {  | |А 1|/ 1 ^  £ п ( * + -  т )  +  . . . }  ф

ф II/||/з +  М /Ф ( * + )  {||А1/! +  | |А |/Л ,

11/11/ 3 Ф II/ 11/ з +  г ||А||/ 1 +  г ||А1|/ 2 ф

ф ||/  11/ 3 +  ГР 11/  11/ 1 +  ГР2 11/  1|/ 1и/ 2 ф

ф (1 +  Гр +  гр2) ||/ ||/1и/2и/з =  Р2 ||/ ||/1и/2и/з .

Получаем оценку

||А ||/ 1и/ 2и/ з ф р3 ||/ ||/ 1 и/ 2 и/ з.
Так по шагам склеиваем н е п р е р ы в н у ю  на /  ф у н к ц и ю  А(£), которая на каж­
дом подотрезке длинв! £+ удовлетворяет уравнению (3.11). По построению 
разрв!вв1 А(£) могут бытв толвко первого рода в точках сопряжения по- 
дотрезков, но тогда в ф ) ' слагаемые будут непрерывны, а ограниченности 
|А1 н а  /  обеспечит абсолютную и равномерную сходимости. Из непрерыв­
ности второго слагаемого слева в уравнении (3.11) следует непрерывности 
4 , т .е . А € С 1( / ). Единственности решения имеет место по построению 
(последователвно на /ц  / 2, .. .). На отрезке /  =  [0, £+] справедлива оценка 

' ф К ||/1|, К =  (1 -  г )- м . □

Вспомним, что в исходном нелинейном уравнении (3.10) вместо неодно­
родности /(£) фигурирует квадратичная функция ад(£)А2(£) +  а 2(£)А(£).
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Рассмотрим новую итерационную схему:

Д
A o ( t )  =  с о , B o ( t )  =  0 ,  A fc+ i ( t )  =  со  +  [  B fc+ i ( r ) d r ,  ( 3 . 1 3 )

■Jo

B fc+ i ( t )  +  а з ( t )  V 1 [  B fc+ i ( t ) c „ ( t  -  т ) d r  =  — a i ( t ) A |  +  a 2 ( t ) A fc. 
oo

Это эквивалентно

A fc+ i ( t ) +  a 3 ( t )  V '  [  A fc+ i ( r ) c „ ( t  -  т ) d r  =  
o

=  — a i ( t ) A k ( t )  +  a 2 ( t )  A fc( t ) . (3.14)

Последователвности функций B& G C (I), A& G C i ( I ) корректно определе- 
hbi на любом фиксированном отрезке времени [0,t+]. Решения B^+i при 
фиксированнв1х функциях A& определяются дифференциалвнвгм уравне­
нием (3.11) (линейнвш по искомой функции Bfc+i) в силу теоремв1 7.

Л е м м а  7. При достаточно малых значениях момента времени t+ > 0 
последовательность функций B& ограничена: ||Bfc||с (/) ф M  =  const.

Доказательство.  Выберем t+ го условия ||а3||/Ф(£+) ф r  < 1, hto6bi 
бвша справедлива оценка (3.12). Впрочем, на началвном этапе можно и 
не ограничиватв t+ в силу теоремы 7 ( ||A || ф R  | | / | | ). Применителвно к 
итерационному процессу (3.13) имеем (ад =  —а ф ц + а 2с0, а 5 =  а 2—2 a i C0):

У B fc+iHi  ф р II — a i Ak +  а 2Afc У/ =

=  р а4 +  a 5 J  Bfc d r — a ^ J  B fc d r)

ф р у a 41|/ +  £+|| a 5 У/ 'У B fc ||/ +  i+ 2y a i y/  -|| Bfc||/

Итак, получена оценка вида

у Bfc+iy ф И  +  в Ф+|| Bfcу +  в2£+2у B fcу2.

Отметим, что с уменьшением момента времени t+ константы вг будут разве 
лишь уменьшаться, но, вообще говоря, не до нуля.

Рассмотрим скалярную квадратичную функцию / (x) =  вВ +ж +в2t+2x2, 
x ^  0. При любом ограничении 0 ф x  ф M  можно ограничиться такими 
малыми t+ ф с, что 0 ф / (x) ф ух, 0 < у < 1. Например, вФ+ Ф у /2  и 
e 2t+ 2M  ф у/2. Если, в частности, полагать M  =  1/t+, то, при сохранении 
оценки для функции /  (x) с константой у, за счет уменьшения величины t+

ф
/
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увеличиваем значение М . Константв1 вг можно зафиксироватв при каком- 
то а потом умень шатв £+ при неизменных значениях вл

Фиксируем £+ с т о л б  малым, чтобв1 выполнялись неравенства

||аз||-Ф ф+) ф г < 1 , | |В + 1 || ф во +  7 IIВ ||, 0 < 7  < 1, | |В | |  ф М.

Подчеркнем, что неравенство для функции В +1 здесь написано при усло­
вии, ч т 0  ||В^|| ф М.  Константой М, которую можно увеличивать, умень­
шая значение момента времени £+, распорядимся несколько позже.

В силу определения Во =  0 справедливо неравенство ЦВ1Ц ф во- Вели­
чина во =  р | а 41 с уменьшением £+ не увеличивается, но и не стремится в 
общем случае к нулю. Считаем М  > во (выбором £+). Тогда

11В |  ф во +  7 | |В || ф во +  7во.

Если бы и во +  7 во < М, то удалось бы продолжить упрощенную оценку

| |В || ф во +  7 11В|| ф во +  7 во +  72во.

Замечаем, что если сразу выбором достаточно малого значения £+ обеспе­
чить для М  (взяв, например, М  =  1/£+) выполнение неравенства

во(1 +  7 +  7 2 +  . . . )  =  во(1 -  7 ) -1  ф М, 

то все упрощенные оценки будут правомерны и | |В | |  ф М  Vк ^  0. □

Замечание 2. Выбор значения £+ конструктивен. Рассмотрим простейший 
вариант. Фиксируем г < 1 и £+ из условия 4д(£+) Ф(£+)/£ ф г. Ряд для 
функции Ф(£) быстро сходится. При этих г  £+ вычисляем и фиксируем 
вг по начальной концентрации со и коэффициентам В  7) Ь модели. Затем 
для некоторого 7  € (0 , 1), уменыная £+ (если необходимо), добиваемся

в 1 £+ ф 0.5 7 , в 2£+ ф 0.57 , М  =  [£+]- 1  ^  во(1 -  7 )-1 .

Затем можно вернуться к исходному времени.

Т е о р е м а  8 . Д л я  д о с т а т о ч н о  м а л ы х  значений £+ > 0 гладкое решение 
А € С 1( / ) функционально-дифференциального уравнения (3.10) на отрезке 
времени /  =  [0 , £+] с у щ е с т в у е т  и е д и н с т в е н н о .

Доказательство. С учетом А&(0) =  со, А& =  В  из (3.13) получаем

В + 2Ф) -  В +1 (£) +  аз(£) ^ 1 [  [В + 2(т) -  В + ф т )]е пф -  т ) В
о

=  -оц ф ) [Ак+1(£) -  Ак(£)] +  оф ф  [В+ФФ -  В (Ф]

=  | а 5 -  а l J  (В +1 +  В ) йт |  ' J  ( В +1 -  В ) В
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В ы б е р е м  с т о л ь  м а л ы м ,  ч т о б ы  в  с и л у  л е м м ы  7  в ы п о л н я л о с ь  

Ы 1  Ф(Ъ+) Ф Г < 1, ЦВкIII  Ф  М  = [Ъ +]- 1 .

С  у ч е т о м  о ц е н к и  ( 3 . 1 2 )  д л я  у р а в н е н и я  ( 3 . 1 1 )  и м е е м

\\В к+2 — В к+1 II Ф  Р {1|а б || +2Ца1ЦМЪ+} х  

х  11 ̂ к̂+ 1  — В кУ = Р t+||Bk+1 — В к ||.

Ф и к с и р у е м  в  и  дальнейшим у м е н ь ш е н и е м  д о б и в а е м с я  с ж а т и я

\\В к+2 — B k+1|| Ф в 11̂ к̂+ 1  — B k ||, 0  < в < 1.

Д а л е е  в  д о к а з а т е л ь с т в е  с у щ е с т в о в а н и я  и  е д и н с т в е н н о с т и  р е ш е н и я  ( 3 . 1 0 )  

А е  С 1^ ) следуем схеме сжатых о т о б р а ж е н и й .  Д л я  р е ш е н и я  В(Ъ) = А(Ъ) 
п о л у ч а е м  о ц е н к у  (Во = 0 )  | | В | |  Ф  || В 1Ц/(1 — в). □

З а м е ч а н и е  3 .  П о  ф и з и ч е с к о м у  с м ы с л у  п р о д о л ж и м о с т ь  р е ш е н и я  и н т е г р о -  

д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  ( 3 . 1 0 )  ( д и ф ф у з и о н н о й  к р а е в о й  з а д а ч и  т е р ­

м о д е с о р б ц и и )  н а с  и н т е р е с у е т  с  р о с т о м  в р е м е н и .  З д е с ь  в а ж н о ,  ч т о  п р и  к в а д ­

р а т е  к о н ц е н т р а ц и и  к о э ф ф и ц и е н т  о т р и ц а т е л ь н ы й  и  о т д е л е н  о т  н у л я .  Э т о  

и с к л ю ч а е т  н е о г р а н и ч е н н ы й  р о с т  р е ш е н и я  з а  к о н е ч н о е  в р е м я .  И з - з а  о т н о ­

с и т е л ь н о й  м а л о с т и  а 1(Ъ) ( к о э ф ф и ц и е н т а  д е с о р б ц и и  Ъ(Ъ)) в н а ч а л е  с у щ е ­

с т в е н н о  в т о р о е  п о л о ж и т е л ь н о е  с л а г а е м о е  в  п р а в о й  ч а с т и  ( 3 . 1 0 ) .  П о  м е р е

А(Ъ)
и н т е г р а л ь н о г о  с л а г а е м ы х .  Р о с т  с м е н и т с я  с п а д о м ,  в  т р е т ь е м  с л а г а е м о м  п о ­

я в и т с я  п о л о ж и т е л ь н ы й  п р и р о с т .  П р и  п о д х о д е  к  н у л ю  А 2 = о(А) и  с н о в а  

о п р е д е л я ю щ е й  о к а ж е т с я  л и н е й н а я  п о л о ж и т е л ь н а я  ч а с т ь ,  ч т о  н е  д а е т  г р а -

А(Ъ)
р о в  п р и  ч и с л е н н о м  м о д е л и р о в а н и и  н е т  п р о б л е м  с  п р о д о л ж и м о с т ь ю :  к а к  и  

в  э к с п е р и м е н т е  п о  м е р е  н а г р е в а  н а б л ю д а е т с я  а к т и в и з а ц и я  д е с о р б ц и о н н о -  

г о  п о т о к а ,  к о т о р ы й  з а т е м  а с и м п т о т и ч е с к и  с п а д а е т  в с л е д с т в и е  и с ч е р п а н и я  

в о д о р о д а  в  о б р а з ц е .  Р е з у л ь т а т ы  ч и с л е н н о г о  м о д е л и р о в а н и я  п р е д с т а в л е н ы  

в  ( 1 2 6 , 1 5 4 ] .  О с н о в н о й  р е з у л ь т а т  с о с т о и т  в  т о м ,  ч т о  р а с с м о т р е н н ы е  к р а е в ы е  

з а д а ч и  с  н е л и н е й н ы м и  д и н а м и ч е с к и м и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  м а т е м а т и ­

ч е с к и  к о р р е к т н ы  ( р а з р е ш и м ы  в  о б о б щ е н н о м  и  к л а с с и ч е с к о м  с м ы с л е ) .
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4 .  С т а ц и о н а р н ы е  к о л е б а н и я  к о н ц е н т р а ц и и

И С О П Р Я Ж Е Н Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я

Обратимся к методу концентрационных импульсов (Т(Ъ) =  Т) для модели 
с обратимым захватом (аг > 0). В силу периодичности входной концентра­
ции (1.10) со временем устанавливается режим стационарных колебаний в 
объеме мембраны и, соответственно, плотности выходного десорбционного 
потока. Этот режим не зависит от начального распределения диффузанта.

Уравнение колебаний. Проинтегрируем сначала линейное по г уравне­
ние (1.2) и подставим выражение для г(Ъ,х) в уравнение (1.1):

дс д2 с /* Ъ
—  = Б — 2 — и1с +  а1а2 1 ехр{[т — Ъ]а2\с(т,х) йт + х(Ъ,х). (4.1)
дЪ дх2 Уо

С ростом времени экспоненциально убывает влияние начальных данных
г(0,х)  = с(х), с(0,х) = с(х): в уравнении (4.1) неоднородность х(Ъ,х) рав­
на а2 ехр{—а2Ъ} с(х), а под интеграл ом при т = 0 имеем ехр{—а2Ъ} с(х). 
Коэффициенты модели рассматриваются при постоянной заданной темпе­
ратуре Т(Ъ) = Т, при которой проводится эксперимент МКИ.

Для описания предельных стационарных колебаний нужно рассмотреть
Ъ

вимся на интегральном слагаемом. Представим интеграл суммой:

Л Ло л
ехр{—а2 Ъ} ехр{а2т} с(т,х) йт = ехр{—а2Ъ} . . .  + ехр{—а2Ъ} . . .  .

Уо -у0 Jt0

Ъо
берем Ъо ^  Ъ*, когда колебания можно считать установившимися. При 
этом разность Ъ — Ъо считаем такой, чтобы пренебречь первым слагаемым 
(Ъ ^  Ъ1 »  Ъо ^  Ъ* »  1). Рассмотрим интервал Ъ = Ъо + ша + у  У е  (0 ,а), 
где а = 2л/ш — период колебаний, ш  — достаточно большое натуральное 
число. Тогда в силу периодичности по времени с(т +  а,х)  = с(т, х) и

Ко +о гЪо+2агЪ о +0 гЪ 0+20
= ехр{а2т}с(т, х) йт + ехр{а2т}с(т, х) йт +  . . .

Ъо  ̂Ьо+о
/*Ъ о +о гЪо+О

= / ехр{а2т} сйт + ехр{а2а} ехр{а2т} сйт + . . .  =
4Ъо 4Ъо

г Ъо+1
= Е Е  + ехр{а2ша} ехр{а2т}с(т,х) йт,

Ло
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Я  =  (1 +  ехр{й2ст} +  . . .  +  ехр{й2 (ш -  1)ст}) =

= р - е М ш а д г } , д  з  { } с (т .х)
1 -  ехр{й2ст} Л 0

Умножим результат на функцию ехр{-й 2£}. С ростом т  получим:

(  ̂ 1 ехр{-й 2£} / . . .  — > -  Я  ехр{ - [£ 0  +  £]а2 } (1 -  ехр{й2ст}) +
По

По +г/*Со+С

/  е х р { [ т  -  ( £0 +  £ ) ] а 2 } с ( т ,  ж ) ^ т .
Л о

+
^0

Ф о р м а л ь н о  м о ж н о  с ч и т а т ь ,  ч т о  н а ч а л о  о т с ч е т а  в р е м е н и  п е р е н е с е н о  в  м о ­

м е н т  т с т  ( т  ^  1 ) .  И т а к ,  и н т е г р а л ь н о е  с л а г а е м о е  в  ( 4 . 1 )  д л я  р а с с м а т р и в а ­

е м ы х  £ и м е е т  с л е д у ю щ и й  в и д :

Д До+1/г  /-го+г
а 1 а 2 /  . . .  =  /  е х р { [ т  -  (£ 0 +  £ ) а 2 ] }  с ( т ,  ж ) ^ т +

. /0  -Ло

г  £о+^
+  А  /  е х р { [ т  -  (£ 0 +  £ ) а 2 ] } с ( т ,  ж ) ^ т ,  £ е ( 0 ,  ст).

Л оНо

З д е с ь  о б о з н а ч и л и  А  =  а 1 а 2 [ е х р {а 2 ст} -  1 ] - 1 . Т е п е р ь  у д о б н о  с н о в а  п е р е н е ­

с т и  н а ч а л о  о т с ч е т а  в р е м е н и  в  м о м е н т  £0 +  ст ( д л я  о п и с а н и я  с т а ц и о н а р н ы х  

к о л е б а н и й  э т о  н е с у щ е с т в е н н о ) .  Н о в о е  в р е м я  £, ч т о б ы  н е  у с л о ж н я т ь  о б о з н а ­

ч е н и я ,  о п я т ь  о б о з н а ч и м  ч е р е з  £. Т о г д а  н а  п е р  и о д е  ( 0 ,  ст) п о л у ч а е м  с л е д у ю ­

щ е е  у р а в н е н и е  с т а ц и о н а р н ы х  к о л е б а н и й  к о н ц е н т р а ц и и  д и ф ф у н д и р у ю щ е г о  

в о д о р о д а  в  о б ъ е м е  м е м б р а н ы :

д с  д 2 с  I г
—  =  Я — 2  -  а 1с  +  ( а 1 а 2 +  А ы  е х р { [т  -  £ ] а 2 }с ( т ,  ж ) ^ т +  
д £  д ж 2 7 0

+  А ^  е х р { [ т  -  £ ] а 2 } с ( т , ж )  ^ т ,  ( £ ,ж )  е ( 0 ,с т )  х ( 0 , 7 ) .

Э т о  у р а в н е н и е  с  п о с л е д е й с т в и е м :  н а  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  к о н ц е н т р а ц и и  р а с ­

т в о р е н н о г о  а т о м а р н о г о  в о д о р о д а  в  д а н н ы й  м о м е н т  в л и я е т  п р е д ы с т о р и я  и з  

п р е д ы д у щ е г о  п е р и о д а .  О б р а т и м ы й  з а х в а т  ( щ  =  0 )  в л и я е т  н а  п е р е н о с  н е  

т о л ь к о  м г н о в е н н о ,  н о  и  и н т е г р а л ь н о  ( о п р е д е л е н н а я  и н е р ц и о н н о с т ь  с о о т в е т ­

с т в у е т  ф и з и ч е с к о м у  с м ы с л у ) .  С  у в е л и ч е н и е м  в р е м е н и  £ е ( 0 , ст) б о л е е  о т ­

д а л е н н а я  п р е д ы с т о р и я  в л и я е т  м е н ь ш е .  В  д а л ь н е й ш е м  в о с п о л ь з у е м с я  к о м -
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пактной записью двух интегральных слагаемых в виде одного интеграла: 

дс д2с /"ст
— =  Б — 2 — а 1 с +  Н (Ь, т)с(т, ж) Ут, Ь € (0, а), (4.2)
дЬ дж2 Уо

Н(Ь,т) =  ( а ^ 2 +  А) ехр{[т — Ь]а2}, 0 ф т ф Ь,

Н(Ь, т ) =  Аехр{[т — , Ь < т  ф а.

Формально в (4.2) можно усмотреть причинно-следственное противоречие: 
на скорость изменения концентрации с(Ь, ж) по времени Ь влияют и будущие 
значения с(т, ж). Но в силу периодичности это будущее является влиянием 
прошлого периода. При необходимости с учетом соотношений А +  а 1а2 =  
Аехр{а2а}, с(т ±  а, ж) =  с(т, ж) уравнение можно записать в форме, явно 
выделив последействие периода установившихся колебаний концентрации:

дс д2с
— =  Б — 2 — а 1с +  В  ехр{[т — Ь]а2}с(т, ж) ат, 
дЬ дж2 Л-ст

В =  а 1а2ехр{а2а}[ехр{а2а} — 1]-1 , (Ь,ж) € (0 ,а) х (0Д).

При а2 ^  0 особенность в выражении В раскрывается как В =  аД а .

Замечание 1. Следует подчеркнуть: в отличие от уравнения (4.1) на полу­
оси времени, в уравнении (4.2) не следует увеличивать время Ь неогра­
ниченно: соотношение написано для интервала длины а  =  2п/ш с но­
вым началом отсчета времени для периода установившихся колебаний. Да­
лее по возрастанию времени решение с(Ь, ж) продолжается периодически 

Н(0 , т ) =  Н (а, т )). Этот предельный режим колебаний в исходной модели 
достигается лишь асимптотически. Практически — при Ь ^  1.

Далее удобно, чтобы новое начало отсчета времени, когда колебания 
концентрации можно считать установившимися, совпадало с включением 
диссоциатора (время всегда можно увеличить). Тогда интервал (0, а /2 ) 
соответствует включению, а (а/2 , а) — выключению. Период подбирает­
ся так, чтобы на полупериодах выходной десорбционный поток водорода 
практически достигал стационарных уровней У ~  У, У ~  У̂  > У. Это ис­
пользуется при идентификации модели: выходы на горизонтальные асимп­
тоты У =  У , У =  У̂  соответствуют линейным распределениям концентра­
ции, рассчитываемых аналитически.

С опряженные уравнения. В общей постановке задача параметрической 
идентификации состоит в определении коэффициентов модели по изме­
рениям. Возникает проблема поиска и выбора уравнений, связывающих 
в сравнительно простой форме оцениваемые величины с измерениями.
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Изложим пока только принципиальную схему параметрической иден­
тификации модели на основе общей техники сопряженных уравнений ма­
тематической физики [57] (подробнее см. главу V). Рассмотрим в области 
Qt<< =  (0, 0*) х (0Д) уравнение с* =  А с с определенными краевыми услови­
ями, где А — заданный интегро-дифференциальный оператор. Используя 
формулу интегрирования по частям, для произвольной достаточно гладкой 
«пробной» функции 0(0, ж) получим:

Ь* /*& гЬ* г&
•0 {с* — А с}^ж^0 =  . . .  = / с { 0 Ь — А*0}^ж^0 +  / .

о Jо эо ао

/
виями. Если фиксировать решение 0 (0  ж) сопряженного уравнения 0* =  
А*0, то получим соотношение /  =  0, содержащее искомые параметры и 
экспериментальные данные. Подчеркнем, что для сопряженного уравнения 
не фиксируются краевые условия. Именно с ними часто связаны основные 
аналитические трудности. Выбирая теперь различные «простые» решения 
0г(0, ж) из бесконечного их числа, получаем систему уравнений /  =  0 
для оценивания параметров модели. Для рассматриваемой задачи функции 
0 (0  ж) подбираются методом разделения переменных: 0(0, ж) =  в(0)7(ж)-

Следуя этой установке, возьмем функцию 0(0, ж) с необходимыми ана­
литическими свойствами, чтобы воспользоваться формулой интегрирова­
ния по частям. Проведем тождественные преобразования:

ГО Г &
0  =  J  У  0  | с Ь — ^ с х х  +  Й1С — J  Н ( 0 , т ) с ( т ,  ж ) ^ т | ^ ж ^ 0  =

/* О /»&

=  /  0 ( 0 , ж ) { с Ь — ^ с х х  +  а 1̂ ^ ж ^ 0 —
о о
ГО /»& ГО

—  /  0 ( 0 ,  ж ) /  Н  (0 , Т  ) с ( т ,  ж ) ^ Т ^ ж ^ 0  =  . . .  =
о о о
/*& ГО ГО

=  ( 0 с )  |О=0^ ж  —  Д ( с л 0 ) |Х =ой 0 +  /  ^ ( 0 жс ) |Х =оЙ0 . ( 4 .3 )
о о о

В окончательном результате не приводится двойной интеграл, который сде-
0

д0 д 20
д0 дж2

+  а 10  — /  Н ( т, 0) 0 ( т, ж) ^т, 0 € ( 0 , а ) . (4.4)
о
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Под интегралом Н (т, Ь) в отличие от Н (Ь,т) в (4.2). Более подробно:
ГО ГО
/ . . .  =  (а1 а2 +  А м  ехр{ф — т ]а2} ф(т, ж) Ут+

Уо У*

+  А  ехр{ф — т]а2}ф(т, ж) Ут, Ь е  (0, а). 
о

Методика составления сопряженного уравнения такова: меняются знаки 
перед слагаемыми в правой части, отрезки интегрирования [0,Ь] и [Ь,а], 
переменная т — Ь заменяется на Ь — т, т. е. «все наоборот».

Важная деталь: для линейного уравнения (4.4) не ставятся краеввге 
условия, т. е. решений ф бесконечно много, что в принципе позволяет фор- 
мироватв любое число уравнений для оцениваемых параметров. Удобно 
применять разделение переменных: ф =  в(Ь)у(ж). Простейшие решения: 
ф =  1  ф =  ж. Интеграл от Н (т, Ь) по т е  [0, а] равен щ. В силу одно­
родности соотношения (4.3) по ф решения сопряженного уравнения (4.4) 
нужно искать с точностью до постоянного множителя. Более сложные ва­
рианты: ф =  в(Ь) сов^ж) ( в т ^ ж ) ), в(Ь) ехр^ж), V — параметр. В случае 
в(Ь) сов^ж), например, для коэффициента в(Ь) получаем

в (Ь )  =  ^  в (Ь )  +  а 1ф (Ь ) — /  Н ( т ,  Ь) в ( т ) У т .
о

Разделим на ехр{а2Ь} и введем переменную £(Ь) =  ехр{—аД}в(Д:

С*
2£ +  «2 ^ =  ( ^  +  аф £ — А / £(т ) Ут — (щ а 2 +  А) /  £(т ) Ут. (4.5)

Уо У*
Дифференцируя по ф получаем линейное уравнение второго порядка 

£(2)(Ь) +  ( «2 — «1 — ^ 2) £(Ь) — й1 а2£(Ь) =  0,

которое легко интегрируется. После подстановки функции £ обратно в 
уравнение (4.5) одна произвольная постоянная исключается. Для варианта 
ф =  в(Ь) ехр^ж) следует лишь сменить знак перед О. Линейная комбина­
ция решений является решением. Параметр V произволен и может опре­
деляться как функция оцениваемых величин V =  V(О, аД. Например, для 
функции ф =  в(Ь) сов^ж) лучше взять V2 =  О -1 (й2 — 01), если 02 > 0 1 ­
В противном случае (а2 < аД выбираем ф =  в(Ь) ехр^ж), V2 =  О -1 (а1—а2). 
Тогда уравнение значительно упрощается: £(2) =  а 102£.

Стратегия использования сопряженного интегро-дифференциального 
уравнения (4.4) при решении задачи оценки параметров переноса водоро­
да состоит в подстановке конкретных решений ф (Ь, ж) в соотношение (4.3), 
которое примет вид / (О ,а ,̂ д, Ь) =  0 с учетом уравнений модели.

О
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Замечание 2. Чтобы использовать в явной форме линейные стационар­
ные распределения концентрации водорода не только на границах перио­
да (Ъ = 0, а), но и при Ъ = а /2  (3 =  3ф , можно вывести другое сопря­
женное уравнение, не меняя общей схемы. Последуем выводу соотноше­
ния (4.3), только интеграл по Ъ возьмем на отрезке [0,а/2], а вместо (4.2) 
воспользуемся уравнением (4.1) на [0, а/2]. Поскольку 3 = 3  щ и  Ъ = 0, то 
для неоднородности имеем представление х(Ъ,х) = а2 ехр{—а2Ъ}г(0,х) = 
а1 ехр{—а2Ъ}с(0, х), а линейное распределение с(х) = с(0,х) рассчитыва­
ется явно: в модели следует приравнять к нулю производные по времени. 
В последнем равенстве в (4.3) под интегралом по х е [0,£2] будет (фс)^ ^ ,  

Ъ а/2  а

го/2 Л
—а1 I / ехр{—а2Ъ} ф(Ъ,х) с(0,х) йхйЪ. 

о о

ф
вместо интеграла то т е  [0, а] будет интеграл по т е [Ъ,а/2] от функции 
а1а2 ехр{[Ъ — т]а2 }ф(т, х). При разделении переменных ф = в(Ъ)у(х) для 
в(Ъ) получаем линейное уравнение второго порядка, аналогичное (4.5). Та-

[0, а/2] [а/2, а].

5 .  Р а з н о с т н а я  с х е м а  р е ш е н и я

К РА Е В О Й  З А Д А Ч И  Т Д С - Д Е Г А З А Ц И И

Изложим вычислительный алгоритм решения краевой задачи ТДС-дега- 
зации насыщенной водородом пластины с нелинейными динамическими 
граничными условиями и приведем результаты численного моделирова­
ния (136]. Рассмотрим симметричную по постановке эксперимента систему 
уравнений с учетом ограниченной емкости ловушек различных типов:

д -  = 0^-22 — ^  \а„[1 — ]с(Ъ,х) — а+ги(Ъ,х)], = г" 2 , х ) , (5 .1)
дЪ дх2 L ] гШах

_  ги (Ъ,х)
ги
^ш ах

дг
= а-(Т)[1 — Z v]с(Ъ,х) — а+(Т)ги(Ъ,х), Ъ е (0,Ъ*), х  е  (0,£), (5.2)

с(0,х) = д(х)  = <р(£ — х), ги ( 0 , х ) =  фи (х) = фи (£ — х), (5.3)

^  = Д 8 ^ )р (Ъ) — 3 (Ъ) ±  В (Т ) 3 (Ъ) = b(T )q2(t), (5.4)

ъ г
со(Ъ) = с£(Ъ) = д(Т)т(Ъ), Ъ е  [0,Ъ*], р(Ъ) = ф у  3 (т) е х р { йт.
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Здесь c(t, ж) — концентрация диффундирующего атомарного водорода, 
растворенного внутри пластины, c0(t) =  c(t, 0 )  cg(t) =  c(t,.£); zv(t, ж) — 
концентрации атомов водорода, захваченного дефектами различных ти­
пов (z^ax =  max zv); a j  — коэффициенты поглощения и выделения H  
ловушками; q(t) — поверхностная концентрация; D b g  — коэффициен­
ты диффузии, десорбции и быстрого растворения (локального равновесия 
«поверхность-объем»); д — кинетическая константа; s — коэффициент при­
липания H  к поверхности; J ( t)  — плотность десорбции (торцами пластины 
пренебрегаем); p(t) — давление молекулярного водорода в вакуумной ка­
мере. Для практических целей захват учтен в простейшей «интегральной» 
форме, уточнение геометрии дефектов и их распределения существенно 
усложнило бы модель. Если дефект не микрополости, а, например, вклю­
чения гидридной фазы, то соответствующий коэффициент a - (T) тожде­
ственно равен нулю, а значение a++(T) положительно лишь после достиже­
ния критической температуры: T(t) ^  Tcrit- При этом начальное распреде­
ление D (ж) обычно считается равномерным. Константы $0 , 01 определя­
ются характеристиками вакуумной установки: 00 равна отношению объема 
камеры к скорости отбора газа, 01 пропорциональна площади пластины. 
Параметры модели D  b, s зависят от температуры Т по закону Аррениуса; 
g, av ~  const, Т £ [Т- ,Т +]. Нагрев практически равномерный и линейный: 
T (t) = Т  0 +  vt, v > 0. Сокращен но D(t) =  D(T (t)), b(t) =  b(T (t)),. . .

Более точная модель растворения определяется балансом потоков:

k+ (2 > 0 y (t) [1 -  q(t)q -L ] -  k _ ^ )q(t) [1 -  C0,̂ (t)cmax] =  ± D ^ )dxc|0>r

В случае, когда диффузия значительно медленнее проницаемости поверх­
ности (Ddxc ~  0 в относительнвм масштабе) и концентрации относитель­
но малы (q ^  qmax, с ^  cmax), получаем условие быстрой растворимо­
сти С0/  ~  gq, где g =  fc- /fc+. Если поверхность изотропна (в смысле 
D -  ~  D + ), то коэффициент g слабо зависит от температуры T(t).

Уточним начальные данные. Равновесная концентрация насыщения с 
удовлетворяет соотношению gsp =  bc2/g 2 при Т = Т (производные в 
граничном условии (5.4) равны нулю). Модель соответствует диапазону 
с «  уф . При непродолжительном начальном этапе ТДС-эксперимента 
(охлаждение и вакуумирование) имеем практически равномерное началь­
ное распределение ^(ж) =  с. Для ловушки с обратимым захватом константа 
Cv =  D (ж) определяется в силу уравнения (5.2):

д  =  0, Т = Т  ^  a -(T ) [1 -  C(zmax)-1 ]c -  a+(f)Cv =  0.

Для некоторых значений параметров задача может оказаться жесткой: 
|q(0)| ^  1. Концентрация растворенного водорода симметрична относи­
тельно середины пластины, начальное вакуумирование длится некоторое
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( п у с т ь  и  м а л о е )  в р е м я .  Д л я  у т о ч н е н и я  н а ч а л ь н ы х  д а н н ы х  р а з у м н о  п р и н я т ь  

Д ж )  =  с  — А  [ж — Г0 ]2 , А  >  0  2Г 0 =  Г  К о н с т а н т а  А  о п р е д е л я е т с я  п о д с т а н о в ­

к о й  <^(ж) в  у с л о в и е  « м я г к о г о  с т а р т а »  д ( 0 ) =  0  ( р а в е н с т в о  о т н о с и т е л ь н о е :  н а ­

ч а л ь н а я  т е м п е р а т у р а  Т о  и  с к о р о с т ь  н а г  р е в а  V  д о с т а т о ч н о  м а л ы ) .  Ф у н к ц и ю  

ф и  (ж )  ф и к с и р у е м  с о о т н о ш е н и е м  а - ( Г 0 ) [ 1  — ф V/ ^ т а х ] т  — а + ( Т 0 )ф ^  =  0 ( «  0 ) .  

Д л я  д е ф е к т а  т и п а  в к л ю ч е н и я  г и д р и д н о й  ф а з ы  в х о д н ы е  д а н н ы е  з а д а ч и  

С  =  ф и  ( ж ) ,  Т Сп ь ,  а +  з а д а ю т с я  п о  и н ф о р м а ц и и  о  к о н к р е т н о м  х и м и ч е с к о м  

с о с т а в е  г и д р и д а .  Б е з  п р и н ц и п и а л ь н ы х  и з м е н е н и й  и с п о л ь з у ю т с я  и  б о л е е  в ы ­

с о к и е  с т е п е н и  д л я  п р е д с т а в л е н и я  н а ч а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  с ( 0 , ж ) =  д> (ж ).

Ц е л ь  с о с т о и т  в  ч и с л е н н о м  м о д е л и р о в а н и и  п л о т н о с т и  д е с о р б ц и о н н о г о  

п о т о к а  Т (Ь ) =  6 (Г )д 2 (Г ) , Ь е  [0 , Ь*] (Т (Ь )  0  Ь ^  Ь *). Э т а  ф у н к ц и я  о п р е ­

д е л я е т с я  и з  э к с п е р и м е н т а ,  т а к  ч т о  м о д е л ь н ы й  п о т о к  Т  (Ь) н е о б х о д и м  д л я  

к а ч е с т в е н н ы х  о ц е н о к ,  д л я  о б о с н о в а н и я  и  т е с т и р о в а н и я  м е т о д о в  п а р а м е т ­

р и ч е с к о й  и д е н т и ф и к а ц и и  м о д е л е й  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т и .

Реш ение краевой задачи: разностная схема

С л е д у я  с т а н д а р т н о й  м е т о д и к е  [71], в в е д е м  с е т к у  с  ф и к с и р о в а н н ы м и  ш а ­

г а м и  т ,  Н п о  п е р е м е н н ы м  Г, ж в  з а м к н у т о й  о б л а с т и  О  =  [0 , Ь*] х  [0 , Г]. О б о ­

з н а ч и м  ч е р е з  с к п р и б л и ж е н н ы е  з н а ч е н и я  к о н ц е н т р а ц и и  в о д о р о д а  с ( Ц , ж г);

«  Хи  (Ьк ,ж ^ );  к  е { 0 ,  . . . , М } , г е { 0 , . . . , Ж };  т  =  Ь*/ М , Н =  Г / Ж . 
Р а с с м о т р и м  с х е м у  с  в е с а м и :  О  =  О ( £ к ) ,  а ^  =  а V( £ к ) ,  £ к е  [Ьк ,Ь к + 1 ],

с к+ 1   с к
4  4  =  ( 1  — а )

т
О

ск+ 1  — 2 ск  +  ск- 1 

Н2
а ^ 11  — ^ г> ] ск  — а + г г>

+  а
с к + 1 _  2 с к + 1 +  с к + 1 т  

В С- + 1  2С,Ц  +  С- - 1 - У  | а „  1 1 -Н 2

г к+ 1    г к _
/., \ _  ^  гт-к 1 к +  к

т  =  (1 —а ) а - С1 — V  С% —ау%% ,ь

^ 2  ( а -  [ 1  — ^
V = 1

Е ( “ - [ 1  — Ж + С к + 1  — « Ж Д )

а -  [ 1  — '2 у + 1 ] с к + 1 — а + г г)+ 1

+

'̂= 1

+ а

З д е с ь ,  ч т о б ы  и м е т ь  в о з м о ж н о с т ь  и с п о л ь з о в а т ь  а л г о р и т м  п р о г о н к и  н а  

( к  +  1 ) - о м  с л о е  п о  в р е м е н и ,  н е и з в е с т н у ю  в е л и ч и н у  ^ г+ 1 з а м е н я е м  е ё  а п ­

п р о к с и м а ц и е й  и з  л и н е й н о г о  п о  ^ д ^ 1 р а з н о с т н о г о  у р а в н е н и я

'^г) + 1 =  ^ г >  +  0 . 5 т  а - (Ь к ) [ 1  — ^ г> ] с к ( г т а х ) 1 —а +  (Ь к ^ г>  +

+  а - ( Ь к + 1 ) [ 1  — ■̂ '̂•гу+ 1 ] с к ( г т а х ) 1 — а + (Ьк + 1 ) -2 "г> к1 (5.5)
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В  с т а н д а р т н ы х  о б о з н а ч е н и я х  у = / (Ъ, у) э т а  ф о р м у л а  я в л я е т с я  н е я в н о й  с х е ­

м о й  уп+1 = уп+0.5т [/п+ / п+1] для  н о р м и р о в а н ы  о г о  н а  гШах д и ф ф е р е н ц и а л в -  

н о г о  у р а в н е н и я  ( 5 . 2 )  с  ф и к с и р о в а н н о й  п о  в р е м е н и  ф у н к ц и е й  с = с(Ък,х).
И т е р а ц и о н н у ю  п р о ц е д у р у  у т о ч н е н и я  з н а ч е н и й  Z i  +  у к а ж е м  п о з ж е .

Д л я  о п р е д е л е н н о с т и  д а л е е  п о л а г а е м  а = 1/2, ( к = Ък + т/2 ( 7 1 ,  с . 2 8 0 ] .  

П о г р е ш н о с т и  р а з н о с т н о й  а п п р о к с и м а ц и и  о ц е н и в а е т с я  к а к  0(т2 + К2 ') . О б о -
к+1

и зз н а ч и м  Б(Ък + т/2) = 1 Д, a j (Ък + т/2) = <аку, выразим в е л и ч и н у  г, 

в т о р о г о  у р а в н е н и я  р а з н о с т н о й  схемы и  п о д с т а в и м  в  п е р в о е .  В  о б о з н а ч е н и я х

1км [1  — Zjk,v ]

и=1 + 2т 1 у у  = Е
ак,1̂  [ 1  — ^ , + 1]

=1 Ч,» + 2т-1

жгк = е

к
акм

уи=1 акV + 2т к1
д кк1 = 2 + к 0  к \  1 +  у к+1)

Ггк = с к  — [2 — к О к \ 1  — Угк)]ск+ ск+1+ 2 к 0 , к  = 2К2т-1 , 

п о л у ч а е м

с к  — Я к+1ск+1 + ск+1 + Ргк =  0 ,  к ^  0 . ( 5 .6 )

Ъ = 0
ны: с0 = <р(хг) •  С л е д у я  м е т о д у  п р о г о н к и ,  и щ е м  п р и б л и ж е н н ы м  з н а ч е н и я

(к + 1)

ск+1 = агск+1 + вг + ъ с к+1, г = 1, 2 , . . . , Ы  — 1, к > 0 .  ( 5 .7 )

Прогоночные к о э ф ф и ц и е н т в 1 в в г а и с л я ю т с я  п о  с л е д у ю щ и м  ф о р м у л а м :  

а г = [Як+1 — а г - 1]-1, вг = аг(вг- 1  + Р к), дг = Ъ - ^ г ,  г = 2 , . . . , Ы  — 1.

г = 1
он = ъ  = 1 / я к1+\  в1 = р к / я к +1-

Б л и ж а й ш а я  ц е л и  — н а й т и  з н а ч е н и я  ск+ \  с кк1, необходимые д л я  р е а ­

л и з а ц и и  п р о г о н к и .  П о д с т а в и м  ф у н к ц и ю  р(Ъ) в  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  ( 5 .4 ) :

Т(Ъ) = рв(Т)91!  3 (п)ехр  | ^ й у  — Ъ(Т)т2(Ъ) ±  Б ( Т ) ̂  о £. 

З а п и ш е м  р а з н о с т н у ю  а п п р о к с и м а ц и ю  ( х  =  I ):  к ^  0  рк = р(Ък) ,

Тк+1т Тк = 0.5[двкРк — Ьктк — Окдхс(Ък,£) +

+ Й8к+1рк+1 — Ьк+1Тк+1 — Б к+1дх с(Ък+1,£)\. (5-8)



194 Глава III. Задачи с динамическими граничными условиями

И н т е г р а л  п р и б л и ж е н н о  в ы ч и с л я е м  п о  ф о р м у л е  т р а п е ц и й :

Дк+1 Дк+1
ро+1 =  0 1 / з (п)ехр{ф  -  Я + ^ 0 - ^  =  ехр{ - т 0 -^ р о  +  0 1 / . . .  Зр

7о ./£&

и  ехр{ - т 0 - 1}рк +  О.5т01 [3^+1 +  е х р { - т 0 - 1}3к], ро =  0. (5.9)

В т о р о й  в а р и а н т .  В о с п о л ь з у е м с я  д л я  у р а в н е н и я  р =  —р/0о +  0 3  н е я в н о й  

с х е м о й ,  у к а з а н н о й  в ы ш е  д л я  с к а л я р н о г о  у р а в н е н и я  у =  / (С у) :

Рк+1 =  [(20о -  т)рк +  0о01Т( 3  +  3к+1)] [20о +  т]-1 .

В  г р а н и ч н о м  у з л е  с  т о ч н о с т ь ю  д о  0(С 3) а п п р о к с и м и р у е м

2Л,джс(ф Д) и  с 2 -  4 с 1 +  3с£, j  =  СД +  1. ( 5 . 1 0 )

З н а ч е н и я  к о н ц е н т р а ц и и  н а  С - о м  с л о е  у ж е  и з в е с т и ы .  Д л я  (С  +  1 ) - г о  с л о я  п о

1-1 н  с  0 + 1
_ 2 и  с Х - 1в р е м е н и ,  п о д с т а в л я я  з н а ч е н и я  с ^ + 2 и  с ж + 1  и з  с о о т н о ш е н и я  ( 5 . 7 ) ,  п о л у ч а е м

дхс(Д +ъФ  ~  27) ( 3 +  ^ - 1 (^ - 2  -  4)) с ^т1 +

+  ( Дх - 2 +  7х -1 (а х-2 -  4)) с0+1 +  ( ^ -2 +  ^х-1 (а х - 2 -  4))

В  силу симметрии начальных данных в краевой задаче граничные концен­
трации равны, поэтому решение задачи ищем при условии с°+1 =  с^т1. 
Аппроксимацию джс(Д+1 Д) запишем в более компактной форме:

2)джс(Д+1Д) и  (Н  +  С)сж+1 +  В, Н  =  3 +  а ж-1ф (5.11)

С =  ДN-2 +  Дл - 1Ф В =  С л-2 +  — 1С, С =  а Я-2 -  4. 

Соотношения (5.9)—(5.11) подставляем в (5.8), обозначив с^т1 =  у:

Ьо+ 1  Л  3 0 1 т

1  - ~ 8 0 + 1
у 2 + 2  +  ̂ о т 1  ( С  +  Н )

т у о + 1  2 )
У +  Г  =  0 ,

г = |  ( 1  -  е х р  { -  т 0 - 1 }"°+0  (с " ) 2 + ( ^  -  4 )с 0 +  

1
+  27)(! о + 1 В +  ! 0 (сж- 2 -  4сж- 1 ) )  -  Зро ( ехр{ - т 0 о 1 }80 + 1  +  .
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Д ля второго варианта определения значения давления Рк+1 имеем

У +  г  =  0 ,
Ьк+1 Д ^^0^1т

1  — 7 5  ГГ 8к+1
2 б 0 +  т

У2 + 2  +  ^ к т 1  ( с  +  н )
т ^ к + 1  2Н

- Ь к Д  д б ^ т  кД , б3Ок 2 \  к,
Г =  2 ( 1 — 7 5  I 5к+1 ) (ск) +  ( ЩТГ )сж+д2 V 2 б0 +  т У 4 V 2Н тдк '

+  (2Н) 1 ^О к+1В +  Ок ( с^ - 2  — 4сж-1^  — дрк  ̂ 2 б +  т ^ + 1  +  •

По физическому смыслу нас интересует положительный коренв квадратно-
У

0(Н 2 +  т 2), что согласуется с разностной схемой в объеме.
Изложим поэтапно алгоритм вычислений. Фиксируем входные значе­

ния Г О0 , Е д , &0) Е ь, 8 0  Е 8, д, с =  с(р, Г), Г о  V. Находим А > 0 (г(0) > 0), 
подставляя распределение Дж) =  с — А [ж — Г0]2 в условие мягкого старта

4 ( 0 )  = 0 :  А  =  Г0 2 [с  +  Г0 1О д 2 Ь ^  1  — у / с Г Ь О - 1 д - 2  +  1 ) ]
То

Задаем типы дефектов, коэффициенты aV и началвные распределения 
фV(ж). На (к +  1)-ом слое (к Д 0) алгоритм вычислений следующий.

1) Вычисляем по слою времени значения -2'гк+1 из уравнения (5.3).

2) В соответствии с соотношениями (5.3), (5.7) прямым ходом прогонки 
последователвно вычисляем наборв1 коэффициентов а , в  7 ­

3) Значения концентрации в граничных узлах определяем, решая квад­
ратное уравнение относителвно переменной у =  ц^+1 =  с ^ 1 > 0.

4) Обратным ходом прогонки по формуле (5.7) находим приближенные 
значения концентрации во всех внутренних узлах сетки.

5) Вычисляем давление Рк+1 и значения концентрации в дефектах из 
второго уравнения разностной схемы в объеме, исполвзуя формулу

к+1 =  к , а -Д [(1 — ^г> К к +  (1 — '^к+1) сгк+1] — 2Й+^
^  +  a+v +  2 т - 1 •

6) Коррекция значений -2,к+ 1 состоит в том, что теперв можно положитв 
-2,к+1 =  гк+1/ г т ах и повторитв вычисления в соответствии с п. 2-5 до 
установления -2'к+1 ~  Е ^ 1 (двух-трех итераций достаточно).



196 Глава III. Задачи с динамическими граничными условиями

Вычислительные эксперименты показали, что в рассматриваемом диа­
пазоне параметров модели по критерию материального баланса следует 
отдать предпочтение второму варианту определения давления (рк+Д

Результаты  численного м оделирования

При реализации вычислений, помимо физических соображений, в качестве 
показателя правильности счета принят материальный баланс:

д  +  ^ dx +  2 q ( 0 )  =  /  c ( t , x )  +  ^ z v ( t ,  x )  dx +  2 q ( t ) + 2 /  J ( t ) dr.

Из-за большого разброса порядков величин проводилось масштабирование: 
x  =  £ Х , X  G [0, 1], с =  c / c  G [0, 1], Z =  z / c, q =  сод/ (д ф , D  =  D / £ 2, J  =  b q 2, 

b  =  bc£, с  =  p , / ( c £ ) .  В  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  практике £  обычно в пределах
10 2 — 10 1 cm, p ~  0 . 1 - 1 0  Т о г г .  О г р а н и ч и м с я  концентрациями с 1 0 16 -

1019 1/ с т 3 , г ~  1014 — 102 1 1/ с т 3 , д  =  1.46 ■ 1021  о т - 2 в- 1 Тогг- 1 . Ловушки 
две: с обратимым захватом и включение гидридной фазы. Поверхность 
считаем изотропной: д ~  10- 2 — 103 (д  ~  к~/к+, Ед ~  0). Рассмотренные 
диапазоны аррениусовских параметров приведены в таблице 5.1.

о

Таблица 5.1. Диапазон значений параметров
Параметр Диапазон Преджспонента E, кДж/молъ
D ,  с  m2/ s

CO1Oт-41O70т-4 10т-41со10т-4 10 — 40
Ь с m 2 / s 10- 25  — 10- 4 10- 4 — 2 ■ 10- 1 50 — 120
s 10- 1 0 —10- 1 10- 3 — 2 ■ 10- 1 0 — 40
a, l / s 10- 6 —10- 1

10т-41co10т-4 0 — 20

Общие значения параметров на рисунках: I  =  10 2, с =  1018, То =  300, 
Ьо =  10-3 , Еь =  90 £>о =  10- ^  до =  102, Ед =  10-4 , §о =  10-2 , Е 3 =  20, 
во =  2ф 01 =  2. Варьируемые коэффициенты приводятся в порядке следо­
вания максимумов слева направо или по их убыванию. Иллюстрации отра­
жают лишь качественный характер зависимостей. За счет Еь ^  Е д  по мере 
нагрева ТДС-дегазация из области существенного влияния поверхностных 
процессов переходит в режим лимитирования диффузией.
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1(1) х 1013 ДТ) х 1013

Рис. 5.1. Начальное распределение: Рис. 5.2. ТДС-спектры 3 (Г),
1 -  равномерное, 2 -  парабола. 3(Т) =  р(Т)/(0о01).

1(0 х 1013 ВД х 1013

Рис. 5.3. Влияние параметра Ьо. Рис. 5.4. Влияние параметра Е&.
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О 50 100 150 200 250 300
t, S

Рис. 5.5. Влияние параметра D q.

J(t) х 1013

Рис. 5.6. Влияние параметра Е д.

J(t) х 1013

Рис. 5.7. Различные скорости 
нагрева. ТДС-пик (t, J ).

Рис. 5.8. Влияние дефектов:
1 -  без дефектов, 2 -  с дефектами.



6. Дискретный спектр термодесорбции водорода 199

6 .  Д и с к р е т н ы й  с п е к т р  т е р м о д е с о р б ц и и

В О Д О Р О Д А  С Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О Й  П О В Е Р Х Н О С Т И

З н а ч и т е л ь н а я  к о н ц е н т р а ц и я  в о д о р о д а  в  м е т а л л е  п р и в о д и т  к  в о д о р о д н о й  

х р у п к о с т и  [ 1 8 ,  2 3 ,  4 4 ,  4 8 ] .  Е с т е с т в е н н ы е  м е т а л л у р г и ч е с к и е  к о н ц е н т р а ц и и  

р а с т в о р е н н о г о  в о д о р о д а  с о с т а в л я ю т  о т  0 .1  д о  1 0 0  p p m .  Д л я  и з м е р е н и я  

к о н ц е н т р а ц и и  в о д о р о д а  в  т в е р д о й  п р о б е  в  у с л о в и я х  з а в о д с к о й  л а б о р а т о ­

р и и  р а з р а б о т а н  а н а л и з а т о р  в о д о р о д а  (АВ-1) [ 1 2 9 ,  1 3 0 ] .  Ц и л и н д р и ч е с к и й  

о б р а з е ц  п о м е щ а е т с я  в н у т р ь  в а к у у м н о г о  э к с т р а к т о р а  и з  к в а р ц е в о г о  с т е к ­

л а .  Э к с т р а к т о р  п о м е щ а е т с я  в  п е ч ь  с  з а д а н н о й  т е м п е р а т у р о й  э к с т р а к ц и и .  

К о н т а к т  о б р а з ц а  и  с т е н о к  э к с т р а к т о р а  т о ч е ч н ы й ,  т е п л о п р о в о д н о с т ь  к в а р ­

ц а  п р е н е б р е ж и м о  м а л а ,  п о э т о м у  т е п л о п е р е д а ч а  п р о и с х о д и т  з а  с ч е т  и з л у ­

ч е н и я .  П р и  н а г р е в а н и и  о б р а з ц а  а т о м а р н ы й  в о д о р о д  д и ф ф у н д и р у е т  в н у т ­

р и  и  д е с о р б и р у е т с я  с  п о в е р х н о с т и  в  м о л е к у л я р н о й  ф о р м е .  С  п о м о щ ь ю  

м а с с - с п е к т р о м е т р и ч е с к о г о  а н а л и з а т о р а  в о д о р о д а  ф и к с и р у е т с я  э к с т р а к ц и ­

о н н а я  к р и в а я ,  п о д л е ж а щ а я  д а л ь н е й ш е й  о б р а б о т к е  (в  ч а с т н о с т и ,  о ц е н и в а ­

ю т с я  к и н е т и ч е с к и е  п а р а м е т р ы  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т и ) .  Г р а ф и к  з а в и с и ­

м о с т и  д е с о р б ц и о н н о г о  п о т о к а  о т  т е м п е р а т у р ы  п р и  м о н о т о н н о м  н а г р е в е  

( Т Д С - с п е к т р )  о б ы ч н о  с о д е р ж и т  н е с к о л ь к о  я р к о  в ы р а ж е н н ы х  п и к о в .  Н а ­

р я д у  с  д и ф ф у з и е й  л и м и т и р у ю щ и м и  ф а к т о р а м и  я в л я ю т с я  п о в е р х н о с т н ы е  

п р о ц е с с ы  ( с м .  [ 1 0 2 ] )  и  з а х в а т  а т о м о в  в о д о р о д а  р а з л и ч н о г о  р о д а  д е ф е к т а м и .

6.1 . М атем атическая м одель терм одесорбции

Уравнение нагрева. О б р а з е ц  м а т е р и а л а  и м е е т  ф о р м у  ц и л и н д р а  с  х а р а к ­

т е р н ы м и  р а з м е р а м и  ( Г О С Т  2 1 1 3 2 . 1 - 9 8 ) :  р а д и у с  о с н о в а н и я  L =  4 ■ 1 0 - 3 ш ,  

в ы с о т а  H  =  2  ■ 1 0 - 2 ш .  Е с л и  п р о г р е в  о б р а з ц а  р а в н о м е р н ы й  ( д о с т а т о ч н о  

м е д л е н н ы й ,  T =  T ( t ) ,  [Г ] =  K ) ,  т о  д и н а м и к у  т е м п е р а т у р ы  м о ж н о  о п и с а т ь  

о б ы к н о в е н н ы м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м  т е п л о в о г о  б а л а н с а  [1 3 0 ]:

T ( t ) =  a e S ( c pV ) - 1 [T4 -  T4 ( t ) ] , To =  T ( 0 )  =  2 9 3  K .

З д е с ь  T e =  c o n s t  £ [ 3 0 0 , 9 0 0 ]  —  п о с т о я н н а я  т е м п е р а т у р а  с т е н к и  э к с т р а к ­

т о р а ,  S =  2 nLH , V =  nL 2 H  —  п л о щ а д ь  п о в е р х н о с т и  и  о б ъ е м  ц и л и н д р а ,  

a =  5 .6 7  ■ 1 0 - 8 J ■ s - 1 m - 2 K - 4 — п о с т о я н н а я  С т е ф а н а - Б о л ь ц м а н а .  П р и  ч и с ­

л е н н о м  м о д е л и р о в а н и и  т е р м о д е с о р б ц и и  в о д о р о д а  б у д е м  д л я  о п р е д е л е н н о ­

с т и  и с п о л ь з о в а т ь  т е п л о ф и з и ч е с к и е  п а р а м е т р ы ,  х а р а к т е р н ы е  д л я  а л ю м и н и я  

и  н е к о т о р ы х  е г о  с п л а в о в  [1 3 0 ]:  р =  2 .7 1  ■ 1 0 3 k g  ■ ш - 3 —  о б ъ е м н а я  п л о т н о с т ь ,  

с  =  1 .1 5  ■ 1 0 3 J  ■ k g - 1 K - 1 —  удельная т е п л о е м к о с т ь ,  е =  7 ■ 1 0 - 5 (Г +  6 4 .3 )  — 
к о э ф ф и ц и е н т  т е п л о в о г о  п о г л о щ е н и я .

П о с к о л ь к у  н е  п р и  в с е х  Te п р е д п о л о ж е н и е  о  р а в н о м е р н о м  п р о г р е в е  с п р а ­

в е д л и в о  с  д о с т а т о ч н о й  т о ч н о с т ь ю ,  р а с с м о т р и м  а л ь т е р н а т и в н у ю  р а с п р е д е ­
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ленную модель. С учетом «трубчатой» геометрии экстрактора считаем, что 
нагрев идет в основном через боковую поверхность. Тем самым речь идет о 
нижней оценке динамики прогрева центра симметрии образца. Приведен­
ное уравнение из [130] является мажорантным сверху. Примем радиально 
симметричную модель теплопередачи:

дТ _  / д2Т 1 д Т \ дТ
dt V d r2 +  r  д ^  ’ d r

д
=  ° ,  r = + o  д г

l =  a[T e4 -  T4(t,L )] ,

T (0, r) =  To < Te , r  £ [0, L]. Здесь Л — коэффициент теплопроводности (для 
алюминия в диапазоне T  £ [To , Te ] Л 236 J ■ s- 1 m- 1 K- 1 ); к  =  Л(ср)- 1 — 
температуропроводность; a  =  ае. Время окончания счета t* определяет­
ся стационаром T(t, 0) ~  Te , t > t*. Вспомогательная задача численного 
моделирования нагрева состоит в оперативном оценивании насколько рас­
пределение T(t, r) отличается от равномерного нагрева T(t) при заданных 
Te , L  Н и  теплофизических характеристиках материала. Например, при 
To =  293 K  Te =  773 K и указаныых L, Н  предположение о равномер­
ности нагрева алюминиевого образца справедливо: разность температур 
T(t) -  T(t, 0)
деленной модели поглощения тепла торцами. Максимальная температура 
достигается через 2.2 часа, причем в пределах часа нагрев практически 
линейный. В дальнейшем считаем прогрев образца равномерным.

Д и ф ф узи он н ая  модель. Рассмотрим краевую задачу термодесорбции 
для цилиндрического образца с учетом диффузии в объеме, захвата водо­
рода дефектами, выхода из раствора на поверхность и десорбции:

дс /  д 2 с 1 дс д 2 с \
д£ =  D (T ) ( дГ2 +  r  ■ ^  +  д д )  -  a 1 [1 -  W]c +  a 2 w +  a 3 Y,

дад w
—  =  а 1 Д)[1 — W]c(t, r, z) — a 2 (T)w(t, r, z), W = ----------- , (6.2)
дt wm ax

dY
"dt =  —° 3Y(t), Y(tc r it) =  Y ^  Y(t) =  YexP([tcrit — t]a3 },

, _ _ a 1 Y
c(0, r, z) =  Y, w(°, r, z) =  w =  ----------z ,

a 2 +  a 1 Y wm ax

Y =  const, a 3 =  0, T < Tc r it, r  £ [0, L], z £ [0, H ],

д с

д r
= 0 , д 2

r = + o  д z
=  0, D(t) =  D(T(t)), b(t) =  b(T(t)), . . .  ,

H / 2
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Ц ( * , * )  =  - Ь ( С ) ! 2 ( С ,г )  -  Д ( С ) ^ ,  с ф , Д г ) =  ^ ( ^ ) ^ 1 (^, ^ ) ,  ( 6 .3 )

^дт2 ( С ,г )  =  - Ь ( г ) 9 а ( * , г )  -  Д ( С ) д у  „ ,  с ( С , г , Н ) =  ^ ( ^ ) ^ 2 (^, г ) ,  ( 6 .4 )
дС д г  ^ = я

^д!3 (с , г )  =  - Ь ( с ) < ? з (с ,  г )  +  Д ( С ) |  г _ 0 , с ( с ,  г , 0 )  =  д (С )< ?з(С  г ) ,

З Т
—  =  с т е У ( с р У ) - ^ 4  - Т 4 ( С ) ] , е  =  7■ 1 0 - 5 ( т ( С )  +  6 4 . 3 ) ,  Т ( 0 )  = Т о .

З д е с ь  с(С , г , г )  —  к о н ц е н т р а ц и я  атомарного в о д о р о д  а  в  м е т а л л е ;  д ( С ,  г , г )  —  

Н

к т у р ы ;  № гаах —  максимальная концентрация о б р а т и м о г о  з а х в а т а ;  д (С )  —  

Н

т о л ь к о  п о  д о с т и ж е н и и  н е к о т о р о й  к р и т и ч е с к о й  т е м п е р а т у р ы  Т сг^  ( х а р а к ­

т е р н о  д л я  в к л ю ч е н и й  г и д р и д н ы х  ф а з ) ;  а  —  к о э ф ф и ц и е н т ы  п о г л о щ е н и я  и  

в ы д е л е н и я  Н  ловушками ( а 3 >  0  п р и  Т  Д  Т'сГ1ь)  ! 1  (С, г ) ,  ! 2 ,з (С , г )  —  п о в е р х -

с

н а ч а л ь н а я  ( е с т е с т в е н н а я )  к о н ц е н т р а ц и я  Н  в  т в е р д о й  п р о б е ;  д  —  к о э ф ф и ц и ­

е н т  с о о т в е т с т в и я  к о н ц е н т р а ц и й  а т о м о в  в о д о р о д а  в  о б ъ е м е  и  н а  п о в е р х н о с т и  

( к о э ф ф и ц и е н т  б ы с т р о г о  р а с т в о р е н и я ) ;  Д  Ь —  к о э ф ф и ц и е н т ы  д и ф ф у з и и  и  

д е с о р б ц и и .  В  р а с с м а т р и в а е м о м  т е м п е р а т у р н о м  д и а п а з о н е  ( Т  €  [ 3 0 0 ,  9 0 0 ] )  

п о л а г а е м  а  >  0  к о н с т а н т а м и .  И з м е н е н и я  д л я  с л у ч а я  н е с т а ц и о н а р н ы х  

а Д С ) =  а ф Т ( Д )  н е п р и н ц и п и а л ь н ы .  Д л я  п р а к т и ч е с к и х  ц е л е й  з а х в а т  у ч т е н  

в  п р о с т е й ш е й  и н т е г р а л ь н о й  ф о р м е ,  у т о ч н е н и е  г е о м е т р и и  д е ф е к т о в  и  и х  

р а с п р е д е л е н и я  в  о б р а з ц е  с у щ е с т в е н н о  у с л о ж н и л о  б ы  м о д е л ь .  Д л я  у п р о щ е ­

н и я  в ы к л а д о к  у ч л и  п о  о д н о й  о б о б щ е н н о й  л о в у ш к е  о б р а т и м о г о  з а х в а т а  и
О  (о)

р а с п а д а .  И х  м о ж е т  б ы т ь  н е с к о л ь к о  с о  с в о и м и  и н д и в и д у а л ь н ы м и  а )  , Т У ф  

С ч и т а е м  к о э ф ф и ц и е н т ы  д и ф ф у з и и  и  д е с о р б ц и и  а р р е н и у с о в с к и м и  п о  т е м ­

п е р а т у р е :  Д ( Т )  =  Д о е х р { - Е д / [ Я Г ] } ,  6 ( Т )  =  Ь о е х р { - Е ь/ [ Я Г ] } ,  Е щ д  —  

э н е р г и и  а к т и в а ц и и .  С о к р а щ е н н о  о б о з н а ч а е м  Д ( С )  =  Д ( Т ( С ) ) ,  Ь(С) =  6 ( Т ( С ) ) .  

О т р е з о к  в р е м е н и  [0 ,С *] о п р е д е л я е т с я  д е г а з а ц и е й :  3 (С) и  0  С Д  С*. У с л о в и я  

д г с(С , + 0 , г )  =  0  д г с(С , г ,  Я / 2 ) =  0  я в л я ю т с я  с л е д с т в и е м  с и м м е т р и и .

О б ъ е м н ы е  к о н ц е н т р а ц и и  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  с  , Д  Д  п о с т о я н ­

н ы е  ( ф о р м и р у ю т с я  в  п р о ц е с с е  и з г о т о в л е н и я  м а т е р и а л а ) .  П р и  н е о б х о д и м о ­

с т и  б е з  п р и н ц и п и а л ь н ы х  и з м е н е н и й  ч и с л е н н о г о  а л г о р и т м а  м о ж н о  у ч е с т ь  

с н и ж е н и е  о б щ е й  к о н ц е н т р а ц и и  в о д о р о д а  в  п р и п о в е р х н о с т н о м  с л о е ,  н а п р и ­

м е р ,  в  р е з у л ь т а т е  м е х а н и ч е с к о й  и  т е р м и ч е с к о й  о б р а б о т к и .

Б о л е е  т о ч н а я  м о д е л ь  р а с т в о р е н и я  н а  п о в е р х н о с т и  ( д л я  о п р е д е л е н н о с т и
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боковой) имеет форму баланса потоков:

k +(T ) c( t, L, z ) [1 -  qi ( t, z)q- i j  -

-  k“ (T)qi(t, z) [1 -  c(t, L, z)cmix] =  -D(T)drc(t ,  L, z).

Когда диффузия значителвно медленнее растворения и концентрации м а ­

л ы ,  получаем условие б ы с т р о й  растворимости c ~  gq, где g =  k- /k+ . Если 
поверхности изотропна (в с м ы с л е  Е^~ ~  Е ^+), то п а р а м етр g слабо зависит 
от T.  Д а л е е  о б о з н а ч е н и е  Eg и с п о л ь з у е м  условно: это не энергия активации, 
а разность Е^~ -  Е^+, которая может быть и отрицательной.

Что касается ловушек, активирующихся лишь с определенной крити­
ческой температуры (типа включений гидридных фаз), то учли лишь их 
емкость и скорость распада. Моделирование дегидрирования — самостоя­
тельная задача, приводящая к нелинейным краевым задачам со свободны­
ми границами раздела фаз с условиями типа Стефана (см. главу I V ) .

В силу симметрии начальных данных q3 =  q2 , поэтому разностную схе­
му строим лишь для половины цилиндра (z £ [H/2 ,H ]) с соответствую­
щими краевыми условиями (cz |н /2  =  0, q2 =  ...)• Для дефекта с обра­
тимым захватом (микрополость) константа w определяется в силу dt =  0 : 
ai(T 0)[1—w /w max]c—a2(T0)w =  0. Д л я  гидридной фазы значения 7  =  const, 
?crit) аз задаются по информации о химическом составе гидрида.

Наличие производных q̂  (накопление водорода) соответствует пред-
H

H 2
ничных условий используем соотношения

D(t)drc (t, L, z) =  -b (t)c2(t ,L ,z ) ,  D(t)dzc |z=0>H =  ±b(t)c2 |z=0,H .

Чтобы оценить влияние накопления водорода на поверхности рассматри­
ваем коэффициенты поверхностной и объемной десорбции в соотношении 
b =  b/g2 (в о т н о с и т е л ь н о м  масштабе полагаем q =  0 ).

Таким образом, модель нацелена на задачу анализа в целом динамики 
малых естественных концентраций водорода (без предварительного насы­
щения в лабораторных условиях) с учетом лишь лимитирующих факторов.

Уточнение постановки задачи. Цель исследования состоит в разработ­
ке разностной схемы и вычислительного алгоритма для моделирования де- 
сорбционного потока водорода из цилиндрического образца:

г H г L
J ( t )  =  4 n b ( t )  L / q2(t,z) dz +  / q2,(t,r)rdr

H/2 1  0 2
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  " pH рЬ
J ( t )  =  4 n b ( t )  L /  c 2 ( t ,  L , z )  d z  +  /  c 2 ( t ,  r ,  H ) r d r  .

_ JH/2 J o

Д е с о р б и р у ю т с я  м о л е к у л ы  в о д о р о д а ,  н о  п о д с ч е т  в е д е м  в  а т о м а х  ( [ J ] =  1 / s ) .  

П о м и м о  ф и з и ч е с к и х  с о о б р а ж е н и й  к а ч е с т в е н н о г о  х а р а к т е р а  д л я  к о н т р о л я  

в ы ч и с л е н и й  и с п о л в з у е м  п о д с ч е т  т е к у щ е г о  материального б а л а н с а  ( о б щ е е  

н а ч а л ь н о е  к о л и ч е с т в о  в о д о р о д а  в  о б р а з ц е  р а в н о  о б щ е м у  к о л и ч е с т в у  в  т е ­

к у щ и й  м о м е н т  в р е м е н и  п л ю с  д е с о р б и р о в а в ш и й с я  в о д о р о д ) :

n L 2 H  [с +  w  +  7 ] +  4 п
, Я  rL

L  q i ( 0 , z )  d z  +  /  q 2 ( 0 , r ) r d r
. Jh /2 Jo

+  4 n

p  H  p  L

4 л /  d H  [ c ( t ,  r ,  z )  +  w ( t ,  r ,  z )  +  y ( t ) ]  r d r +
J h /2 Jo

p  H  p  L

L  q 1 ( t ,  z )  d z  + /  q 2 ( t ,  r ) r d r
. Jh /2 Jo

, h

+  /  J  ( t ) d r ,  
Jo

/*£
л А 2 Н [ с  +  гг +  7 ] =  4 л /  d z  /  [ с ( . . . )  +  г ( . . . )  +  7 ( / ) ]  г  d r  +  /  7  d т .

. / Я / 2  -/О ./о

П р и  м о н о т о н н о м  н а г р е в е  у д о б н о  н а р я д у  с  з а в и с и м о с т ь ю  о т  в р е м е н и  £ р а с ­

с м а т р и в а т ь  Т Д С - с п е к т р  —  г р а ф и к  7  =  7 ( Г ) .  О б ы ч н о  о н  с о д е р ж и т  н е с к о л ь ­

к о  п и к о в .  П р и н я т о  с ч и т а т ь ,  ч т о  п е р в ы й  п и к  с о о т в е т с т в у е т  н а ч а л ь н о м у  п о ­

в е р х н о с т н о м у  в о д о р о д у ,  н о  с л е д у е т  с о б л ю д а т ь  о с т о р о ж н о с т ь :  п о к а  д е с о р ­

б и р у е т с я  п о в е р х н о с т н ы й  в о д о р о д  и д е т  п о д к а ч к а  Н  и з  о б ъ е м а .  А к т у а л ь н а  

з а д а ч а  о ц е н к и  с о о т в е т с т в у ю щ е й  п о п р а в к и .  П р и  м о д е л и р о в а н и и  в р е м я  Д  

о к о н ч а н и я  н а ч а л ь н о г о  п о в е р х н о с т н о г о  в о д о р о д а  о п р е д е л я е т с я  и з  с о о т н о ­

ш е н и я

J  ( r ) d r  =  4 п

pH pL
L I  q 1 ( 0 , z )  d z  + /  q 2 ( 0 , r ) r d r
. J H/2 J0

6.2 . Разностная аппроксимация краевой задачи

С л е д у я  с т а н д а р т н о й  м е т о д и к е  [71], в в е д е м  п р о с т р а н с т в е н н у ю  с е т к у

=  { ( с , Д ) : r* =  , Zj =  j h z } ,  i  =  0 , 1 , . . . , N i ,  j  =  0 , 1 , . . . , N 2 ,

=  =  k r } ,  k  =  0 , 1 , . . . , K ,  г д е  N 1 =  [ L / h r ],
kN 2 =  [ ( H / 2 ) / h z ] , K  =  [ Д / т ] . Обозначим ч е р е з  c k j  п р и б л и ж е н н ы е  з н а -

и  с е т к у  п о  в р е м е н и  w r  

lz
ч е н и я  о б ъ е м н о й  к о н ц е н т р а ц и и  с ( Д , r y z j ) .  А н а л о г и ч н о  w k ?- ~

k
г ( Д  , п ^ - ) ,

7 ( Д )  ^  (£ к )  А ,  =  Р ( Д ) ,  г д е  ( г ^ - ) е  П щ  Д  е  шг . Д л я  у р а в ­

н е н и я  ( 6 . 1 ) р а с с м о т р и м  н е я в н у ю  р а з н о с т н у ю  с х е м у  п е р е м е н н ы х  н а п р а в ­

л е н и й ,  н а з ы в а е м у ю  п р о д о л ь н о - п о п е р е ч н о й  ( с х е м о й  П и с м е н а - Р э к ф о р д а ) ,

L

ts
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а  д л я  у р а в н е н и я  ( 6 . 2 )  —  с х е м у  с  в е с а м и .  П е р е х о д  о т  с л о я  к  к  с т о ю  к  +  1 о с у ­

щ е с т в л я е т с я  в  д в а  э т а п а .  Н а  п е р в о м  э т а п е  о п р е д е л я ю т с я  п р о м е ж у т о ч н ы е
0 + 1 /2

з н а ч е н и я  и з  с и с т е м ы  у р а в н е н и и

0 + 1/ 2 _  с о
Ч -  Ч -  п
 4 7 -------------=  Д  о0 . 5  т

Г с0 + 1 /2    2  « 0 + 1 / 2  +  « 0 + 1 / 2  « 0 + 1 / 2    0 + 1 /2  п
с ) + 1 ,-  2 ч -  +  с ) - 1 ,-  +  с * + 1 ,- с * - 1 ,-

2 4  г .

+  Д о

с 0 2 с 0 +  с 0
Ч - + 1  2 Сг,- +  Сг,- - 1  а 0 + 1 /2  [ 1 _  Д 0 + 1/ 2 ] с 0 + 1 /2

1 - г -

+  а 0 + 1 / 2 Д * + 1 /2  +  а з Д  0 + 1 / 2 , Д  0  =  Д 0 + 1 / 2 , ( 6 .5 )

0+1/2 0+ • — ии ■ /г,-   /+ 4 0  Щ тлл0 Щ0 „0„,,0
0 . 5  т

=  ( 1  -  ст) а 1 [ 1  -  Д г - ]  Ч -  -  а 2 и гД ]  +

+  с т ( а 0 + 1 /2  [ 1  -  Д - + 1 /2 ] с 0 ,+ 1 / 2  -  а 2 + 1/ 2 w 2; + 1 /2 ) . ( 6 . 6 )

тт  ̂ 0 + 1 /2  0 + 1
с г,- с г,-

с 0 + 1  _  с 0 + 1 /2  
Ч -  Ч -

0 . 5  т
=  -̂ 0

г с 0 + 1 /2    2 с 0 + 1 /2  +  0 + 1 /2  с 0 + 1 /2    с 0 + 1 / 2 ,
с г + 1 -  2 с г,- +  с г - 1 ,-  +  4 + 1 , -  Сг— 1 ,-

4 2 4  г г

+  Д 0 + 1 "

с0 + 1
с г, - + 1 — 2 с 0 + 1 +  с 0 + 1 г,- +  Ч - - 1

^ 2
-  а0+1[1 - ^ - Ч с - 1

+  a 2 + 1 w 2 + 1 +  а з Д  0 + 1 , Д  0 =  Д 2 + 1 / 2 , ( 6 .7 )

0 + 1  0 + 1 /2
и г+ -  4 -  '

0 . 5  т
=  ( 1  -  с т ) ( а 0' + 1 / 2 [ 1 - < + 1 / 2 ] с -  1 / 2 - а 2' + 1 / 2 и Д + 1 /2 )  

+  с т ( а 0 '+ 1 [ 1  -  Д Д 1] «+ 1  + 1  а  + 1  и  + 1  
г,- -  а 2 и  г,- (6 .8)

З д е с в ,  ч т о б в 1 и м е т ь  в о з м о ж н о с т ь  и с п о л ь з о в а т ь  а л г о р и т м  п р о г о н к и  н а  5 - м  

с л о е  п о  в р е м е н и  (в  =  к  +  1 / 2 ; к  +  1 ) ,  н е и з в е с т н у ю  в е л и  ч и н у  Д -  з а м е н я е м  

е ё  а п п р о к с и м а ц и е й  и з  л и н е й н о г о  п о  Д -  у р а в н е н и я

Д -  =  Д Т / 2  +  4 - 1 Д  а 1 [ 1  -  Д - 1 /2 ] с*,-  1 / 2 и т а х -

а 5—1/ 2 Д  5- 1/ 2
г,- +  а1 [1 -  ] «5 - 1 / ^ ,  , - 1

г,- -  а 2 Д - (6.9)2
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В стандартных обозначениях у =  f  (Ь,у) это симметричная неявная схема 
у3 =  у в- 1/ 2 +  4- 1 т { / в- 1 / 2 +  / в ]  для  нормированного на w m ax уравнения ( 6 .2 )  

с фиксированной по времени функцией с =  с(Ь3-1/ 2, г, г). Итерационную 
процедуру уточнения значений W fj  укажем позже. Для определенности 
полагаем а =  1/ 2. Погрешность аппроксимации есть 0(т2 +  +  Ь?г).

П рогон ка  по ради усу  т. Рассмотрим переход с к -го ело я на к  +  1/ 2.
Выразим значение w kj 1/ 2 из ( 6 . 6 ) и подставим в ( 6 . 5 ) .  В обозначениях

Лг =  1 -  Лг (2Тг)- 1 , Бг =  1 +  (2Тг) - 1 , К =  2Л );т- 1 , Ь к =  А + 1 / 2 ,

В к =  [а к + 1 / 2 +  4т - 1] - 1 , И .к,+ 1/ 2 =  Кк2а к + 1 / 2 [1 -  ^ гк̂ + 1 / 2 ] ,

V j  =  R k a k  [1  -  W j , N j  =  R k (4 t-1 -  а * ф 'kw.j

+ D j *  ( ck’j + i -  2ck> j + ck>j- 0 , G  k+ 1 / 2 = 2 + 1 ^ + ^ к/ 1 / 2] ,

Fkj =  KJD - 1 [1 +  0.5так+1/2 Vik ] ckj +  J*D - 1 [ak+1/2N ij +  аз 7 k+1/2] +  

г*

D k j"2

при каждом фиксированном j  =  1, 2 , . . .  , N 2 — 1 получаем

Aick-11/2 — Gkjj 1/2ck+1/2 +  B ic k + j  +  F j  =  0, k ^  0. (6.10)

Значения в начальный момент времени t =  0 (на нулевом слое) известны: 
c0 j =  с =  const. Следуя методу прогонки, ищем приближенные значения 
концентрации в узлах сетки на (k +  1/2)-м слое по t в виде

cj 1/2 =  +  в + j  i =  0 ,1 , . . . ,N 1  — 1, k > 0. (6.11)

Прогоночные коэффициенты: a  j 1/2 =  B i-1 [Gk- j  — A ^ o t k - j ]  1,

ek+1/2 =  f a вk+1/2 1 f k \[G k+1/2 A a k+1/2] -1 i =  2 NPi j  =  (Ai-1Pi-1 j  +  Fi-1 j  LGi-1 j  — Ai-1 a i-1 j j  , i = 2, . . . , N 1.

При r ^  +0 имеем drc/r  =  (drc(t,r ,z)  — drc(t, 0, z) ) / r  «  ö^c. Начальные 
прогоночные коэффициенты находим из аппроксимации уравнений

dtc =  D  [2d):c +  dfc] — a 1 [1 — W ]c +  a2w +  а3д, dtw =  a 1[1 — W ]c — a2w

на (k +  1/2)-м слое для i =  1 и условия drc|+0 =  0:

a k + 1 /2  =  1  — к  ( 4 D k + 1 / 2 ) - 1  [ 1  +  V1k+ 1 /2 ] , e k j 1 =  4 - 1 F k j .
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Ближайшая цель — найти значение с ^ 1/ 2, необходимое для реализации 
прогонки. Аппроксимируем граничное условие (6.3) (г =  Б):

к+1/2 к
—1 0 5т— ^ =  0.5{ — 6  ̂[ 4 ]  — Вкдгс(£к, Д  Д ) —

— 6к+1 /2 [^1+ / ] — В к+1/2дгс(£к+1 /2, Д  Д ) }. (6.12)

В граничном узле с точностью до 0(Д!) имеем: т  =  к, к +  1 /2  к 2  0,

2Л,ГД Д  ) ~  стт1—2,1 — 4ст1- 1,1 +  3Ст1,1. (6.13)

Значения концентрации на к-м слое уже известны. Для (к +  1/2)-го слоя, 
подставляя значения с̂ +—4  и 4 + —4  из соотношения (6.11), имеем

дгс(£1+ 1/ 2 , Д Д ) ~  (2Д ) 1 (з  +  а ^ , 1/ 2(а л+1—'Ц1 — 4) ) с/'+,1//2+

+  вк+1/2 +  (а к+1/2 4)Рк+1/+  Р^1—1 ,1 +  1а ^1—1 ,1 — 4) Р^1,1 

Запишем приближение компактнее:

А =  3 +  а к+1/2 (а к+1/2 4) В =  в к+1/2 I (а к+1/2 4 ) вк+1/2Л _  3 +  а ^1,1 — 1,1 — 4  , В _  Р^1 —1,1 +  1а ^1 —1,1 — 4) Р^1,1 ,

2Ддгс(£к+1/2, Б, ^1) ^  л Ц /2 +  В. (6.14)

Соотношения (6.13), (6.14) подставляем в (6.12), обозначив 4 У / 2 =  у:

, ^  у2 +
д к + 1 /2

4  +  Л В к + 1 /2

Г _  6 кд к 2 (с ^1,1) +

_т У к + 1 /2  2 Б

3 В к  4

У +  Г =  0,

2 Лг т д к с4 ,1  +

+  (2Д ) 1 [В к+ 1 / 2 В +  В к (с ^ 1—2,1  — 1  —1 ,4  , т  =  к ,к  +  1/2 .

Корни полученного квадратного уравнения по переменной у имеют разные 
знаки (т ^  1 ) . По физическому смыслу выбираем положительное значение 
у =  4 1  > 0 . Погрешность аппроксимации граничного условия порядка 
0 ( Ь? +  т 2 ) , что согласуется с разностной схемой в объеме.
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Теперь найдем все значения с Ч 1 / 2 для номеров ] =  0 и ] =  N 2 , 

г =  0 , 1 , . . . ,  N 1 . Используя условие сим метрик ск  с |н /2 =  0, получаем вы­
ражение ск+ 1/ 2 =  (4ск+ 1 / 2 — ск+ 1 / 2 )/3 . Значения С ^ ^ 2 > 0 (т, Н малы) 
однозначно определяются из квадратного уравнения, аппроксимирующего 
граничное условие (6.4) при г =  И:

bl + 1 /2  / c fc+1/ 2 A 2 , 
g 2 +
g l + 1 /2

2  +  3 D k + i /2

Tgfc+1/2 2h

D

c k+ V 2 +
Ci ,N 2 +

! D k+1/2 /  Й+1/ 2 . „k+ V 2 4 2  =  0
+  I h T  vci,N2-2 -  -  Tgk ClN =

o 1+1/2Зная все значения c^- , вычисляем конценТрацию w:

w j 1/2 =  {4 r  “ V 1.? +  a i [1  -  w j- ] ci , j -  4  wkj +

+  al+ 1/2 [i  -  W*+1/2] с j 1/2} [a !+1/2 +  4 t -1] -1 .

П рогон ка  по перем енн ой  z. Поскольку в цилиндрических координатах 
возникает особенность при r  ^  + 0  то переход с (k +  1/2)-го слоя по вре­
мени на (k +  1)-й совершается в два этапа. Пер вый этап: i =  1, r  ^  +0 
(приближаем örc /r  ~  д)?с), реализуется алгоритм прогонки для системы

ötc =  D (2д2с +  öfc) — а 1[ 1 - W ]с +  а2ш +  азу, ötw =  а 1[ 1 - W ]с — а2ш.

Второй этап: при i =  2 , . . . ,  N 1 -  1, r >  0, реализуется алгоритм прогонки
для такой же системы, но с заменой (. . .) ^  (ö^c +  ör c /r  +  д^с). Уравне- 

i = 1

ci +1 _  fc+1/2 ci+ 1/2 _  2ci+ 1/2 +  ci+ 1/2
c1,j c1,j _  O n  c2,j 2c1,j +  c0,j ,

0.5T =  2Dk+1/2 h2 +

cl +1   2ck+1 +  cl +1
+ Di+1 Cl'j +1 ^  + Cl'j-1  -  (6.15)

-  a l+ 1 [1 -  W j X + 1 +  a l + X j 1 +  азуl +1.

Выразим значение ш Ч 1 из соотношения (6.8) (i =  1, a =  1/2) и подставим
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в уравнение (6.15). В обозначениях к  =  2^^т 1,

2ак+1[1 —4 , + 1]
С ? '+ 1 =  2  +  к В —У  [1  +  1 = 1?+1 +  4т —1

т/к+1/2 =  ак+1/2[1 И-Ц 1/2] _  к+1/2 =  [4т—1 — ак+1/ 2]ак+1г  ? + 1/2 

1,1 а?+1 + 4 т —1 , 1,1 4т—1 +  а ?+1 ,

^к+1/2 _  2^ 2В к+1/2 ( „к+1/2 0 „к+1/2 , „к+1/ 2) ,
^  =  ^22Вк+1 ^  — 2С1,1 +  Со1 '  +

+ к В —+1 [1 +  0.5та?+ 1 У1к+ 1/2] с?+ 1/ 2 +  [ < , + 1/ 2 +  аэ7 к+ 1] ,

получаем

с?+— 1 — С ?+1с ? + 1 +  с ?+++1 +  ^ 1 + 1/2 =  0 , к 2  0 . (6.16)

Ищем приближение концентрации на (к +  1)-м слое по времени в виде

с ? + 1 =  а  ?+++1 с ?++1 +  Р ?++1, з = 0 , 1 , . . . ,  N 2 — 1 , к 2  0 . (6.17)

( ) —1 
Определяем прогоночные коэффициенты: а?1 1 =  (С?1— 1 — а? +1—1

Р?11 =  (Р ? 2  1 +  Т?;+112)(С Щ 1  — а1+1 —1) — 1, 3 =  2 , . . . ,  Я2.

Начальные коэффициенты находим из (6.16) при 3 =  1 и дгс|н /2  =  0:

а ? + 1 =  1 — к ( 2В?+1)—1 [1 +  И ^ 1] , Р?,+1 =  0.5^1(+1/2.

Для номеров г =  2 , . . . ,  N 1 — 1 используем разностную аппроксимацию (6.7). 
Выразим значение ■ш1:+ 1 из выражения (6 .8 ) (а =  1/2) и подставим в соот­
ношение (6.7). В обозначениях к  =  2^^т—

а ? + 1 /2 [1 _  и ? + 1/2]
С ?,+1 = 2 +  * в +1 [1 + и ; , /1] . Д 1/2 = 1 д, +1 + 4т— 1,

Ик+1 2д?+1[1 — И Ч -1] №?+ 1/2 = [4 т -1 — а2+ 1/ 2]а?+1г 1к+ 1/2

а ? + 1 + 4 т —1 , 4т—1 +  а ? + 1 ,

^ к + 1 /2  В ? + 1 / 2  л 2

^  =  - Ж Д  Л

+ К В к+ 1

1

—1

к+1/2 _  2с?+1/2 +  с?+1/2 с?+1/2   с?+1/2 п
с;+1,1 2С;,1 +  с; —1,1 +  с;+1,1 с; —1,1

Л) 2Лг г; +

1 +  0 . 5 т а ? + 1  И ;? + 1 / ^  с к, + 1 / 2  +  Л 2 в —1 1  | ^ + 1 /2  +  а з 7 к + 1л ,1 г  ? + 1  " '; ,з

2
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при каждом фиксированном г =  2, 3 , . . .  , N 1 — 1 получаем

ск,+-1 — ск;+Ч;+1 + ск;++, + ^ к + 1/2 = 0 , к » о. (6.18)

Ищем концентрацию в узлах сетки на (к +  1)-м слое по £ в виде

ск+ 1 =  ак;++1ск;++1 +  в,к++1, 3 = 0 , 1 , . . . ,  N2 — 1, к > 0. (6.19)

(  \  —1
Определяем прогоночные коэффициенты: а к^ 1 =  (С к)|—1 — ®к)|—1

1 = ( в к у , + Д Т )  -  «,к; - 1 ) " ‘ , з = 2 , .

Началвные прогоночные коэффициентв1 находим из соотношения (6.18) 
при з =  1 и условия симметрии дхс|н /2 =  0:

а ^ 1 =  1  — к ( 2 ^ к + 1 ) - 1  [ 1  +  Игк1+ 1 ] , в 1к + 1 =  0 . 5 ^ д + 1 / 2 .

Ближайшая цель — определитв граничные значения концентрации 
скN1, г =  1 , . . . , ^  — 1, необходимые для реализации прогонки. Запишем 
аппроксимацию граничного условия (6.4) (г =  И, к ^  0):

«к+1 — Д + 1/2
— — 0 5 Т*----- =  0. ^  — Ьк+1/ 2 [^2г+ ] — ^ к + 1/ 2дг c(tk+1/ 2 , тг, И)

— Ьк+1 [^кг! 1 ]2 — Ок+1дх с(£к+1, тг ,И)}. (6 .2 0 )

В граничном узле с точноствю до 0(Л 3) имеем: т  =  к +  1/2, к +  1,

2Л.г д.г с(̂ т ,Тг,И ) — СтУ2 - 2 — 4 стУ2 - 1 +  3 сЩУ2 . (6 .2 1 )

Значения концентрации на (к +  1/2)-м слое уже известны. Для слоя к +  1, 
подставляя значения ск)у1 - 2 и ск N1—1 из соотношений (6.17)(при г =  1) 
и (6.19) (при г = 2 , . . . ,  N 1 — 1), получаем аппроксимацию

дгс(Д+Ъ тi, И ) -  (2Лг) - 1  [(3 +  (агкм2- 1  — 4)) с2+2 +

+  в к+1 +  ( а к+1 -  4^ в к!1]+  вг,М2-1  +  ^ , N 2-1  4)  Д .а д .

Запишем приближение компактнее:

Л =  3 +  ДдУз ( ^ N 2 -1  — 4), Б  =  вгкм2-1  +  (ак+ 2 -1  — 4 )вум2 ,

2 Л*дгс(*к+1, гг, И ) -  Лск+ 2  +  Б.  (6 .2 2 )
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Выражения (6.21), (6.22) подставляем в (6.20), обозначив с ^ 1 =  У:

=  п - 1  с т  Ьк+ 1  У 2 +
У2г У т  с г, ^ 2 , .,2 У +

у к + 1

4

.т £ о + 1
+

А Д 1 + 1

г  _  Ь1+1/2 (++1/2у2 , 
1 — „2 1Сг,М2  ̂ +

У1 + 1 /2

3Д 1 + 1 /2

2 Л,2

2 ^

4
т У1 + 1/ 2 _

*,N2

У +  г  =  0 ,

с°+ + 2+  
Ч у  +

+  (2^ г ) 1 ( д оы в  +  ^ к+1/ 2(с - У 2-22 - 4 с ?,У 2-21 ^ ,

т  =  к +  1/2, к +  1. По физическому смыслу берем положителвнвш коренв
У

мере, при относителвно малвк т (т ^  1). Погрешности аппроксимации 
граничного условия 0(^^  +  т 2) согласуется со схемой в объеме.

Теперв найдем все со+1 при г =  0 и г =  N 1, j  =  0 , 1 , . . . , Ч 2. Ис­
пользуя граничное условие на оси цилиндра (дгс|г=+о =  0), получаем 
с°+1 =  (4с°+1 — с°+ Ч /3. Значения с ^ 1. > 0 находим из уравнения

° к + 1 („  о + 1  у 2 

У2 + 1
(4 + . 2 +

2

_т У о+ 1
+

3 Д о + 1

2 4
с 1 + 1 +  с М х,. +

+  ^ ° + 1 ( д ь 1 _  4со+1
+  2 4  4 у  - 2,2 4Су1-1,2

2

т У1 + 1 /2

+ + 1 /2
сУ ы '

=  0 ,

аппроксимирующего условие (6.3) при г =  Д  По со+1 вычисляем

4 + 1 =  { 4 т - Ч 1 + 1 /2  +  а ! + 1 / 2 [ 1  — ^ 1 + 1 /2  ] с ? , + 1 /2  — а О + 1 / 2 щ О + 1 / 2 +

+  Н0+1 [1 — с°+Ч («0+1 + 4 т -1 )
1 у -  1

Коррекция значений ф =  к +  1/2; к +  1) состоит в том, что можно 
положитв /ш тах и повторитв вычисления по схеме переменных
направлений до установления ~  (обычно две-три итерации).

М одификация для объемной десорбции. Вместо аппроксимации ди­
намического граничного условия (6.12) исполвзуем равенство

^1+1/2дгc(tfc+1/2, ^ , 4 ) =  — ̂ 1+1/2с2(^1+1/2, ^ , 4 ) .

В граничном узле с точностью до 0(^1) аппроксимируем

24 4 с(^1+1/2, ^  4 ) ~  сУ+ -2Д — 4сУ+-/12, +  3с5+,1/ 2.
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к
вестны. Для (к +  1/2)-го слоя, подставляя значения с^+ —/2 1- и с^+ —̂  из 
вв1ражения (6.11), получаем аппроксимацию граничного условия в форме

6?+1/2 (сЛ+ , /  ) +  А В?+1/ 2С7\+;/  (2Лг) 1 +  В В ?+1/2(2Лг) 1 =  °.

Ввгражения для А и В такие же, как и выше при прогонке по радиусу г. 
Квадратное уравнение по переменной у =  Ф + у2 имеет корни разных зна­
ков (т ^  1). Выбираем значение у > 0 по физическому смыслу. Аналогич­
ные изменения проводятся при прогонке по переменной г.

Классическая ди ф ф узи он н ая  задача. При определенных условиях для 
упрощения расчетов считают диффузию единственным лимитирующим 
фактором (игнорируются физико-химические процессы на поверхности) и 
рассматривают краевую задачу с нулевыми граничными концентрациями:

дщ =  В (‘) [д^с +  г—!дгс +  д^с], г е  (0, Б), г е  (0, Н ), ‘ е  (0 ,‘*),

дгс(‘ , +0, г) =  0, с(‘ , Б, г) =  0, с(‘ , г, 0) =  с(‘ , г, Н ) =  0, с(0, г, г) =  с.

В качестве приближения решения исполвзуется частичная сумма ряда

°° °° /* ь о
с(‘ , г,г) =  £  £  Агат ехр { — А„т /  В (т ) ^ т } Б о ( г )  Ап ( Н

п=1 т=1 ,' 0

А _ 4(1 +  (—1)п+1) с > _ ( " П)2 + ( ц ф )2
Апт  — п т /  п \ , — ТТ +

^ ц т ^ ц т о  ’ ^ Н '  ^ Б

представляющего обобщенное решение (из-за несогласованности краевых 
условий). Здесв В (‘ ) — В (Т(‘ )), 7 0, Д  — функции Бесселя первого рода 
нулевого и первого порядков, ц ф — последовательные нули функции Д ( ц ). 
Поток атомов водорода сквозь поверхность определяется выражением

I ( о = /  л , * = с £  , н д | ‘)[‘ + < -  1>п +11 х
/ с  П П

п = 1  т = 1

1  +  ( — 1 ) п + ^  (  П Б  ) 2
+  ( — 1 ) п + 1  2 п ( -  

Нп  \Нц!
ехр{ . . .  }.

Часто ограничиваются первым слагаемым (п =  т  =  1), считая остальные 
быстро затухающими. Но в рассматриваемой задаче асимптотика по вре­
мени не столь важна: самое интересное происходит на этапе роста потока 
и в окрестности «верхушки» ТДС-пика. Сколько членов ряда необходимо

х
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брать для хорошей аппроксимации графика (±5%)? Ряд сходится медлен­
но. Например, при значениях О0 =  2 х 10-3 т 28-1 , Е й  =  6 х 104 Л-то1-1 
(О — 2 х 10-7 , Т  =  773 К), с =  1023 т -3 нужно взять 144 члена ряда 
(и =  1, 3, 5, 7, 9,11,13,15; 1 ф  т ф 18). При четных п  сумма по т  равна 
нулю. На рис. 6.1 приведены по убыванию максимума приближения потока 
I (Ь) частичными суммами с (и, т) ф ^ ,  М ) =  (15, 18) (5, 10) (3, 3 )  (1, 1). 
Несколькими слагаемыми не обойтись, да и пик в такой модели только 
один. Несколько пиков получается в случае сравнимых каналов диффузии 
с различными коэффициентами О (1) (энергиями активации Е?).

6 .3 . А л го р и тм  и резул ьтаты  м одел и р ов ан и я

Изложим поэтапно алгоритм численного моделрования термодесорбции. 
Фиксируем значения Ь, И , Б 0, Е и , Ъ0, Еь, до, Ед, с, Wmax, С  То, Те, Тсгй, 
ау а2, а3, а, р, с. Переход от слоя к к к +  1 осуществляется в два этапа. 

1-й этап: на (к +  1/2)-м слое по Ь (к ^  0) алгоритм следующий.

1) Вычисляем значения ^ к.+1/2 из уравнения (6.5) при в =  к +  1/2.

2) В соответствии с соотношениями (6.6), (6.7) прямым ходом прогонки 
вычисляем наборы коэффициентов а к+1/2, вк+ 1/2-

3) Значения концентрации в граничных узлах определяем, решая квад-
к+1/2раТные уравнения относительно у =  с ^  ? > 0.

4) Обратным ходом прогонки по формуле (6.7) находим приближенные 
значения концентрации во всех внутренних узлах.

5) Используя граничные условия, доопределяем значения ск+1/2 в гра­
ничных узлах при з =  0 и з =  N 2 , г =  0 ,1, . . .  , N 1.

6) Из второго уравнения разностной схемы в объеме вычисляем значе­
ния концентрации в дефектах:

1/2 =  -------1, N  =  4 т - Ч к? +  ак [1 — ̂ , 1  К ?  —
1 ак+1/2 +  4т-1 ? ? ?

а k w i j  +  а к + 1 / 2 [ 1  — ^ г . + 1 /2 ]с к , + 1 / 2 .

7 )  К о р р е к ц и я  п р и б л и ж е н н ы х  з н а ч е н и й  ^ к . + 1 /2  с о с т о и т  в  с л е д у ю щ е м :  

п о л а г а е м  ^ к . + 1 /2  =  w k+ 1/ 2 / w m аx и  п о в т о р я е м  п у н к т ы  а л г о р и т м а  2 - 6  

д о  у с т а н о в л е н и я  ^ к , + 1 / 2  — ^ к , + 1 /2  ( о б ы ч н о  д в е - т р и  и т е р а ц и и ) .
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I I  - й  э т а п :  на (к +  1 ) - м  слое по Ь (к ^  0 ) алгоритм следующий.

1) Вычисляем значения ^ 1+ 1 из у р а в н е н и я  (6.5) при в =  к +  1 .

2) В соответствии с соотношениями (6.12)-(6.16) прямой прогонкой в ы ­

ч и с л я е м  коэффициентв1 а \+ \  в 1 /  \  а к+ \  в 1 / 1-

3) Значения концентрации в граничных узлах определяем, решая квад­
ратное уравнение относителвно у =  > 0 .

4) Обратнвш ходом прогонки по формулам (6.13), (6.16) находим при­
ближенные значения концентрации во внутренних узлах.

5) Из граничных условий имеем ск+ 1 п р и  г =  0  и г =  N 1 , ] =  0 , . . . ,  N 2 .

6 ) Из второго уравнения разностной схемы в объеме вычисляем

М
„ . . 1+ 1  =  М М _  4_ -Д .1/ 1/ 2 а1+1/ 2ш.1+1/2 ,

^  =  а !+ 1  +  Ат- 1 _  4Т -  +

+  а 1 + 1/ 2 [1 -  ̂ ;+ 1/ 2 К + 1 / 2 +  а *+ 1 ^ - ^ К + 1 .

7 )  Коррекция значений ^ 1 + 1 : м о ж н о  положитв ^ 1 + 1 =  „ + 1 / ш-'шах

и повторитв пункты 2 -6  алгоритма до установления ^ 1+ 1 ~  ^^1+ 1.

Результаты численного моделирования. На рис. 6.2—6.16 изображены 
графики десорбционного потока J . Варьируемые коэффициенты приводят­
ся по убыванию максимумов . Кружком отмечается окончание начального 
поверхностного водорода. Разработанное математическое обеспечение для 
численного моделирования термодесорбции применимо в широком диапа­
зоне параметров. В иллюстративных целях ограничимся конкретным на­
бором значений. Фиксируем 7  =  1022 ш-3 , шшах =  1022 ш-3 . Параметры по 
умолчанию, общие для всех графиков, берутся из таблицы 6 .1 .

Таблица 6.1. Общие значения параметров

Ьо =  2  ■ 1 0 - 7 Е ь =  1 2 ■ 1 0 4 Т о =  2 9 3

С
О

О

Ь  =  4 - 1 0 - 3

=  2  ■ 1 0 - 3 Е в  =  6  ■ 1 0 4 Т е га  =  7 0 0 а2 =  0 . 1 Н  =  2 - 1 0 - 2

соОт-ЧО Ед =  0 Т е =  7 7 3

1От-ЧсоСЗ с  =  1 0 22

Построение дискретного ТДС-спектра в соответствии с экспериментом 
проводится следующим образом. Каждый этап вычислительного экспери­
мента выполняется при фиксированной внешней температуре экстрактора



214 Глава III. Задачи с динамическими граничными условиями

Т  =  Т е , д л и т е л ь н о с т ь  э т а п а  с о с т а в л я е т  3  ч а с а .  О б щ е е  к о л и ч е с т в о  Q  д е ­

с о р б и р о в а в ш е г о с я  в о д о р о д а  в в 1ч и с л я е т с я  и н т е г р и р о в а н и е м  п о т о к а  7 ( ‘ ) д о  

т е х  п о р ,  п о к а  д е с о р б ц и я  н е  с р а в н я е т с я  с  ф о н о м  ( в  м а с ш т а б е  м а к с и м а л ь ­

н о г о  з н а ч е н и я  7 т а х ) .  Получаем т о ч к у  графика н а  п л о с к о с т и  ( Т ,  Q ) .  З а т е м  

Т  =  Т е

Т о

д а н н ы м и ,  п о л у ч е н н ы м и  в  р е з у л в т а т е  п р е д ы д у щ е г о  э т а п а  в ы ч и с л е н и й .

Н а  р и с .  6 . 2  п о к а з а н а  з а в и с и м о с т ь  п о т о к а  7  о т  в р е м е н и  ‘ . З а в и с и м о с т ь  

д е с о р б ц и и  7  о т  т е к у щ е й  т е м п е р а т у р ы  Т  ( Т ( ‘ ) о  ‘ ) п р и в е д е н а  н а  р и с .  6 .3 .  

В л и я н и е  р а з л и ч н ы х  к и н е т и ч е с к и х  п а р а м е т р о в  н а  п о в е р х н о с т н у ю  д е с о р б ­

ц и ю  о т р а ж е н о  в  п о с л е д у ю щ и х  ш е с т и  и л л ю с т р а ц и я х .  Р и с .  6 . 4  д е м о н с т р и ­

р у е т  в л и я н и е  п р е д э к с п о н е н ц и а л ь н о г о  м н о ж и т е л я  Ьо- И з м е н е н и я  з н а ч е ­

н и й  п а р а м е т р а :  Ьо =  5  х  1 0 —9 ; 5  х  1 0 —8 ; 2  х  1 0 —7 ш 2 в—7  В л и я н и е  э н е р ­

г и и  а к т и в а ц и и  Е ь  п о к а з а н о  н а  р и с .  6 . 5 ,  и з м е н е н и я  п о  у б ы в а н и ю  м а к с и ­

м у м а :  Е ь  х  1 0 —4 =  1 0 ; 1 1 ; 1 2  Л ■ шо1—7  И з м е н е н и я  д л я  р и с .  6 . 6 : В о  = 2  х  

1 0 —3 ; 5  х  1 0 —4 ; 1 0 —4 ш 2 в—7  Р и с .  6 . 7  п о к а з ы в е т  в л и я н и е  э н е р г и и  а к т и в а ц и и  

Е д : Е д  х  1 0 —4 =  5 ; 6 ; 7 .  В а р и а ц и и  д о =  1 0 3 ; 1 0 4 ; 1 0 5 ш —1 о т р а ж е н ы  н а  

р и с .  6 .8 . Р и с .  6 .9  п о к а з ы в а е т  з а в и с и м о с т ь  д е с о р б ц и о н н о г о  п о т о к а  о т  з н а ч е ­

н и й  п а р а м е т р а  Е й х  1 0 — 3 =  1; 0 ;  — 1 . П л о щ а д ь  п о д  г р а ф и к а м и  р а з л и ч н а .  

Э т о  с о о т в е т с т в у е т  р а з л и ч н о м у  н а ч а л ь н о м у  к о л и ч е с т в у  а т о м о в  в о д о р о д а  н а  

п о в е р х н о с т и .  Н а  р и с .  6 . 1 0  с о п о с т а в л е н ы  д в е  к р и в ы е  п о т о к а :  л е в ы й  г р а ф и к  

п р е д с т а в л я е т  д е с о р б ц и ю  в  с о о т в е т с т в и и  с  п р и н я т о й  м о д е л ь ю  с  д и н а м и ч е ­

с к и м и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и ,  п р а в ы й  г р а ф и к  я в л я е т с я  д и ф ф у з и о н н ы м  

п о т о к о м  д л я  у п р о щ е н н о й  м о д е л и  с  н у л е в ы м и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  Д и ­

р и х л е .  З н а ч е н и я  п а р а м е т р о в :  В о  =  2  х  1 0 —3 , Е д  =  6  х  1 0 4 , Ьо =  1 0 — 5 , 

Е ь =  1 2  х  1 0 4 , д о =  1 0 3 , Е й =  0 ,  а 1о =  0  а 3 — 0  7  =  3  х  1 0 23  ш —3 , 

^ т а х  =  1 0 24 ш —3 . Н а  п о с л е д у ю щ и х  ч е т ы р е х  и л л ю с т р а ц и я х  с п л о ш н а я  л и н и я  

с о о т в е т с т в у е т  м о д е л и  с  п о в е р х н о с т н о й  д е с о р б ц и е й ,  п у н к т и р н а я  —  с  о б ъ е м ­

н о й .  Н а  р и с .  6 .1 1  п о к а з а н  д и с к р е т н ы й  Т Д С - с п е к т р  с  ш а г о м  в н е ш н е й  т е м ­

п е р а т у р ы  н а г р е в а  Нте =  5 0  К .  Д и с к р е т н ы й  Т Д С - с п е к т р  с  ш а г о м  Л т е =  7 5  К  

п р е д с т а в л е н  н а  р и с .  6 . 1 2 .  П е р е к р е с т и е  с о о т в е т с т в у е т  в р е м е н и  о к о н ч а н и я  

н а ч а л ь н о г о  п о в е р х н о с т н о г о  в о д о р о д а .  Р и с .  6 . 1 3  и л л ю с т р и р у е т  з а в и с и м о с т ь  

д е с о р б ц и о н н о г о  п о т о к а  7 ( Т ) н а  п е р в о й ,  в т о р о й ,  т р е т ь е й  и  ш е с т о й  с т а д и и  

п о с т р о е н и я  д и с к р е т н о г о  Т Д С - с п е к т р а ,  Нте =  5 0 К .  И з м е н е н и я  7 ( Т ) н а  п е р ­

в о й ,  в т о р о й ,  т р е т ь е й  и  п я т о й  с т а д и и  д л я  Нте =  7 5  К  м о ж н о  п р о с л е д и т ь  н а  

р и с .  6 . 1 4 .  В л и я н и е  т е м п е р а т у р ы  с т е н о к  э к с т р а к т о р а  д л я  П Д - м о д е л и  п о к а ­

з а н о  н а  р и с .  6 . 1 5 ,  6 .1 6 .  И з м е н е н и я  с л е д у ю щ и е :  Т е =  8 7 3 ;  7 7 3 ;  6 7 3 .

И т а к ,  м о д е л ь  а д е к в а т н а  к а ч е с т в е н н ы м  п р е д с т а в л е н и я м  о  м о д е л и р у е м ы х  

п р о ц е с с а х  и  м о ж е т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н а  д л я  о ц е н к и  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т и .  

Э т и  р е з у л ь т а т ы  о п у б л и к о в а н ы  в  р а б о т а х  [ 1 4 1 , 1 7 2 ] .
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!Щ х 1е -13

Рис. 6.1. Диффузионный поток I (Ь). Рис. 6.2. Десорбционный поток й (Ь).

1000 2000 3000 4000 5000 6000

Рис. 6.3. ТДС-спектр й ( Т ). Рис. 6.4. Влияние параметра Ъо.
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Р и с .  6 . 5 .  В л и я н и е  п а р а м е т р а  Е ь . Рис. 6.6. Влияние п а р а м е т р а  О о .

Р и с .  6 . 7 .  В л и я н и е  п а р а м е т р а  Е д .  Р и с .  6 . 8 . В л и я н и е  п а р а м е т р а  д о -
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1000 2000 3000 4000 5000 6000

Рис. 6.9. Влияние параметра Ед. Рис. 6.10. Сравнение й (Ь) и I(Ь).
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Q=J J

---- bulk desorption •

• -  -0-----
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T , K

500 575 650 725 800 875 950

Рис. 6.11. ТДС-спектр, Нте =  5 0  К . Рис. 6.12. ТДС-спектр, Нте =  7 5 К .
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х 1012 Й аде 3, Т =  600К
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9 Б!аде 5, Т = 700К 
х 109 а е

200 300 400 500 600

Р и с .  6 .1 3 .  Т Д С - с т а д и и ,  Л,Те =  5 0 К .
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250 300 350 400 450

Р и с .  6 . 1 4 .  Т Д С - с т а д и и ,  Нте =  7 5  К .

Р и с .  6 . 1 5 .  В л и я н и е  Т е Д ( Т ) ) .

х 10

1000 3000 5000 7000

Р и с .  6 . 1 6 .  В л и я н и е  Т е Д (Ь )) .
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7 .  В о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т ь

С К В О З Ь  Д Е Ф Е К Т  ЗА Щ И Т Н О Г О  П О К Р Ы Т И Я

Перейдем к изложению результатов численного моделирования водородо- 
проницаемости цилиндрической перегородки при наличии на входной по­
верхности дефекта защитного покрытия. Модель с динамическими гра­
ничными условиями анонсирована на стр. 146. Разностные аппроксимации 
приведены в [142,143]. Для автономности изложения будем кратко приво­
дить необходимые уточнения и сведения физико-химического содержания.

Конструкция из металла или сплава обеспечивает необходимую механи­
ческую прочность перегородки, а нанесенное защитное покрытие должно 
препятствовать миграции изотопов водорода. Дефекты защитной пленки 
могут подвергать соответствующую область конструкционного материала 
прямому воздействию водорода. Асимптотический анализ моделей и ис­
следование влияния на водородопроницаемость геометрических факторов 
на поверхности (шероховатости, трещин) и в объеме (дефектов кристалли­
ческой структуры, пор) представлено в [68]. В статье [173] анализируется 
модель водородопроницаемости цилиндрического образца (радиуса осно- 

Б Н
рующим процессом. На входной поверхности г =  0, покрытой тонкой за-

го
который проникает водород. Остальная часть входной поверхности водоро­
донепроницаема, как и боковая поверхность. На выходной стороне г =  Н  
поддерживается вакуум. В начальный момент времени ‘ =  0 образец обез- 
водорожен. Затем на входной стороне скачкообразно повышается давление 
молекулярного водорода до уровня р. Если пренебречь относительно быст­
рым (это зависит от р, материала и размеров образца) переходным процес­
сом, то в первом приближении можно считать, что концентрация раство­
ренного водорода под дефектом поддерживается на постоянном уровне с 
(находится в локальном равновесии с газообразной фазой по закону Си- 
вертса, с а  фр)- Растворенный (атомарный) водород диффундирует к вы­
ходной поверхности, рекомбинирует в молекулы и десорбируется. С помо­
щью масс-спектрометра регистрируется проникающий поток.

Аналитическое исследование соответствующей краевой задачи прове­
дено лишь для случая «бесконечной пластины» (Б ^  +го). Достаточно 
подробное обсуждение и библиография приведены в [173]. Отметим, что 
динамика поверхностных процессов, которым в последнее время уделяется 
повышенное внимание, в модели не учитывается.

Основная цель — построить на основе разностной аппроксимации вы­
числительный алгоритм моделирования водородопроницаемости цилин­
дрической перегородки при наличии дефекта покрытия с учетом динами­



7. Водородопроницаемость сквозь дефект защитного покрытия 221

ки поверхностных процессов. Резулвтатв1 численного моделирования поз­
воляют, в частности, определятв лимитирующие факторы при различных 
соотношениях параметров (включая геометрические), оцениватв величину 
проникающего потока и время его установления, распределение концентра­
ции в объеме. Выявление этих факторов дает информацию о возможных 
путях воздействия, при необходимости, на материал (предварителвная под­
готовка поверхности, различные добавки в объем). Из-за исключителвной 
диффузионной подвижности изотопов водорода экспериментальные воз­
можности, точность измерений существенно ограничены.

7 .1 . Д и ф ф у з и о н н а я  м од ел ь

В качестве базовой модели переноса в объеме рассмотрим краевую задачу 
водородопроницаемости цилиндрической перегородки с дефектом защит­
ного покрытия входной поверхности, когда лимитирует диффузия:

Здесь с(Ь, г, г) — концентрация растворенного атомарного водорода, диф­
фундирующего в конструкционном материале (металле или сплаве); О — 
коэффициент диффузии, [О] =  см2/с. Предполагается, что эксперимент 
проводится при постоянной температуре Т  =  Т, материал практически од­
нороден, так что со, О — константы. Для определенности полагаем со =  с, 
равновесная растворимость при различных давлениях напуска р и темпе- 

Т
тельно малы, считаем его круговым и расположенным в центре (что не 
является принципиальным ограничением для численного моделирования). 
Момент времени Ь* определяется выходом проникающего потока й(Ь) на 
стационарное значение. Следует отметить, что установление носит асимп­
тотический характер: й (Ь) ~  c o n s t , Ь ^  Ь*. Врем я Ь* не следует выбирать

(7.1)

г е  (0, Ь), г е  (0 ,Н ), Ь е  (0, Ь*),

с(Ь,г, 0) =  с о, г е  [0, г о], г о < Ь,

дс
—  (Ь, г, 0) =  0 , г е  (го,Ь],Ь ^  0 ,

с(Ь, г, Н ) =  0 , г е  [0, Ь ], Ь ^  0 ,

д̂ г (t , ь , z ) = o , ддс & + 0 ^ ^

с (0, г, г) =  0 , г  е [0, Ь ], г  е [0, Н ]

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)
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слишком большим, чтобы переходные процессы «не потерялись» на фоне 
стационара. Граничное условие (7.2) соответствует быстрому (в масшта­
бе Ь*) установлению локального равновесия на входной стороне. Условие 
дгс(Ь, +0, г) =  0 следует из пространственной симметрии с(Ь, г, г).

Уточнение поставки задачи. Цель состоит в разработке алгоритма чис­
ленного моделирования потока водорода с выходной поверхности цилин­
дрического образца. В рамках модели (7.1)—(7.6):

Подсчет ведем в атомах ([Д] =  1/с), хотя регистрируется молекулярный 
водород. Атомарная десорбция становится существенной лишь при очень 
высоких температурах. Изменения выражения Д(Ь) и модели в целом с уче­

Н
поверхностном объеме) приведены в последующих разделах.

Численное моделирование позволяет выявить особенности диффузион­
ной кинетики, оценить влияние соотношений размеров образца и дефекта.

Н
бой момент времени. В рассматриваемом первом приближении физический 
параметр один — коэффициент диффузии О, который в силу температур­
ной зависимости по закону Аррениуса О (Т ) =  О 0 ехр{—Е д /[ К Т ]} «раздва­
ивается» на предэкспоненту Оо и энергию активации Ед.

Замечание 1. Формально нулевые начальные данные (7.6) не согласованы 
с начальным условием (7.2) при Ь =  +0 (мгновенный скачок концентрации). 
С математической точки зрения решение краевой задачи следует пони­
мать в рамках теории обобщенных решений. При дискретизации модели и 
численном моделировании учтен реальный быстрый переходный процесс 
(на нескольких первых шагах по Ь). Скачок можно считать краткой фор­
мальной записью этого начального этапа, как и всю модель — компактным 
«континуальным» представлением дискретного процесса.

7 .2 . Р а зн о ст н а я  ап п р ок си м ац и я

Рассматривая диффузионную модель (7.1)-(7.6) как базовую для последу­
ющего развития с целью учета динамики поверхностных процессов, изло­
жение будем вести подробно, указав затем необходимые модификации. 

Следуя стандартной технике [71], введем пространственную сетку

| (С ,Хз )
Г  =  гНг , 0 ф г ф N 1, Нг =  Ь / N 1 
Хз =  ]Нг , 0 ф ] ф N2 , Нг =  Н / ^
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и сетку по времени шт =  {Д =  кт, 0 ф к ф К , т =  Д / К }. Значение Го =  0 
и радиус дефекта Го € (0, Ь) различаем по контексту. Обозначим через 
ску приближенные значения объемной концентрации с(Д , Г.,гу). С целью 
технического упрощения изложения при переходе с к-го на (к +  1)-й слой 
по времени  ̂ будем использовать обозначения, опуская номер слоя:

С*О =  Од-, С* У =  0 + 1/2, С. у =  Ск+1, (гд г ,) £ Нщ

Для уравнения (7.1) рассмотрим неявную схему переменных направлений, 
называемую продольно-поперечной (схемой Писмена-Рэкфорда). Переход 
от слоя к к стою (к +  1) осуществляется в два этапа. На первом этапе 
определяются промежуточные значения с. у из соотношений

С. , - С. У   С. , у —1 2 С. У +  С. , у+1
0,5 тК  =  к | +

I С. - 1 у 2 С. у +  С.+1 у +  С.+ 1 ,у С. - 1 у
к): 2 Г. к .

На втором этапе, пользуясь уже известными с.у, нжодим Сг,у из

С.у С.у С.у - 1 2 Сгу +  С.у+1
0, 5 т К  к2

- +

+  Сг - 1 ,у 2 с . у  +  С. + 1 у  +  Сг + 1у  С. - 1 у  ^ч

к )  2  Г .к .  . ’

Данные аппроксимации (для первого и второго этапов) рассматриваются 
во внутренних узлах сетки (г =  1, . . . ,  N 1 — 1, ] =  1, . . . ,  N 2 — 1). Погрешность 
аппроксимации есть 0 (т 2 +  к ); +  к 2). При г ^  0 (к .  ^  0) в силу условия 
д . с |+о =  0 имеем д г с/г  ~  д ^с  и для узлов с номером г =  1 используем 
также разносное приближение уравнения д щ =  К ^ д ^с  +  д ^с ].

Прогонка по радиусу г

Рассмотрим переход с к -го на (к  +  1/ 2)-й слой. В обозначениях

1  — [2 г ]-  ̂ 1  +  [2 г] - 1  / .  г
А* = ------------- , В  = --------------  г =  — , к  =  2

к  к  V кг
к 2

1  +  Д

д  = / М 2 с ц - ,  — 2С.у + Су+1 +  г — £ 1  Сгу (к ^  0 )
\к Д  к  1 к ]

при каждом фиксированном ] =  1, 2 , . . . ,  N2 — 1 получаем

А . С. - 1 у  С.  у  +  В . С. + 1  у  +  Д .  у  — 0  ( 0  <  г <  Д^1 ) . (7.8)
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Значения в начальный момент времени Ь =  0 (на нулевом слое) извест­
ны: со,  =  0. Следуя методу прогонки [71], ищем приближенные значения 
концентрации в узлах сетки на (к +  1/ 2 )-м слое (к ^  0 ) в виде

с',, — а ' + 1 ,, С' +1 ,, +  в ' +1 ,, (0  ^  Ъ < N 1) . (7'9)

Прогоночные коэффициенты (г =  2, 3, . . . ,  N 1):

_  В ' - 1-------- • в.,, =  С' - 1 '1 А '4' - 1 в' - 1 1 . (Т.Ю)
1 А' - 1 а ' —1,, 1 А' —1а ' —1,,

Варианты нахождения началвных коэффициентов 

о Запишем соотношение (7.8) для г =  1:

1 3
2к  со ,, -  с1,, +  с2 ,, +  С1,, =  0 . (7-И)

Из граничного условия (7.5) (дгс|+о =  0), с точностью до О(Лу) имеем 
(здесь и далее используем формулы численного дифференцирования 
вида /о ~  [—3/о +  4 /1  -  /г]/[2ЛЬ /2  ~  [/о -  4 /1  +  З /2]/[2ф)

0 =  2НГдгс(Ь&+1/ 2 , +0, г ,) ~  —С2,, +  4су, — Зсо,,. (7.12)

Учитывая (7.11) и (7.12), находим а у , =  (6  — к )/4 , вц , =  С /,к /4 .

о При г ^  +0 имеем дгс/г  =  (дгс(Ь,г,г) — дгс(Ь, +0, г ) ) / г  д 2с. На­
чальные коэффициенты ау ,, вц , находим из аппроксимации уравне­
ния дщ =  О (2д2с +  д2с) та (к +  1/ 2 )-м слое при г =  1 (при г > 1 
аппроксимируем уравнение (7.1)) и условия дгс|+о =  0:

2(со,, +  С2,,)к  1 — Су,(1 +  2к  1) +  Су, =  0, 62,, =  4Су, — 3со,,, (7.13) 

откуда а у , =  (6  — к )/4 , вц , =  С у ,к /4 . Получили те же выражения.

о
зуемся осевой симметрией распределения концентрации. Значению 
г =  0 соответствует ось цилиндра. Пространственную область [0, Ь] х 
[0 , Н ] можно рассматривать как половину осевого сечения цилиндра. 
Формально добавим симметричный узел (г =  —1) и положим

С— 1 , ,  —  с 1 , ,  ( с — 1 , ,  ~  c ( t f c + 1 / 2 , , г , )  —  с ( Ь й + 1 / 2 , ^ т , г , ^  .
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Продолжая действовать формально, запишем уравнение (7.8) для 
значения г =  0  (г ~  0 ), учитывая условие симметрии:

с —1, 3 к  \  С1 ,з /  \

к  V1 -  2 г /  -  бо,з +  " К  1 1 +  27^ +  ^ 3  = 0, б-1,з =  613•

Особенность (деление на г ~  0) при условии с_1Д =  Од «сокраща­
ется» и отсюда получаем ацД =  2 / к  А д  =  Сод. Отметим, что при 
Л,):/[От] «  1, Лг ^  1 (со,Д «  с1Д) имеем к  «  4  Сод «  С\д и практиче­
ски те же значения ад -, в 1Д- Сравнимости Л):/[От] ~  1 целесообразно 
придерживаться из соображений сравнимости ошибок аппроксима­
ции производных по времени и пространственным переменным.

о Продолжим функцию симметрично: с(Ь, г, г) =  с(Ь, — г, г) (г < 0),
т. е. формально расширим диапазон г € [—Ь,Ь], оставив то же урав­
нение диффузии. При г =  0 имеем за с чет дг с|+о =  0 разреши­
мую особенность: дщ =  О(2д)гс +  д^с), г =  ±0. «Склеим» уравне­
ния диффузии на [—Ь,Ь]. Аналогично соотношению (7.13) получаем 
2 (с_13-+ 'Ф з ) /к —со,Д(1+2/к) +  Со,- =  0. Положив с_1Д- =  с1,д, находим 
а 1,- =  4/ ( 2  +  к ) , в 1,- =  Содк / ( 2  +  к ) -

Численные эксперименты показали, что рассмотренные варианты на­
хождения начальных прогоночных коэффициентов при расчете на доста­
точно мелкой сетке, приводят к практически одинаковым результатам.

После выполнения прямого хода прогонки (вычисления а д  вуд) бли­
жайшая цель — найти значение Дд необходимое для обратного хода про­
гонки. Запишем аппроксимацию первого из граничных условий (7.5) при 
г =  Ь (дгс(Ь, С, г) =  0). В граничном узле с точностью до О(Л^)

2 Лгдгс(Ьк+1/ 2 , Ь, гД) ~  ск _ 2,Д — 4 сХ!-1,Д +  3схь д•

Подставляя выражения _ 2 д  _1д из соотношения (7.9), находим

в Х1,Д (4  — а Х1_1,Д) — вХ1_1,Д п . ЛТ
%  Д =  ~ Т б  7-------------1 ---- , 0 < Д < ^ .

3 +  а х1, Д (а х1_1 , Д — 4)

По формуле (7.9) вычисляем значения суД (0 ф г < N 1, 0 < д < N2).
Теперь найдем оставшиеся Од при д =  0 и д =  N 2 , 0 ф г ф N 1. Согласно 

граничному условию (7.4) при г =  Н  (с(Д, г, Н ) =  0) имеем с д  =  0. Обо­
значим го =  т а х { г : г  ф го}. Из граничных условий (7.2), (7.3) (при г =  0) 
получаем 0 ,о =  со (0  ф г ф го) и сд,о =  (40д — су2)/3  (го < г ф N 4 .
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Прогонка по переменной г

Поскольку в цилиндрических координатах есть особенность при г  ^  + 0 ,  

и на границе г  =  0  задано смешанное краевое условие, то переход по вре- 
( к  +  1 / 2 ) ( к  +  1 )

Первый шаг: г =  1 , г  ^  + 0  ( к г ^  г 0 , д гс / г  «  д ^ с ), реализуется алго­
ритм прогонки для уравнения д *с  =  П Д д ^ с  +  д ^ с ) . Его аппроксимация:

С1 у — С1у =  С1 ,у-1 — 2  С1у +  С1 у+ 1  +  2  Со ,у — 2  С1,у +  С2 ,у 
0 ,5  т П  к 2  к 2

( 0  <  2  <  N 2). В обозначениях С  =  2 (1 +  к 2 / [ П т ] ) ,

Д 1у =  2 ( к ^)  ( С0 у — 2 С 1у +  С2у )  + ( С  —2 ) с 1у

получаем
С1,у-1 — Сс1у +  С1,у+1 +  Д у  =  0, к ^  0. (7.14)

(к +  1)

С1у =  «1,у+1 С1,у+1 +  в1у+1, 0 ф 2 < N 2 , к ф 0, (7.15)

Подставляя в (7.14) выражение с1у-1 =  а 1у-С1,у +  в 1,у (0 < 2 < N2), находим 
прогоночные коэффициенты (1 < 2  ф N 2):

а  =  ______ 1________  в  =  Д 1 у — 1 +  в 1 у — 1 />Г 1 /''I

1 у  =  С  — а 1 у -  1 , в 1 у  =  17 -  а 1 у - 1 .  ̂ ^

Начальные коэффициенты адд, в 1,1 находим из формулы (7.15) при 2 =  0 
и условия (7.2) (с1,0 =  со) а 1,1 =  0  в 1,1 =  с0.

Второй шаг: г =  2 , . . . ,  N 1 — 1  г  > 0, прогонка для уравнения (7.1). Для 
разностного соотношения (7.7) в обозначениях

В ,  =  I ' Д 2.,.7 \ 7у \ кт  к 1 — 2г ) С - —2(1 — П т  ) с. у  + О  +  ^ Ч

при каждом г =  2 , 3 , . . . ,  N 1 — 1 получаем

с.у—1 — С С.у +  с.,у+1 +  Д .у =  ф к  ф 0 . (7-17)

(к  +  1)

С.у =  а .у+1 С.,у+1 +  в .у+1 , 0 ф 2  <  N 2 , к  ф 0 . (7.18)
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Прогоночные коэффициенты ф = 2 , . . . ,  N 2):

а ‘д =  щ л ^ '  в д  = Д + в д - 1 . (7ЛЭ)С — а гД-1 С — а гД-1

Начальные коэффициенты при г ф го (г ф го) находим го (7.18) при ф =  0 
и условия (7.2) фо =  Со: о^д =  0  вг, 1 =  Со- Начальные коэффициенты при 
г > Го (г > го) определяем из (7.17) при ф =  1 и граничного условия (7.3) 
дхс(г, г, 0) =  0, г > Го (-3сг,о +  4сг,1 -  Ф,2 =  0): аг,1 =  2 -  С/2, вг,1 =  Д д /2 .

Граничные значения, необходимые для реализации обратного хода ме­
тода прогонки, находим из условия (7.4): су щ =  0 (0 ф г ф N 1). По фор­
мулам (7.15), (7.18) вычисляем сгд (0 < г < N 1, 0 ф ф < N2).

Найдем оставшиеся приближенные значения концентрации фд- с индек­
сами г =  0 и  г =  N 1, 0 ф ф < N 2- Из граничного услови я (7.5) (дг с|+о =  0) и 
аппроксимации (7.12), получаем сод =  (4с1д — (фд)/3. Аналогично, согласно 
первому условию (7.5) дгс(Ь,Ь,г) =  0 и сщ д =  (4сщ -1д- — сщ -2д)/3.

г
числений с использованием дополнительного (фиктивного) узла. В этом

г = 0
прогонки по переменной г, а при нахождении Год формально считать, что 
имеются узлы с-1 ,д (с-1д- =  с1д).

Для контроля погрешности вычислений используем критерий матери­
ального баланса в объеме:

Г 1 го д* С Ь
— Б  дхс|0 2пг3г 31 — — Б  дхс |н 2пг3г 31о 0

о то
pH рЬ
/ / с(ф ,г, г )2 п г  3г3г =  .
о оо о

Слева — разность количеств атомов водорода, растворившихся в образце на 
входной стороне сквозь дефект покрытия и покинувших выходную сторону, 
а справа — количество И, находящихся в материале. В принципе, можно 
вместо £* использовать и другие «контрольные» значения времени. 

Обозначим входной и выходной потоки через

г  го г  Ь
Зо(£) =  — Б  /  д хс ( Ь , г ,  0 )  2 п г 3 г ,  З н ( £) =  — Б  /  д хс ( Ь , г , И ) 2 п г 3 г .  

о о

В программной реализации предусмотрен контроль дисбаланса (относи­
тельно «измерений на выходе») на уровне процента:

/*£* /*£* /*£*

/ Зо(£) М  — З н ( £) М  — ф 0 . 0 1  З н ( £) м .
о о о

г*

о



228 Глава III. Задачи с динамическими граничными условиями

С целью повышения точности использовалась экстраполяция по Ричардсо­
ну С (£, г, х) =  (4с^г/ 2(£, г, х) — с^г (£, г, х) ) /3. Когда радиус дефекта го ^  Ь, 
применялась техника сгущения сетки (адаптивная сетка).

7.3. Ч исленное м оделирование  

Б езразм ерная ф орм а краевой задачи

Для представления результатов численного моделирования перейдем к без­
размерным переменным, используя естественные для данной задачи нор­
мировки: u  =  c/co, p =  r /L , Z =  z /H , т =  (D /L 2) t  Значение L2/D  
интерпретируется как характерное время диффузионного выравнивания 
концентрации в области с линейными размерами порядка L  (в вертикаль­
ном направлении, по оси z, диффузия при сравнимых H  ~  L быстрее 
вследствие вакуумирования с выходной стороны). Обозначив дополнитель­
но ро =  r0/L  < 1, Я =  L /H , приходим к безразмерной краевой задаче:

du 1 d /  du \  „ 2 d2u . _
^  , P,Z e  (0,1),

d u  1  d  /  d u \  2 d u

д т  p d p v d p z  +  d Z 2 ’

u ( t ,  p , 0 ) =  1 ,

du
— (т, p, 0) =  0,

u ( t , p, 1) =  0, 
du
d p (T- ^ ) =  0-

u(0, p, Z) =  0,

p e  [0, Po], T > 0,

p e  (po, 1], т ^  0,

p e  [0,1], т ^  0, 
du
Ф т ' + 0 .Z ) = 0,

p e  [0,1], Z e  [0,1].

Варьируемыми параметрами являются К > 0  и ро € ( 0 , 1 ) . Формально по­
лучили уравнение диффузии в анизотропной среде: Ор =  1 , О^ =  К2. Чем 
меньше Н  (тоньше перегородка), тем быстрее диффузия в направлении Z 
(оси г). Коэффициент О^ отражает соотношение геометрических характе­
ристик образца. За «время» т характерной «длиной» по р является Дт, а по 
^ ^  К ф т. Установление (дти «  0 ) определяется значением т* =  ( О /Ь 2) Д.

Введем безразмерный усредненный (по основанию площади п) выход­
ной поток

и  ( т ) =  — 1  / 1п У о
я 2  d u

dZ Z= 1
2npdp.

Функция и  (т) монотонно растет, выходя асимптотически на стационарное 
значение и * =  и(т*). В отсутствие защитного покрытия (формально счи­
таем ро =  1) имеем максимум и* =  К2 (дри =  0  дуи|т* =  —1).



7. Водородопроницаемость сквозь дефект защитного покрытия 229

Исходный усредненный поток имеет представление

У  (г )  =  П у  

У ь 2 =  Я
1 ( г )  =  У Д  V ( т )  ( т  =  о ь - 2 ( ) ,

V (т) *  й - 2 и (т) =  - 2 £  | Р ^ р .

Величина П со/Я  равна плотности проникающего стационарного пото-
Ро =  1

V (П Ь—2г) € (0,1) является долей / (г) в максимально возможной плотности 
выходного потока П со/Я . В пределе (ро =  1) имеет максимум V* =  1.

Для определенности фиксируем диапазон для коэффициента диффузии 
П : 10—8 —10—5 2/
соизмеримую с мелкой монетой (перегородка локального технологического 
трубопровода). Остановимся на следующих значениях параметров модели: 
ро =  {1/50, 2 /5 0 , . . . ,  1 /5 }  К =  {1/3,1/2, 7/10,1, 3/2, 3, 5, 7,10}.

Ро
щитного покрытия. На начальных шагах по времени, когда в образце еще 
пренебрежимо мало водорода, но в приповерхностном объеме под дефек­
том покрытия уже устанавливается концентрация и(р, 0) =  1 (р ф  ро), 
происходит резкий скачок концентрации в узлах, прилегающих к дефек­
ту. Чтобы сгладить этот начальный всплеск, при решении безразмерной 
задачи концентрацию водорода под дефектом защитного покрытия нара­
щиваем постепенно, но относительно быстро. Это соответствует физиче­
ским предположениям и лишь формализовано в модели начальным скач­
ком концентрации. Вычислительный эксперимент проводится с малым ша­
гом Д т (в исходном времени Дг порядка секунды — за это время ниче­
го заметного в «монете» не произойдет). Определим и(Дт, р, 0) =  10—3, 
и(2Дт, р, 0) =  10—2, и(3Дт, р, 0) =  10—\  и(4Дт, р, 0) =  1 /2  и(5Дт, р, 0) =  1, 
р Ф  ро. За пять шагов выходим на уровень и =  1 под дефектом. При контро­
ле материального баланса сдвигаем время начала эксперимента: 0 ^  5Дт.

Выходными параметрами вычислительного эксперимента являются т*, 
то Ц*(П*), где т0 — время запаздывания, вычисляемое по формуле

то =  т* — 5 (т*)[5(т*)] — 1 =  т* — 5(т*)и—1(т*), 5 (т) =  /  и (т ) ^т
о

(5  =  ^£ /^т). В исходном времени получаем г0 =  г* — / 0**У(7)Я7/Я(г*). Гео­
метрически это точка пересечения с осью г асимптоты графика функции 
ф(£) =  / 0* У (т )Я  (количество проникающего сквозь перегородку атомов 
водорода). С учетом асимптотического характера выхода на стационар­
ный режим проницаемости точность вычисления то (го) возрастает с ро­
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стом т*(£*). Время выхода на стационар, значение установившегося пото­
ка и время запаздвгоания — регистрируемые эксперименталвно величины. 
Они являются входной информацией для обратной задачи оценки кинети­
ческих параметров водородопроницаемости по измерениям.

Критерий останова и тестирование

В качестве критерия останова исполвзовалисв два условия:

Здесв первое условие необходимо, чтобв1 исключитв останов в начале 
эксперимента, когда выходной поток оченв мал. Ориентиром является 
т а х  и * =  Я2 (р о =  1) и пропорционалвноств и * в линейном приближе­
нии площади дефекта («  р о). Коэффициент а  является эмпирическим, 
в рассматриваемом диапазоне параметров модели исполизовалосв значе­
ние а  =  1/ 30. Второе условие срабатывает, когда изменение потока относи- 
телвно мало в течение заметного времени реалвного эксперимента (напри­
мер, Ьп — £п - п  ~  10 мин.). Другой возможный вариант критерия останова: 
{и(тп) < 0} Л {[и(тп) — и (т п - п )]/ [С Я 2] < е}. В этом случае первое усло­
вие учитывает, что графики потока имеют точку перегиба: сначала кривая 
выпуклая, а с выходом на стационар — вогнутая.

С С 1 =  р2о
(на рис. 7.1 и 7.2 моменты останова для различных е  обозначены 0)> 
С 2 =  и (т п - п ) ( ■ ) ,  С з =  т п  — тп - п  (Д). Результаты варьирования Я , ро по­
казали, что лучше работает условие на ограничение «производной» выход­
ного потока (Д). В расчетах использовались значения С  =  С з и е  =  10-3 .

ро =  1
ветствует пластине без защитного покрытия. Исследование стационарной 
водородопроницаемости пластины допускает в принятой модели аналити­
ческое решение. Расчеты подтвердили, что и(т, р, ( ) =  1—(  (т  ^  т *) и время 
запаздывания сквозь пластину толщины £ равно £ 2/ [6Б ] (48], в нашем слу­
чае 1/ [6Я 2]. Также проверена асимптотика и* ^  Я2 при ро ^  1.

Результаты моделирования

На рис. 7.3-7.9 представлены результаты численного моделирования для
Я ро

та в безразмерной форме рассматриваем три основные характеристики: 
т *, т о, и* (V * =  Я -2 и *). По умолчанию очередность перечисления значений

и (тп) > а(роЯ)2 и  (тп) — и  (тп-п) „----------------------- < е
с  я 2 < е
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соответствует убыванию максимумов. Пунктиром обозначается кривая, со­
ответствующая R  =  1 . 5 . «Водораздел» R  =  1 .5  достаточно условен, на ка­
чественном уровне следует говорить об относительно малых и больших R .  

Пересчет в исходные переменные определяется значениями Д  L .
На рис. 7.3, 7.4 заметна слабая зависимость (безразмерных временных) 

характеристик т *, т о от радиуса дефекта. В пределах р о <  0 .2  (принятая 
граница, k o i  да, по-видимому, еще можно говорить о защитном покрытии) 
наблюдается экстремум функций т *( р 0) ,  т 0( р 0) при рассматриваемых зна­
чениях R  <  1 .5  (смена знака производных на рис. 7.5, 7.6). Это связано 
с возрастающим влиянием граничных условий (изолированной боковой по­
верхности). При R  Д 1 .5  сохраняется монотонность. По рис. 7.7, 7.9 можно 
оценить скорость изменения стационара U* при вариациях R  и р о.

На качественном уровне, ориентируясь на «идеальные» эксперимен­
тальные погрешности в пределах 10% и не различая выходные модельные 
потоки в пределах 1 % , можно утверждать следующее. При R  =  L / H  >  3 ,  

р о <  0 . 2  влияние граничных условий при r  =  L  на величину стационар­
ного проникающего потока незначительно и можно практически считать 
цилиндр пластиной ( L  ^  + го ) (см. рис. 7 . 9 ) .  Это согласуется с результата-

R > 3

исследования. С практической точки зрения результат позволяет оценить, 
k o i  д а  проникающий ноток пропорционален количеству дефектов (их плот­
ности). Разработанное программное обеспечение позволяет при необходи­
мости анализировать и пространственное распределение диффузанта в об­
разце в различные моменты времени (рис. 7.10 7.12).

U  U

Рис. 7.1. Останов: R  =  5  р 0 =  0 . 0 8 . Рис. 7.2. Останов: R  =  0 . 8 ,  р 0 =  0 .2 .
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Рис. 7.3. Время установления. Рис. 7.4. Время запаздывания.

т* т
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Рис. 7.9. Стационар, К р 0 =  сопвС Рис. 7.10. Концентрация, т  =  0 .1 т * .
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0.0

Рис. 7.11. Стационар: р0 =  0 . 2 , Я =  3 . Рис. 7.12. Стационар: р0 =  0 .1 5 , Я =  1 .

7.4. М одель с объем ной десорбцией

Перейдем к модели, учитывающей динамику поверхностных процессов. 
В силу ограниченной информативности эксперимента не будем излишне 
детализировать многостадийный процесс водородонроницасмости учи­
тываем лишь интегральные характеристики.

Вместо граничных условий (7.2), (7.4) используем

Здесь Ь — коэффициент объемной десорбции (эффективной рекомбина­
ции (68,96]), р  — кинетическая константа, р — давление молекулярного 
водорода, в — коэффициент прилипания водорода к поверхности. В рам­
ках кинетической теории газов рр — плотность потока частиц (в данном 
случае молекул), соударяющихся с поверхностью. Но лишь малая часть 
атомов Н  («налетающих» в форме молекул Н 2) окажется растворенны­
ми в образце (в ^  1 ). Формально коэффициент в обобщенно отражает

Н 2

рвр—Ьс2(1,г, 0) =  — Б —  , г е  [0,го],
дх £=о

дс
Ьс2(1 ,г ,Н ) =  — Б —  , г е  [0,Ь],

дх г=Я

(7.20)

(7.21)
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растворения. В  контексте о б р а т н ы х  задач параметрической идентифика­
ции модели такая детализация — в случае необходимости. Дополнителвно 
можно учеств различие входной и ввгходной поверхностей: Ь =  61 п р и  г =  0 
и Ь =  62 п р и  г =  Я  (см. асимптотику в (168]). Сложнее учеств образование 
и распад г и д р и д н ы х  фаз, если эти процессв1 с у щ е с т в е н н ы .  Здесв ограничи­
ваемся условиями, при которвгх материал относителвно однороден. На в ы ­

х о д е  перегородки производится вакуумирование, поэтому ресорбцией (сла­
г а е м ы м  дв2Д2) в (7-21) пренебрегаем. Подсчет выходного десорбционного 
потока ведем в атомах ([У] =  1/ с). В р а в н о в е с и и  условие (7.20) (дгс =  0) 
переходит в дер =  Ьс2 , т . е .  в закон Сивертса с а  Др.

Граничные условия (7.20), (7.21) имеют смысл баланса потоков: дер — 
плотности входного потока атомов водорода; Ьс2 — плотности десорбции 
(обобщенный процесс, включающий выход атомов на поверхности и реком­
бинацию в молекулы); — П Д с — плотности диффузионного потока в объем 
(из объема). Полагаем температуру постоянной, но технически несложно 
м о д и ф и ц и р о в а т ь  вычислительный алгоритм в условиях Т  =  Т(г), исполь­
зуя аррениусовские зависимости, например, П (Т ) =  По ехр{—Е д /[К Т ]} 
(К — универсальная газовая постоянная, Е  — энергия активации). Пред­
полагается, что нагрев достаточно медленный, чтобы считать его равно­
мерным при сохранении закона Фика с поправкой П =  П(г) =  П(Т(г)). 
Кинетическая константа д с л а б о  зависит от температуры (д «  1/Д Т), эту 
зависимость формально можно включить в в(Т). В расчетах использова­
лось значение д ~  1.46 ■ 1021 с м —2с — 1Торр—̂

Численным моделированием можно оценить, насколько быстро по срав­
нению с временем г* (установления выходного потока) происходит уста­
новление концентрации под дефектом защитного покрытия и насколько 
с(г*,г, 0) отличается от равновесного уровня с. Кроме того, интерес пред­
ставляет информация о чувствительности У (г) к вариациям коэффициента 
диффузии и поверхностных процессов («производные» по П, Ь, в).

Перейдем к изложению модификации базового алгоритма.

М етод встречных прогонок

Рассмотрим переход с (к +  1/2)-го слоя на (к +  1)-й. Усложнение алго­
ритма вызвано главным образом нахождением граничных концентраций 
Суо (* Ф го), Су^2- Разностные соотношения в объеме остаются прежними. 
Для трехточечных разностных уравнений (7.14), (7.17), ориентируясь на 
идею метода встречных прогонок, будем искать приближенные значения
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концентрации в следующем виде (1 ф i ф ф, k Д 0):

=  a i,j+1 7ij+1 +  в*Д+1 +  7i,j+1 Cг,о, 0 ф j  <  N2j

7i j  — a i , j -1 7i j  —1 +  /5jj—1 +  7 ij — 1 7i,N2 , 0 < j  ф N2.

I lp o ro H O H H B ie  к о э ф ф и ц и е н т в к

ai,j + 1 (G a ij )  , a iJ — 1 ai,N2- (j - 1) ,

ftj+ 1  =  ( f t j  +  -^ j)  a i,j+1, /?i,j—1 =  (Ä j +  —i,j) a i,j—Ъ

7i,j+1 =  7i,ja i,j+1, 7 i j—1 =  7i,N2-( j- i) .

Выбранная вариация метода прогонки позволяет сразу определитв началь- 
нвю прогоночнв1е коэффициенты: а *,1 =  в *,1 =  в*, n - 1 =  0  7м  =  1­

В обозначениях А =  ayN2- 1 — 4,

А =  3 +  a *,N2 А, В =  e *,N2- 1 +  e *,N2 А,

В =  Д д +  Z7*, 0 , G =  7i,N2- 1 +  7*,х2 А

получаем аппроксимацию условий (7.20), (7.21) с точностью до O(h2):

( 2hzD 1 Ьс2,о +  Ас*,о +  Gc*,N2 +  15 — 2hzD 1̂ sp =  0,

^  2hzD 1 Ь7*Д2 +  A7i,N2 +  G7i,0 +  B =  °.

Система уравнений имеет единственное решение с*,о > 0  7i,N > 0, по 
крайней мере, при малых hr ~  hz (сравнимых по порядку).

Осталосв получитв значения c*,j при i =  0  i > Ф, 0 ф j  ф N2 . Изме­
нения коснутся границв1 z =  H. В объеме выполняется разностное урав­
нение (7.17). Как и в диффузионной модели, прогоночные коэффициентв1 
определяются формулами (7.19). Модификация появляется после выполне­
ния прямого хода прогонки. Для нахождения c*,N2 аппроксимируем (7.21) 
с точностью до O(h2) (/2 ~  [/0 — 4 f1 +  3 /2]/[2h]) и используем (7.18):

2hzbD—1ĉ >N+Ac*,N2+  В =  0, i0 < i < N 1.

При малых hr ~  корни квадратного уравнения имеют разные знаки, 
по физическому смыслу выбираем положительный. Далее в соответствии 
с граничными условиями drс|о,ц =  0 (их аппроксимациями на трехточеч­
ном шаблоне) определяем значения c*,j (i =  0 и i =  N 1, 0 ф j  ф N 2).
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При переходе с к-го на (к +  1/2)-й слой по Ь граничные значения ф,о, 
Ф,щ (0 ф % ф N 1) вычисляются как положительные корни квадратных 
уравнений, полученных после подстановки в (7.20), (7.21) приближений

д _  —Сг,2 +  4Ф,1 — 3Ф,о д . _  Сг,ы2-2 — 4с ,̂Х2-1 +  3,Ч х2 ^
дхс|г=о ~  2^ ' д*С|д ~  2Н . ' '

Здесь фд, ф,2, ф,щ-15 Ф,Щ2-2 известны то результатам про гонки по г. Зна­
чения фд (0 < ] < N 2) находятся из соотношений, указанных в пункте 7.2. 
В объеме и на границах г =  0  г =  Ь все остается как в базовой модели.

Итерационный метод

На (к +  1)-м слое по времени аппроксимируем производную дхс(ф+ 1 , г, 0) ~  
[—3Ф,о +  4фд — Ф,2] / [2фг]. Подставляя в граничное условие (7.20) при х =  0, 
находим ф,о =  /о(Фд, Ф,2) как положительный корень квадратного урав­
нения. Аналогичным образом определяем ф ,^  =  /щ  (Ф щ -1, Фх2-2) как 
положительный корень квадратного уравнения, аппроксимирующего усло­
вие (7.21) (х =  Н ). Значения фд, ф,2, ф ,^ -15 ф ,^ -2 предварительно под­
считываются по явной разностной схеме, аппроксимирующей уравнение 
диффузии (7.1). Использовался стандартный явный двухслойный четы­
рехточечный шаблон. С текущими ф,о, ф,щ решаем методом прогонки по 
переменной х трехдиагональную систему линейных алгебраических урав­
нений и находим новые приближения концентраций фд, фд, ф,щ -1 , ф,щ-2 
(и остальные значения фд для ] = 3 , . . . ,  N 2 —3  % =  0 , . . . ,  %о)- Снова решаем 
квадратные уравнения относительно ф,о, ф,щ и повторяем вычисления до 
установления граничных значений (обычно 2-3 итерации). Нахождение фд 
при % > %о описано выше. Затем переходим к следующему слою по времени.

Численны е эксперименты

Перейдем к безразмерным переменным:

с г х Б  Ь го
п =  У ’ р =  Ь ' ( = Н '  т = Ь 1' Я =  Н ' ро =  Ь ■

В качестве нормирующей концентрации со можно взять установившуюся 
концентрацию со < с при ро =  1. Но, имея в виду обширный «равновесный» 
справочный материал по металлам и сплавам, примем со =  с (п ф 1). 
В рамках модели с =  у/рвр/Ь.
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Условия (7.20), (7.21) запишутся в форме

Р е  [0, ро], (7.23)

Р е  [0,1], (7.24)

bc0H  Л p H
-R - , со  =  с .

Давление p молекулярного водорода на входной стороне постоянно. Ко­
эффициент b равен отношению bc2 (плотности десорбции, когда локаль­
но устанавливается практически равновесная концентрация с) к D c/H  
(плотности проникающего потока в диффузионном режиме, когда с |я  =  0, 
ро =  1, t ^  t*). На величину D c /H  нормируется и входной поток (psp). 
Посколвку в равновесии выполняется psp =  bc2, то b =  p. Обозначим этот 
параметр через W. В принятой модели

где F  =  л/ b p s , S  =  у / p s / b  — растворимость (с  =  S Др ).
В отсутствие покрытия (р о =  1 ), параметр W  называется транспорт­

ным (68]: при W  ^  1 лимитирует диффузия (diffusion limited regime — 
DLR), а асимптотическое условие W  ^  1 соответствует SLR (surface limited 
regime). Промежуточная области оценивается в пределах W  £ ( 1 0 - 2 , 1 0 4 ) .  

В рассматриваемой задаче при наличие защитного покрытия (р о <  1 ) неза­
висимых параметров три: R , р о , W . Величина R 2 играет роли «коэффици­
ента диффузии» по / , a W  параметризует левые части граничных условий

Формально при и =  1 прекращается поглощение водорода образцом. 
Концентрация с меньше равновесной с из-за вакуумирования, в граничном 
условии (7.24) пренебрегаем ресорбцией. Когда и «  1 и д^и ~  0 Нс1 входе 
(г =  0) «диффузионный» поток —К2д^и может оказаться значительным за 
счет К ^  1. Если же значение К фиксировано (исключая варианты К ^  1, 
К ^  1 — практически отсутствие проницаемости, бесконечная пластина), 
то остается соответствие асимптотик Ш ^  0  Ш ^  условиям ЯВИ, 
БЬИ. Заметим, что малому значению Ш (за счет Ьв ^  1) может соответ­
ствовать большая растворимость (5  « у /в /Ь ).

При численном моделировании для определенности ориентируемся на 
следующие диапазоны параметров:

p е  [0.1,10] Topp, H  е  [0.01, 0.5] см, D е  [10-8 ,10-5 ] см2с-1 , 

s е  [10-8 ,10-3 ], b е  [10-25,10-14] см4с-1 (L =  RH, С =  л/p sp b - 1 ).

W =  H bD -1 S фр (H  V PFD -1 =  L ^ p F  [RD]-1 ) ,

(7.23), (7.24): W [1 -  и2(т, р, 0 )/ W u2(r, р, 1), u е  (0,1).
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В безразмерных переменных

Гь Ог I'1-
<1 (7) =  Ьс2(7, г, Н )2 п г^ г  =  —— пЬ 2У (т), V (т) =  2 Ьи2(т, р, 1 )р ф .

о Н  о

Величина V формально имеет смысл доли проникающего потока от значе­
ния О сН -1пЬ 2 стационарного потока в случае отсутствия защитного по­
крытия (го =  Ь) и с =  с (г =  0 ,  с =  0 (г =  Н ).

В безразмерной задаче входными параметрами являются К, ро, Ь. В ка- 
частве критерия останова примем условие

т,,) < 0 )  Л { 1  • V <т"> — V(т- * ) < Д
J I х  тп Тп—п )

Здесь разность т п—т п-п соответствует по порядку 10 мин. реального време­
ни 7 , е  =  10- 3 . Для задачи с объемной десорбцией нормирующая величина 
V * |р0 = ^ н а  X , где X  — решение уравнения

(^ р  — X  — Ь1/2Х  ) 2 =  X.

Действительно, полагая в уравнении диффузии производную по времени
ро =  1

занное соотношение для величины X  =  —д^и (т =  т*), которая равна 
т а х  V(т*) =  V* (ро =  1 )  Более подробно, значение нормировки X  нахо-

ро =  1
и * ^ ) =  +  В (д*и =  0  дри =  0 ^  д | =  0). В силу (7.24) и определения
V (т) имеем V* =  —д^и* =  — А  Граничные условия при ро =  1, т ^  т* 
дают р — ЬВ2 =  V*, Ь[—V* +  В]2 =  V*. Исключая В, получаем уравнение 
( ^ р —V* — Ь1/2К ) 2 =  V*, имеющее единственное решение V* =  X  € (0,1) 
( в  =  и*(0) < 1, и*(1) > 0 ^  V* =  —А < В < 1).

Перейдем к результатам вычислительных экспериментов. Разностная 
схема излагалась в физических терминах, но при необходимости её (не толь­
ко результаты) можно переписать в принятых безразмерных единицах.

На рис. 7.13, 7.14 показано влияние геометрических характеристик об­
разца — размеров дефекта и перегородки на выходные параметры экс­
перимента. Очередность перечисления значений соответствует убыванию 
максимумов. В расчетах использовались следующие значения параметров 
модели: Ь =  10-24см4/ с, Н  =  0.1см, О =  10- 6 см2/ с, в =  10-8 , р =  10Торр. 
При этом 7 =  Ь 2О -1т =  К2Н 2О -1т ^  т =  7/[104К2].
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г  =  t / l  l 0 1f i2J

Рис. 7.13. Установление, запаздывание. Рис. 7.14. Установление, запаздывание.

7.5. М одель с поверхностной десорбцией

Вместо условий (7.2), (7.4) используем

^  =  psp -  bq20{t, r) +  , r G [0, ro],
dt 0 dz  o

Ж  =  - bq» “ • r )  -  D !
• r  G [0, L],

(7.25)

(7.26)

c ( t , r ,  0 ) =  g q 0 ( t ,  r ) , c ( t ,r ,H  ) = gqH ( t , r ) ,

qo =  qH =  0  ( t  =  0 ) ,  J ( t )  =  /  b q 2 ( t ,  r )  2 n r  d r .
J  o

q0 qH
верхности, [q] =  1/cm2; g  — коэффициент соответствия концентраций ато­
мов водорода в приповерхностном объеме и на поверхности (коэффици­
ент быстрого растворения, [g] =  1/cm); b — коэффициент поверхност­
ной десорбции, [b] =  с м 2/ с . Зависимость параметров диффузии и десорб­
ции от температуры T  считаем аррениусовской: D  =  D o  e x p { - E d /[ R T ] } , 
b =  bo e x p { - E b / [ R T ] } . При необходимости допустимы другие зависимости. 
Температурную зависимость ц  формально учтем в коэффициенте s ( T ) . Да­
лее это непринципиально, поскольку в течение эксперимента методом про­
ницаемости температура постоянна.
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Смысл в без уточнения стадий: цвр — плотность потока атомов водоро­
да, оказавшихся на поверхности в подвижном состоянии. Граничные усло­
вия (7.25), (7.26): дисбаланс потоков адсорбции, десорбции и диффузии 
идет на накопление атомов водорода на поверхности. Вакуумная система 
достаточно мощная, чтобы пренебречь ресорбцией на выходе (в (7.26)). Бо­
лее точная модель «поверхность-объем»:

Потоки выхода на поверхность из объема и растворения пропорциональны 
концентрациям с учетом «свободных мест». Но когда диффузия значитель­
но медленнее (не низкие температуры) и концентрации малы, получаем 
условие относительно быстрой растворимости с0 н =  дд0 н , где д =  к- /к+ . 
Если поверхность изотропна (в смысле Е^- ~  Е^+), то параметр д сла­
бо зависит от Т. Поверхностная концентрация и приповерхностная объем­
ная пропорционально «отслеживают» друг друга. Динамические гранич­
ные условия ( 7 . 2 5 ) ,  ( 7 . 2 6 )  позволяют учесть и оценить эффект накопления 
атомов водорода на поверхности. Такие условия согласованы в классиче­
ском смысле с нулевыми начальными данными с (0 , г, г) =  0 (при Ь ^  +0). 
Но следует иметь в виду, что, вообще говоря, д^о(0, г) =  цвр ^  1 (в зави­
симости от материала, температуры и давления напуска).

Иерархия моделей заключается в том, что при незначительном накоп­
лении на поверхности (д*д0 н ) получаем граничные условия ( 7 . 2 0 ) ,  ( 7 . 2 1 ) .  

Значения поверхностного и объемного коэффициентов десорбции (обозна­
чаем одним символом и различаем по контексту), подразумеваются согла­
сованными: Ь8Ш./ =  д2ф о1 (Ьд2 =  Ьс2 , с =  дд).

Вычислительный алгоритм

Метод встречных прогонок. Остановимся на вычислении приповерхност­
ных концентраций ф,о, Сг,̂  , * Ф Ф- Чтобы сохранить порядок аппроксима­
ции 0 ( т 2 +  ), для условий ( 7 . 2 5 ) ,  ( 7 . 2 6 )  используем схему с весами
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полагая а  =  1 / 2 . З д е с ь  т  —  ш а г  то времени 7; п р о и з в о д н ы е  д гс ‘,о , д гс у »2 

аппроксимируются выражениями, а н а л о г и ч н ы м и  ( 7 . 2 2 ) .  Как и в модифи­
кации модели для объемной десорбции (сохраняя обозначения А  В  1® ) С), 
нахождение с ,о , С‘,» сводится к решению системы квадратных уравнений:

( Ь / ОА 2 \  О С
+ С‘,о +  —— С,

д 2 ^  V 2 А  +  д т

Ь 2
~  С  У2 +

2  А  ' 2 А

О С/О А  2 \
д2  “ ‘ ,» 2  1 Д У  +  дтД »  т 2 Т ‘ ад+  Т Г  ) С‘ , »  +  о Т “  С‘ ,о +  +  С 2 =  0 ,

Ь 2 2 Ь 2
С 1 =  -у  с  о  С‘,о — О д г С‘,о — 2 ^ р ,  С 2 =  -щ с . »  су» +  О д г с у » .

д2 . д т  д 2 ’»2 д т  2 2

Итерационный метод. Для граничных условий (7.25), (7.26) исполвзу- 
ется схема с весами (а  =  1 / 2 , порядок аппроксимации 0 ( т 2 +  Л.°) ):

С‘ ,о с ‘ ,о 1 

0 . 5 т д  = 2

1

^ р  — М ~ )  +  О д гС‘,о

С‘ ,» 2 с ‘ ,» 2

0 . 5 т д 2
Ь -ъх2

д
-  О д г С‘ » 2

1

+  2

1

+  2

с‘, о 2
^ р  — Ь ( - д - )  +  О д г С‘,о

Ь -ъ » 2

д
-  О д г С‘ » 2

Граничные значения С‘,о, Су» (г ф го) определяются как положителвные
корни квадратных уравнении

Ь 2 / 3 О  4 \

а  С°,° Ч 2 А  +  д т ) ^  +  С 1  =  0 ,

Ь 2 3О 4
?  С‘,»2 Ч 2У + дт))С‘,»2 + С2 = “•

О Ь 4
С 1  =  ^ ~  (С ‘ ,2 — 4С‘ д )  +  - 2  с 2, о  С‘ ,о — О д г С‘ ,о — 2 ^ р ,

2 я г д  ’ д т

О (  

с 2 "  (с‘

н Ь о 4
» 2 - 2  — 4 С‘ ,» 2 - 0  +  д 2 с ‘ , » 2 +  О д * с ‘ ,» 2  — д т  С‘ ,» 2  .

В выражениях, аналогичных ( 7 . 2 2 ) ,  значения С у{1,2 }, С‘, - 1» -2} предва- 
рителвно подсчитвгваются по явной разностной схеме, аппроксимирующей 
уравнение диффузии ( 7 . 1 ) .  С  текущими С‘,о , С у» решаем методом про­
гонки трехдиагоналвную систему линейных алгебраических уравнений и 
находим новые приближения С у{1 ,2 }, С‘, -1 » -2} (и осталвные значения

2 2
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ф д ,  ,] =  3 , . . . ,  N 2 — 3  г =  0 , . . . ,  г о )-  С н о в а  р е ш а е м  к в а д р а т н ы е  у р а в н е н и я  

о т н о с и т е л ь н о  ф ,о ,  Ф , ^ 2 и  п о в т о р я е м  в ы ч и с л е н и я  д о  у с т а н о в л е н и я  г р а н и ч ­

н ы х  з н а ч е н и й  ( о б ы ч н о  2-3 и т е р а ц и и ) .  Д л я  н а х о ж д е н и я  г р а н и ч н о й  к о н ц е н ­

т р а ц и и  (С,,щ  п р и  г >  го аппроксимируем Д . 26) с  т о ч н о с т ь ю  д о  0 ( т 2 +  Л ^) 

и  и с п о л ь з у е м  п р о г о н о ч н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы ,  н а й д е н н ы е  п р я м о й  п р о г о н к о й  

п р и  и с п о л ь з о в а н и и  у с л о в и я  (7.3):

П р и  м а л ы х  Нг , т  к о р н и  к в а д р а т н о г о  у р а в н е н и я  р а з н ы х  з н а к о в ,  в ы б и р а ­

е м  п о л о ж и т е л ь н ы й .  В ы ч и с л е н н ы е  з н а ч е н и я  щ ( Д г ,  Н ) в  м о д е л и  ( 7 . 1 ) - ( 7 . 5 ) ;  

к о н ц е н т р а ц и я  с ( Д  г , Н ) в  с л у ч а е  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  (7.23), (7.24); п о в е р х ­

н о с т н а я  к о н ц е н т р а ц и я  дн (Д  г )  д л я  м о д и ф и к а ц и и  м о д е л и  (7.25), (7.26) д а ю т  

в о з м о ж н о с т ь  п р и б л и ж е н н о  в ы ч и с л и т ь  п р о н и к а ю щ и й  п о т о к  4  ( Д .

Численны е эксперименты

М о ж н о  п е р е й т и  к  б е з р а з м е р н о й  з а д а ч е ,  к а к  э т о  д е л а л о с ь  в ы ш е .  Н о  п о я в ­

л е н и е  д о п о л н и т е л ь н о г о  п а р а м е т р а  д у ж е  н е  у м е н ь ш а е т  ч и с л о  н е з а в и с и м ы х  

ч и с л о в ы х  х а р а к т е р и с т и к  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т и .  К  т о м у  ж е ,  с т а н о в и т с я  

т р у д н е е  « в е р н у т ь с я »  к  з а к о н о м е р н о с т я м ,  н а б л ю д а е м ы м  в  р е а л ь н о м  э к с п е ­

р и м е н т е .  П о э т о м у  з д е с ь  п р о и л л ю с т р и р у е м  м о д е л ь  в  ф и з и ч е с к и х  е д и н и ц а х  

и з м е р е н и й ,  а к ц е н т и р у я  в н и м а н и е  н а  с т е п е н и  в л и я н и я  п а р а м е т р о в  п о в е р х ­

н о с т н ы х  п р о ц е с с о в  н а  в ы х о д н о й  п о т о к  ( « п р о и з в о д н ы е »  4  п о  Ъ, д , в ) .  З а  о ц е н ­

к у  т р а н с п о р т н о г о  п а р а м е т р а  ц е л е с о о б р а з н о  п р и н я т ь  в е л и ч и н у

Д л я  п р е д с т а в л е н н ы х  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  э к с п е р и м е н т о в  ( р и с .  7.15-7.18) 
ф и к с и р о в а н ы  с л е д у ю щ и е  г е о м е т р и ч е с к и е  з н а ч е н и я :  Ь  =  1 т ,  Н  =  1 / 3  с м ,  

Го =  0 . 1  см. Отметим, что поток падает с  р о с т о м  к о э ф ф и ц и е н т а  Ъ в  с и л у  

т о г о ,  ч т о  н а  в х о д е  д е с о р б ц и я  в  б о л ь ш е й  с т е п е н и  в л и я е т  н а  в о д о р о д о п р о н и ­

ц а е м о с т ь  ( у м е н ь ш а е т с я  и  р а в н о в е с н ы й  у р о в е н ь  к о н ц е н т р а ц и и  с ) .

Н а  р и с .  7.18 и н т е р е с н о  п р о с л е д и т ь  з а  с л е д у ю щ и м  э ф ф е к т о м .  С  р о с т о м  

к о э ф ф и ц и е н т а  О  ( 1 0 - 7  ^  1 0 - 5 ) время Д  в ы х о д а  н а  с т а ц и о н а р н ы й  р е ж и м  

п р о н и ц а е м о с т и  м о н о т о н н о  у м е н ь ш а е т с я .  П р и  э т о м  с т а ц и о н а р н ы й  у р о в е н ь  

4 * с н а ч а л а  р а с т е т ,  а  затем п а д а е т :  с  у в е л и ч е н и е м  О  а т о м ы  в о д о р о д а  б ы с т ­

р е е  д о с т и г а ю т  б о к о в о й  и з о л и р о в а н н о й  п о в е р х н о с т и ,  « о т р а ж а ю т с я »  и  п о в ы ­

ш а ю т  к о н ц е н т р а ц и ю ,  у м е н ь ш а я  г р а д и е н т  ( | Д с | )  и  д и ф ф у з и о н н ы й  п о т о к .

Ъд 2 си  +  [ ° (2Л^) 1а  +  2(тд) Ч Сг,щ +  В =  ф 

А =  3 +  ау^2 Д , Д  =  а г,^2- 1 —  4,

В =  —2Д ^ 2 (тд) - 1 +  ° ( вг,^2-1 +  Рсщ Д ) (2Л*) - 1 .
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КО ■ 10-

Рис. 7.15. Влияние десорбции. Рис. 7.16. Влияние растворения.

т ■ ю - ко ■ ю->

Рис. 7.17. Влияние прилипания. Рис. 7.18. Влияние диффузии.
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Глава IV

В контексте задач водородной энергетики интерес к гидридам вызван в 
основном следующими причинами. Во-первых, гидриды способны аккуму­
лировать большое количество водорода за счет высокой эффективности хи­
мических связей. Во-вторых, это относительно безопасный способ хранения 
и транспортировки по сравнению с баллонами высокого давления и крио­
генными системами. Для примера: автомобильный аккумулятор водорода 
представляет собой бак, заполненный порошкообразным гидридом. По ме­
ре нагрева происходит разложение гидрида с выделением газообразного 
энергоносителя. Проблема в том, что пока не найден «конкурентоспособ­
ный» материал, который аккумулировал бы большое количество водорода. 
Впрочем, если в конкретных условиях экологические требования выходят 
на первый план, то перспективы водородных двигателей несомненны.

Требует эффективного решения и проблема заправки: при гидрирова­
нии под большим давлением происходит интенсивное тепловыделение, что 
инициирует обратную реакцию разложения. Моделирование формирова­
ния гидридов — самостоятельная задача. В главе остановимся на матема­
тических моделях дегидрирования в контексте экспериментального метода 
термодесорбционной спектрометрии (ТДС). Вычислительные эксперимен­
ты позволяют «просканировать» широкий диапазон параметров и усло­
вий эксплуатации материала, выявляя лимитирующие факторы. Актуаль­
ны задачи управления законом нагрева и параметрами кинетики дегидри­
рования. Нас будет интересовать не «элементарная» задача для частицы 
гидрида, а именно бак с огромным числом частиц порошка различных раз­
меров. С практической точки зрения необходимо выделить основные лими­
тирующие факторы, не злоупотребляя большим количеством неизвестных 
априори параметров модели. Экспериментальные данные по металлогид- 
ридным системам весьма противоречивы, так как параметры взаимодей­
ствия металлов с водородом существенно зависят от содержания примесей, 
структуры, состояния поверхности, методики эксперимента [23].

Модели основаны на «аксиоме», что масса порошка при дегидрирова­
нии выделяет водород с такой же усредненной кинетикой, как большое 
количество шарообразных крупных частиц (с распределением по радиусу) 
с растущей коркой новой фазы и уменьшающимся гидридным ядром.
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1 .  М о д е л и  с  п о д в и ж н о й  г р а н и ц е й

И Б Ы С Т Р О Й  Д И Ф У ЗИ Е Й

О б р а з е ц  п о р о ш к о о б р а з н о г о  г и д р и д а  м е т а л л а  ( с п л а в а ,  и н т е р м е т а л л и д а )  п о ­

м е щ а ю т  в  к а м е р у  с  п о с л е д у ю щ и м  п о с т о я н н ы м  в а к у у м и р о в а н и е м  и  о т -  

н о с и т е л в н о  м е д л е н н ы м  н а г р е в о м .  П о  р е г и с т р и р у е м о м у  с  п о м о щ в ю  м а с с -  

с п е к т р о м е т р а  д е с о р б ц и о н н о м у  п о т о к у  в о д о р о д а  с у д я т  о  х а р а к т е р и с т и к а х  

д е г и д р и р о в а н и я .  Р а в н о в е с н ы е  з а к о н о м е р н о с т и  д о с т а т о ч н о  х о р о ш о  и з у ч е -  

н в 1 ( Р Т С - д и а г р а м м ы ) .  В о з р а с т а ю щ и й  и н т е р е с  в ы з ы в а е т  к и н е т и к а .  С о о т ­

в е т с т в у ю щ а я  б и б л и о г р а ф и я  и м е е т с я ,  н а п р и м е р ,  в  ( 1 4 5 ] ,  г д е  п р е д с т а в л е н а  

д о с т а т о ч н о  о б щ а я  р а с п р е д е л е н н а я  м о д е л и  Т Д С - д е г и д р и р о в а н и я .  В  к а ч е ­

с т в е  м о д е л и р у е м о г о  о б ъ е к т а  д л я  о п р е д е л е н н о с т и  о с т а н о в и м с я  н а  м а т е р и ­

а л е  и з  с т а т в и  ( 1 4 7 ] ,  п о с л у ж и в ш е й  о т п р а в н о й  т о ч к о й  и з л а г а е м ы х  р е з у л ь ­

т а т о в ,  ч а с т и ч н о  о п у б л и к о в а н н ы х  в  ( 1 3 2 - 1 3 5 , 1 5 9 ,  1 6 0 ,  1 6 2 - 1 6 4 ,  1 6 9 ] .  М а т е ­

р и а л  ( г и д р и д  э р б и я )  у д о б е н  т е м ,  ч т о  п о з в о л я е т  и д е н т и ф и ц и р о в а т в  м о д е л и  

к а к  д л я  н и з к о т е м п е р а т у р н о й  ф а з ы ,  т а к  и  д л я  в ы с о к о т е м п е р а т у р н о й .  К о г д а  

д и ф ф у з и я  б ы с т р а я ,  д о п у с т и м о  о п и с а н и е  д и н а м и к и  д е г и д р и р о в а н и я  в  т е р ­

м и н а х  о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л в н ы х  у р а в н е н и й .  Р е ш е н и е  о б р а т н ы х  

з а д а ч  п а р а м е т р и ч е с к о й  и д е н т и ф и к а ц и и  р а с п р е д е л е н н ы х  с и с т е м  ( с  у р а в н е ­

н и я м и  д и ф ф у з и и  в  а ,  Д ф а з а х )  —  т р у д н о о б о з р и м а я  п р о б л е м а .  П а р а м е т р ы  

у п р о щ е н н ы х  м о д е л е й  с л у ж а т  н а ч а л в н ы м и  п р и б л и ж е н и я м и .  В  п о с л е д у ю ­

щ и х  р а с с м о т р е н и я х  м о д е л и р у е т с я  о б щ а я  д и н а м и к а  д е г и д р и р о в а н и я ,  п о э т о ­

м у  ф и з и к о - х и м и ч е с к у ю  т е р м и н о л о г и ю  и с п о л в з у е м  в  минимальном о б ъ е м е .  

П о  п о в о д у  м о д е л и р о в а н и я  м е х а н и ч е с к и х  с в о й с т в  ( с в я з а н н ы х  с  о х р у п ч и в а ­

н и е м )  и  г и д р и д о о б р а з о в а н и я  с м . ,  н а п р и м е р ,  ( 1 4 8 , 1 4 9 , 1 6 6 ] .

С х е м а т и ч н о  ф а з о в а я  д и а г р а м м а  ( Р Т С - д и а г р а м м а )  и  Т Д С - с п е к т р  д е ­

г и д р и р о в а н и я  п р и  м о н о т о н н о м  н а г р е в е  о б р а з ц а  м а т е р и а л а  ( о б ы ч н о  и с п о л ь ­

з у е т с я  л и н е й н ы й  н а г р е в  Т (Ь )  =  Т о  +  цЬ) п р е д с т а в л е н ы  н а  р и с .  1 . 1 , 1 . 2 .  О т р а ­

ж е н ы  л и ш ь  о б щ и е  з а к о н о м е р н о с т и ,  о т л и ч и я  ( п о р о й  с у щ е с т в е н н ы е )  у к а з а н ы  

в  с п р а в о ч н о й  л и т е р а т у р е  п о  г и д р и д а м  м е т а л л о в  (2 3 ] .  Г и д р и д ы  м е т а л л о в  о б ­

л а д а ю т  с у щ е с т в е н н о  р а з л и ч н ы м и  с в о й с т в а м и .  В  ч а с т н о с т и ,  г и д р и д ы  м о г у т  

с о х р а н я т ь  м е т а л л и ч е с к и е  с в о й с т в а  и л и  я в л я т ь с я  с о л е п о д о б н ы м и .  Ф а з о в у ю  

д и а г р а м м у  п о л у ч а ю т  и с с л е д о в а н и е м  р а в н о в е с н ы х  н а с ы щ е н и й :  п р и  ф и к с и ­

р о в а н н ы х  д а в л е н и и  м о л е к у л я р н о г о  в о д о р о д а  и  т е м п е р а т у р е  с о  в р е м е н е м  

у с т а н а в л и в а е т с я  р а в н о в е с н а я  к о н ц е н т р а ц и я  а т о м о в  в о д о р о д а  в  о б р а з ц е  м а ­

т е р и а л а .  Е с л и  к о н ц е н т р а ц и я  д о с т а т о ч н о  в е л и к а  —  э т о  г и д р и д  ( ф ф а з а ) ,  

и н а ч е  —  т в е р д ы й  р а с т в о р  а т о м а р н о г о  в о д о р о д а  в  м е т а л л е  ( а - ф а з а ) .  Ф а ­

з о в ы й  п е р е х о д  с в я з а н  с  п е р е с т р о й к о й  к р и с т а л л и ч е с к о й  р е ш е т к и ,  о б р а з о ­

в а н и е м  х и м и ч е с к и х  с в я з е й .  П о ч т и  г о р и з о н т а л ь н ы е  « п о л к и »  с о о т в е т с т в у ю т  

с о с у щ е с т в о в а н и ю  ф а з :  д о п о л н и т е л ь н а я  « п о р ц и я »  д а в л е н и я  « р а с х о д у е т с я »  

н а  у в е л и ч е н и е  д о л и  ф ф а з ы .  Э т о т  п р о ц е с с  п р и  у с т а н о в и в ш е м с я  п р е ж н е м
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Рис. 1.1. Фазовая диаграмма. Рис. 1.2. ТДС-снектр.

внешнем давлении соответствует увеличению средней концентрации ато­
мов водорода и сдвигу фазовой точки вправо но горизонтали.

Упомянем проблему гистерезиса [18]: как правило, кривая насыщения 
а  ^  в  на РТС-диаграмме идет выше обратного перехода в  ^  а. Для одной 
и той же общей концентрации водорода в образце гидрида (достаточно 
массивном) на пути а  ^  в  устанавливается равновесие с коркой гидрида, 
сквозь который диффузия затруднена, а при в  ^  а  внешней является в 

а
материалами. Но пока нет общепринятой теории а  о  в~гистерезиса.

При математическом моделировании соответствие нар металл-гидрид и 
(а, в)-фаз условно. Например, цепочке превращений ЕгН з ^  Е г Н  ^  Е г 
при нагреве соответствует два ника ТДС-сисктра (как на рис. 1.2). Для низ­
котемпературного пика в-ф аза — это Е гН 3, а а-ф аза соответствует рас­
твору атомарного водорода, диффундирующего в Е гН 2. Для второго пика 
имеем Е г Н  (в) и раствор Н  в Е г (а). На самом деле и целые индексы 
у Н  условны. Формулы дальтонидов содержат целочисленные стехиомет­
рические индексы. У бертоллидов, которые распространены и среди гид­
ридов, немолекулярная структура и в общем случае дробные стехиометри­
ческие индексы в зависимости от условий синтеза. Простор для уточнений 
и разветвлений обширен. Построение моделей, не претендующих на уни­
версальность, будем вести индуктивно, постепенно усложняя их с учетом 
дополнительных факторов. Это разумно для разработки алгоритмов пара­
метрической идентификации, которые, как правило, локально сходящиеся.
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1.1. Д есорбционны й пик Т Д С -спектра

М н о г о о б р а з и е  с в о й с т в  г и д р и д о в  н а с т о л в к о  в е л и к о ,  ч т о  н е т  е д и н о г о  о б щ е ­

п р и з н а н н о г о  с ц е н а р и я  д е г и д р и р о в а н и я .  Д л я  м а л ы х  ч а с т и ц  в о з м о ж н о  п о я в ­

л е н и е  з а р о д в н н е й  н о в о й  ф а з в 1 п о  в с е м у  о б ъ е м у .  З д е с в  д л я  м о д е л и р о в а н и я ,  

п о - в и д и м о м у ,  п о д х о д я щ и м  я в л я е т с я  в е р о я т н о с т н ы й  п о д х о д .  У  с о о т в е т с т в у ­

ю щ е й  с т а т и с т и ч е с к о й  м о д е л и  с в о я  н и ш а .  Н а ш  о б ъ е к т  в н и м а н и я  —  п о т о к  в о ­

д о р о д а  и з  б о л в ш о г о  о б ъ е м а  г и д р и д н о г о  п о р о ш к а .  И н д и в и д у а л в н а я  ч а с т и ц а  

(в  в - ф а з е )  я в л я е т с я  « ё ж и к о м » ,  н о  с  у ч е т о м  о г р о м н о г о  и х  ч и с л а  ц е л е с о о б ­

р а з н а  с ф е р и ч е с к а я  а п п р о к с и м а ц и я  с  б л и з к и м  к  н о р м а л в н о м у  р а с п р е д е л е ­

н и е м  п о  р а д и у с у .  М е л к и е  ч а с т и ц ы  н е  у ч и т ы в а е м ,  в  р а с ч е т  б е р е м  т о л в к о  

с р е д н и е  и  к р у п н ы е ,  в  к о т о р ы х  с о с р е д о т о ч е н о  о с н о в н о е  к о л и ч е с т в о  в о д о ­

р о д а .  П р и  м е д л е н н о м  н а г р е в е  в  п р и п о в е р х н о с т н о м  с л о е  ч а с т и ц  н а ч и н а ю т  

в о з н и к а т в  з а р о д ы ш и  н о в о й  а - ф а з ы .  Э т о м у  в  п е р в у ю  о ч е р е д и  с п о с о б с т в у ю т  

д е ф е к т ы  ф и з и к о - х и м и ч е с к о й  с т р у к т у р в г  З а р о д в ш ш  р а с т у т  и  с л и в а ю т с я  в  

к о р к у  а - ф а з ы .  П о  м е р е  д а л в н е й ш е г о  н а г р е в а  п р о ц е с с  « р а з г о р а е т с я »  и  п о ­

т о к  в о д о р о д а  у ж е  с р а в н и м  с  б у д у щ и м  с в о и м  м а к с и м у м о м .  И м е н н о  э т о т  э т а п  

н а с  и  и н т е р е с у е т  с  п р и к л а д н о й  т о ч к и  з р е н и я .  Д е г и д р и р о в а н и е  с о п р о в о ж ­

д а е т с я  т е п л о п о г л о щ е н и е м ,  т а к  ч т о  я д р о  о т н о с и т е л в н о  к р у п н о й  ч а с т и ц в 1 н е  

с р а з у  « п о ч у в с т в у е т »  в н е ш н и й  н а г р е в .  П о  э т и м  с о о б р а ж е н и я м  р а с с м а т р и ­

в а е м  « у с р е д н е н н ы й »  с ц е н а р и й  р а с т у щ е й  к о р к и  а - ф а з ы  и  с ж и м а ю щ е г о с я  

я д р а  в ~ Ф а з ы . У ч е т  р а с п р е д е л е н и я  п о  р а д и у с у  я в л я е т с я  т е х н и ч е с к и м  в о ­

п р о с о м  в ы ч и с л и т е л в н о г о  х а р а к т е р а .  Е щ е  о д н а  в а ж н а я  д е т а л и :  в  п р о ц е с с е  

ц и к л и ч е с к о г о  г и д р и р о в а н и я / д е г и д р и р о в а н и я  п р о и с х о д и т  и з м е л в ч е н и е  ч а ­

с т и ц .  Э т о  с в я з а н о  с  и з м е н е н и е м  о б ъ е м а  п р и  ф а з о в о м  п е р е х о д е .  М о д е л и ,  

к о т о р а я  б ы  о б ъ е д и н я л а  о п и с а н и е  ф и з и к о - х и м и ч е с к и х  п р о ц е с с о в  с  м е х а н и ­

ч е с к и м и  я в л е н и я м и  н а п р я ж е н и й ,  д е ф о р м а ц и й  и  р а с т р е с к и в а н и я ,  п р е д с т а в ­

л я е т с я  т р у д н о о б о з р и м о й .  Б у д е м  иметь в  в и д у  у ж е  с т а б и л и з и р о в а в ш и е с я  

р а з м е р ы  ч а с т и ц ,  к о г д а  н а п р я ж е н и я  н е  д о с т и г а ю т  к р и т и ч е с к и х  з н а ч е н и й .

Н ач альн ы е п редп олож ен и я. О с т а н о в и м с я  н а  н а и б о л е е  с л о ж н о й  с  м а т е ­

м а т и ч е с к о й  т о ч к и  з р е н и я  о б л а с т и  с о с у щ е с т в о в а н и я  ф а з .  В с п л е с к и  д е с о р б ­

ц и и ,  к о т о р ы е  н а с  в  о с н о в н о м  и  и н т е р е с у ю т ,  с в я з а н ы  с  ф а з о в ы м и  п е р е х о ­

д а м и .  Р а с с м о т р и м  ш а р  р а д и у с а  Ь ,  а  в  нем г и д р и д н о е  я д р о  р а д и у с а  р (7 )  

( в -фаза). Шаровой с л о й  т о л щ и н ы  ( Ь  — р )  —  м е т а л л  с  р а с т в о р е н н ы м  в о д о -  

а

1 ) а т о м ы  в о д о р о д а  в ы х о д я т  и з  о б ъ е м а  н а  п о в е р х н о с т ь  ( к о т о р о й  п р и д а ­

е т с я  о с о б о е  з н а ч е н и е )  и  д е с о р б и р у ю т с я ,  с о е д и н и в ш и с ь  в  м о л е к у л ы ;

2 ) в  с и л у  « п о р и с т о с т и »  м а т е р и а л а  д е с о р б ц и я  и д е т  н е п о с р е д с т в е н н о  и з  

о б ъ е м а  ( и з  п р и п о в е р х н о с т н о г о  с л о я ) .
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В дальнейшем будут рассмотрены оба варианта. Поверхность часто вы­
деляют не только из физических соображений. За счет наличия примесей, 
окислов фактически имеем покрытие исследуемого материала различными 
по составу пленками. Зависимость экспериментальных данных от степени 
измельчения гидрида также является аргументом в пользу существенной 
роли поверхности. Вторая гипотеза может иметь чисто техническое про­
исхождение, когда многостадийный процесс десорбции описывают одним 
коэффициентом эффективной рекомбинации в терминах объемной концен­
трации атомарного водорода. Более подробный анализ обратимого перехо­
да «газ-поверхность-объем» содержится, например, в [68]. С учетом обрат­
ных задач оценки параметров для конкретных приложений будем старать­
ся оперировать минимальным набором коэффициентов, воспринимая их 
как интегральные (эффективные) характеристики без излишнего дробле­
ния дегидрирования на промежуточные более элементарные стадии.

Введем обозначения: с(Ь) — объемная концентрация растворенного во­
дорода (в а-фазе) в момент времени Ь, ф — концентрация атомов водоро­
да в гидриде (в-фазе), д(Ь) — поверхностная концентрация. Размерности: 
[с, ф] =  1 /с т 3, [д] =  1 /с т 2. С учет ом Ь ^  1, Т  ^  1 и сферической симмет­
рии в предположении быстрой диффузии в растворе полагаем с(Ь, г) =  с(Ь).

Динамика нагрева в ТДС-эксперименте реализуется обычно линейной: 
Т(Ь) =  То +  ьЬ. Скорость V невелика, чтобы прогрев порции порошка 
был практически равномерным. При необходимости можно определять 
(оценивать) температуру численно в силу уравнения нагрева излучением: 
Т (Ь) =  V(ТДД4 — Т4), где Те — температура капсулы, в которой в режи­
ме вакуумирования находится порошок (см. §6 главы III). Равномерный 
нагрев, реализуемый в эксперименте по какому-либо закону, учитывается 
в моделях зависимостью коэффициентов от температуры Т =  Т (Ь).

Замечание 1. Не обязательно связывать слабую зависимость концентрации 
с(Ь, г) от г с высокой температурой. Как правило, химические процессы 
активируются с ростом температуры значительно быстрее диффузии. То­
гда при высокой температуре именно диффузия окажется лимитирующим 
фактором на фоне поверхностных процессов. Пик ТДС-спектра, соответ­
ствующий с(Ь, г) ~  с(Ь), назовем десорбционным, выделяя лимитирующий 
фактор. Если потребуется подчеркнуть, что Т ^  1, то пик назовем высо­
котемпературным. Когда без уравнения диффузии в модели не обойтись, 
будем употреблять (при необходимости уточнения) термин диффузионно- 
десорбционный. Такой ситуации посвящен следующий параграф.

Для определенности начнем с моделирования следующего сценария де­
гидрирования. Диапазон его адекватности определяется экспериментом. 
К начальному моменту времени ф =  0 (к началу интенсивного распада
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гидрида и всплеска десорбции) избыток концентрации атомов Н  над кри­
тическим уровнем распада 0̂ "** =  Q уже покинул гидрид. При этом в тон­
кой оболочке раствора концентрация установиласв на уровне равновесной 
с гидридом сО? =  с. При дальнейшем монотонном нагреве в сжимающем­
ся ядре радиуса p(t) в процессе дегидрирования (в пределах пика ТДС- 
спектра) сохраняется Q =  const. В ограниченном диапазоне температур 
равновесные концентрации Q =  0̂ "** и с =  сО? постоянны. Это прибли­
жение принимается в зависимости от требуемой точности моделирования. 
Например, пунктирный колокол на фазовой диаграмме E r(a )  — Е гН 2(в) 
имеет практически вертикальные боковые стенки вплоть до ~  650°C. Нас 
интересуют относительно узкие по T  десорбционные пики ТДС-спектра. 
При концентрациях ^  Q — только гидрид, при ф с — только (твердый) 
раствор атомарного водорода. Отрезкам [с, Q] на рис. 1.1 соответствуют го­
ризонтальные полки сосуществования фаз при фиксированной температу­
ре. В общем случае в последующих выкладках при необходимости нетрудно 
учесть зависимость с =  с(Т). Только следует соблюдать осторожность: на 
РТС-диаграммах [23] функция с(Т) соответствует равновесию.

Считаем, что система температурного контроля образца учитывает 
определенное теплопоглощение в процессе распада гидрида (процесс эн­
дотермический). Часть подводимого тепла идет на нагрев растущего слоя 
a -фазы, а другая часть «утилизируется» на границе раздела фаз процес­
сом распада, являясь вместе с десорбцией его «движущей силой».

Плотность десорбционного потока моделируем квадратичной зависи­
мостью от концентрации на поверхности (или в приповерхностном слое): 
J(t)  =  b(T)q2(t) (J(t)  =  b(T)c2(t)). Коэффициент десорбции обозначаем 
буквой b в обоих случаях, помня о том, что это разные величины (включая 
размерность). Зависимость параметров модели от температуры считаем 
аррениусовской, в частности, b(T) =  boexp{—Eb/[R T ]}, b(t) =  b(T(t)).

П ро стей ш ая  м одель. Пусть скорость распада гидрида достаточно вели­
ка, чтобы поддерживать концентрацию в растворе на уровне равновесной, 
компенсируя десорбционный отток (десорбцию считаем объемной или рас­
сматриваем ее как эффективную рекомбинацию). Тогда c(t) =  с =  const 
(с < Q) тока p(t) >  0: концентрация не убывает, пока гидрид не закончит­
ся. После этого р =  0, а c(t) будет убывать. Рассмотрим эти два этапа.

Балансовое соотношение при распадающемся гидриде:

QV(L) =  Q V(p(t)) +  g[V(L) — V (p(t))] +  S(L) / V )62dr.
o

Здесь V(r) — объем шара радиуса r, S (r) — площадь сферы, р(0) =  L.
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Дифференцируя материальный баланс по времени £ получим:
зл2г2 Л

0 =  (Я — с) р2р +  Ьс2£ 2 ^  р3(Ь) =  £ 3 — —-— г  Ь(т) ^т. (1.1)
Я —  с 30

Явное выражение для радиуса ядра позволяет однозначно (численно) опре­
делить момент £ ,  к которому гидрид закончится (р(£) =  0). В простейшей 
модели, чтобы поддерживать уровень с в растворе, гидридное ядро вынуж­
дено сжиматься со скоростью р ^  —го при р ^  0. Это предельное вырож­
дение не опасно: объем ядра убывает пропорционально р3 и при р =  е ^  1, 
скажем р < £/10, следует переключаться на модель дегазации раствора 
(этап II). Заметного влияния на модельную десорбцию не наблюдается. 

Рассмотрим теперь баланс водорода на втором этапе (Ь ^  £ ,  р =  0):

[с(Ь +  АЬ) — с(Ь)]У (£) =  —6(Ь)е2(Ь)5 (£)АЬ +  о(АЬ).

Отсюда, деля на АЬ и переходя к пределу, получим

г 3с 7* 1 —
£(5 =  —ЗЬс2, с(£) =  с ^  с(Ь) =  с 1 +  — Ь(т) ^т . (1.2)

 ̂ £  Л* -1

Несмотря на предельную простоту (всего два параметра: Ь0 и Еь), эта мо­
дель дает с учетом распределения частиц порошка по радиусам неплохие 
результаты. Малое число параметров позволяет использовать модель в ка­
честве источника приближения для коэффициента десорбции.

Приведем несколько характерных иллюстраций (159]. На рис. 1.3 при­
веден характерный график плотности десорбционного потока 3 (Ь) (сплош­
ная линия) вместе с масштабированными кривыми концентрации с(Ь) (пре­
рывистая) и радиуса р(Ь) (пунктирная). Параметры: Ьо =  6 ■ 10-21с т 4/8, 
Е ь =  100 Ю , с =  п Я  П =  0.15, Я  =  1.5-1022 с т -3 , Т  = 0.3 К /е , Т (0) =  670 К, 
£  =  0.005 с т .  Э т о т  набор значений взят лишь в иллюстративных целях.

Заметим, что в одночастичном приближении наличие двух этапов при­
водит к остриям на графиках, характерных для моделей с относительно 
быстрой диффузией: исчерпание гидрида приводит к разрыву потока из 
гидридной фазы, который не успевает сглаживаться диффузией. Острие 
соответствует моменту времени £  окончания гидрида (р (£ ) =  0). График 
р(Ь) имеет типичный вид для рассмотренных моделей, поэтому в дальней­
шем его не приводим, обозначая момент окончания гидрида кружком.

Обозначим плотность распределения частиц по радиусу через N  (£). 
Формально 0 < £  < +го, то пр и £  > £ тах плотность должна быть практи-

Н
как /*<̂ г /*^ 1 _ 1

3(Ь) =  /  3 ( £ £ ) £ (£ Ж (£ )3 £  ■ / 5 ( £ ^ ( £ ) 3 £  .
0 0
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Р и с .  1 .3 .  П р о с т е й ш а я  м о д е л ь .  Р и с .  1 .4 .  У ч е т  Ь - р а с п р е д е л е н и я .

Ч и с л е н н о  д о с т а т о ч н о  в з я т ь  2 0 - 3 0  р а д и у с о в ,  ч т о б ы  п о л у ч и т ь  д о с т а т о ч н о  

г л а д к о е  у с р е д н е н и е  п о т о к а  д е с о р б ц и и .  Н а  р и с .  1 .4  п р и в е д е н  г р а ф и к  у с р е д ­

н е н н о й  п л о т н о с т и  п о т о к а  и з  п о р о ш к а  с  н о р м а л ь н ы м  р а с п р е д е л е н и е м  ч а ­

с т и ц  с о  с р е д н и м  р а д и у с о м  Ь  =  0 . 0 0 5  с т  и с т  =  0 .0 0 1  с т .  П а р а м е т р ы  т е  ж е .  

К р у ж к о м  о т м е ч е н о  о к о н ч а н и е  г и д р и д а  в  ч а с т и ц е  с р е д н е г о  р а д и у с а  Ь .

М одель с п ереклю чен и ем . Д е с о р б ц и ю  п о - п р е ж н е м у  с ч и т а е м  о б ъ е м н о й :  

3 (Ь) =  Ь (Ь )с 2 (Ь ). П р е д п о л а г а е м ,  ч т о  д о  о п р е д е л е н н о г о  м о м е н т а  в р е м е н и  д е ­

с о р б ц и я  д о с т а т о ч н о  м а л а ,  ч т о б ы  у д е р ж и в а л а с ь  п р а к т и ч е с к и  р а в н о в е с н а я  

к о н ц е н т р а ц и я  в  р а с т в о р е .  Г и д р и д а  р а с п а д а е т с я  р о в н о  с т о л ь к о ,  ч т о б ы  к о м ­

п е н с и р о в а т ь  д е с о р б ц и ю .  К о г д а  д е с о р б ц и о н н ы й  п о т о к  у с и л и т с я  д о  т а к о й  

с т е п е н и ,  ч т о  о к а ж е т с я  с р а в н и м  с  п р е д е л ь н ы м  п о т о к о м  и з  в ~ Ф а з ы  ( г и д -  

р и д н о е  я д р о  м о н о т о н н о  с ж и м а е т с я ) ,  к о н ц е н т р а ц и я  с (Ь ) н а ч н е т  у б ы в а т ь .  

О б о з н а ч и м  э т о т  м о м е н т  п е р е к л ю ч е н и я  ч е р е з  Д .  П о т е н ц и а л ь н у ю  ( м а к с и ­

м а л ь н о  в о з м о ж н у ю )  п л о т н о с т ь  п о т о к а  и з  г и д р и д н о й  ф а з ы  п р и м е м  р а в н о й  

I (Ь) =  к ( Ь ) ^ .  П а р а м е т р  к (Ь )  =  к ( Т ( £ ) )  а р р е н и у с о в с к и й  п о  т е м п е р а т у р е ,  

п р и ч е м  I ( Ь )  >  3 ( £ ) .  У с л о в и е  н а  в р е м я  п е р е к л ю ч е н и я  с л е д у е т  и з  р а в е н с т в а  

п о т о к о в ,  о т к у д а  п о л у ч а е м  ( п о м н я ,  ч т о  с  =  с  =  с о ш !  п р и  Ь <  Д ) :

к ^ £ ( р )  =  Ь с2 У ( Ь )  ^  к ^ р 2 =  Ь с 2 Ь 2 , Ь =  Д .  ( 1 .3 )

Р а с с м о т р и м  о т р е з о к  в р е м е н и  [0 , Д ] . П о  п р е д п о л о ж е н и ю  в ы п о л н е н о  с (Ь ) =  с , 

с  =  0 .  И з м е н е н и е  р а д и у с а  р (Ь ) о п р е д е л я е т с я  ф о р м у л о й  ( 1 . 1 ) .  П о д с т а в л я я
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ф у н к ц и ю  p ( t )  в  р а в е н с т в о  ( 1 - 3 ) ,  п о л у ч а е м  у р а в н е н и е  д л я  м о м е н т а  t s :

3  с
1  — 7771----=7 Ь(т ) d r  —

L [ Q  — с ]  J o k ( t s ) Q  -

b ( t s )  с 3 /2
0 .

Э т о  у р а в н е н и е  э ф ф е к т и в н о  р е ш а е т с я  ч и с л е н н о ,  н а п р и м е р ,  м е т о д о м  Н ь ю ­

т о н а .  Н а ч а л в н о е  п р и б л и ж е н и е  л е г к о  н а х о д и т с я  г р а ф и ч е с к и .

Р а с с м о т р и м  п е р и о д  в р е м е н и  Ь ф  ф .  Г и д р и д  р а с п а д а е т с я  с  м а к с и м а л ь н о  

в о з м о ж н о й  с к о р о с т ь ю ,  а  с к о р о с т ь  у б ы в а н и я  к о н ц е н т р а ц и и  р а с т в о р е н н о г о  

в о д о р о д а  о п р е д е л я е т с я  р а з н о с т ь ю  д е с о р б ц и о н н о г о  п о т о к а  и  п о т о к а  и з  г и д -  

р и д н о й  ф а з ы .  Р а с с м о т р и м  с о о т в е т с т в у ю щ и й  м а т е р и а л ь н ы й  б а л а н с :

Q V ( р )  +  c ( t ) [ V ( L )  — V ( р ) ]  +  S ( L )  /  Ь ( т ) с 2 ( т ) d r  =  c o n s t .
Jts

t

— b ( t ) c 2 ( t ) S ( L )  =  Q V ( р )  +  0 ( t ) [ V ( L )  — V ( р ) ]  — c ( t ) V ( p )  ^  ( 1 .4 )

^  — b ( t ) c 2 ( t ) L 2 =  p 2 p ( t ) [ Q  — c ( t ) ]  +  3 - 1 c ( t ) [ L 3 — р 3 ]. ( 1 .5 )

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  б а л а н с  в о д о р о д а  у  г р а н и ц ы  р а з д е л а  ф а з :

[Q  — c ( t ) ]  Д V ( p ( t ) )  =  — I ( t ) S ( p ( t ) ) A t  +  o ( A t )  ( A V  <  0 ) .

О т с ю д а  н а х о д и м  у р а в н е н и е  д л я  р а д и у с а  г и д р и д н о г о  я д р а  p ( t )  ( р  <  0 ) :

[Q  — c ( t ) ]  p ( t )  =  — I ( t ) ,  I ( t )  =  k ( t ) Q ,  p ( t s )  =  p s . ( 1 .6 )

Н а ч а л ь н ы е  д а н н ы е  p s о п р е д е л я ю т с я  п р е д ы д у щ и м  э т а п о м  ( t  ф  t s ) .  П о д с т а в ­

л я я  в ы р а ж е н и е  п р о и з в о д н о й  p ( t )  и з  ( 1 . 6 )  в  с о о т н о ш е н и е  ( 1 . 5 ) ,  п о л у ч а е м

( L 3 — р 3 ) =  3  [ I ( t ) p 2 — b ( t ) c 2 L 2] ,  I ( t )  =  k ( t ) Q ,  c ( t s ) =  с .  ( 1 .7 )

П р и в е д е м  у р а в н е н и я  м о д е л и  в  к о м п а к т н о й  ф о р м е :

b ( t ) 6 2 L 2
0  ф  t  ф  t s : c ( t )  =  с , р ( 0 )  =  L ,  p ( t )  =  —

( Q  — с ) р 2

, k Q p 2 — b c 2 L 2 k ( t ) Q

t  > *- : c (i ) = 3 H p — p r r  • * >  =  - Q —c -

М о м е н т  п е р е к л ю ч е н и я  t s о п р е д е л я е т с я  у с л о в и е м  ( 1 . 3 ) .  П р и  э т о м  п р о д о л ­

ж е н и е  г л а д к о е :  c ( t s +  0 )  =  0  p ( t s — 0 )  =  p ( t s +  0 ) . П о с л е  о к о н ч а н и я  г и д р и д а  

( p ( t *) =  0 )  п о л а г а е м  ф о р м а л ь н о  р  =  0  t  >  t *, и  п о л у ч а е м  э т а п  I I I  —

2
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дегазацию 3 (Ь) =  Ь(Ь)с2(Ь) в соответствии с выражением (1.2) для кон­
центрации с(Ь). Криввю плотности десорбции имеют пикообразную форму. 
Распределение по размерам приводит к заметному сглаживанию.

Саморегулирование скорости распада гидрида. Будем считатв, что 
динамика концентрации с(Ь) с самого начала определяется балансом по­
токов: десорбционного (десорбция объемная) и из гидридной фазвг Плот­
ности потока атомов водорода из гидридной фазв1 моделируем выражением 
I (Ь) =  к(Ь)Я [1—с(Ь)/с]. Множители в скобках отражает сдерживающее воз­
действие концентрации растворенного водорода на скорости распада гид­
рида: чем ниже концентрация, тем болвший поток будет востребован. Если 
концентрация близка к равновесной, поток будет значителвно ниже потен- 
циалвно возможного. Постоянный десорбционный отток водорода не поз­
воляет функции с(Ь) превыситв уровенв с , посколвку с =  с ^  I  =  0.

1. Чтобы выводимые из балансовых соотношений дифференциалвные 
уравнения не вырождалисв при Ь =  0, необходимо представитв себе «на- 
чалвную корку» — тонкий слой металла с растворенным водородом вокруг 
гидридного ядра. Этот слой образуется в вакууме на предварителвной ста­
дии эксперимента до начала ТДС-пика. Пока при нагреве не начался ин- 

в
трации сд =  Я) У объемной десорбции достаточно времени, чтобы понизитв 
концентрацию водорода в приповерхностном слое и образоватв началвную 

а
ния для с(Ь) и р(Ь) совершенно аналогично (1.6) и (1.7):

Отметим, что I (0) =  0, так что производная с(0) отрицателвна. В то же вре­
мя р(0) =  0: глубина (L — ро) является пределом досягаемости объемной 
десорбции пока решетка гидрида устойчива. Из уравнения (1.9) следует, 
что р =  — к при с =  0, т. е. коэффициент к(Т) имеет физический смысл 
пределвной скорости движения границы раздела фаз. Острие на графике 
плотности десорбции, связанное с обрывом потока из в~Фазы п0 окончании 
гидрида, присутствует лиши в том случае, когда потенциалвная скорости 
распада гидрида значителвно превышает скорости десорбции. Ниже при­
ведены иллюстрации. Набор параметров (рис. 1.5): b0 =  6 ■ 10-21, Еь =  100, 
с =  0.15 Q, Q =  1.5 ■ 1022, T  =  0.3  T (0) =  670, L  =  0.005, ко =  5 ■ 10-5 cm/s, 
Ek =  0  Ро =  0.96 L. Вместе с кривыми плотности десорбционного потока 
J  приведены кривые масштабированной концентрации 0.5[c/m axс] max J . 
Острия нет даже в одночастичном приближении, так как переход через

[L3 — р3 (t)]c(t) =  3[I (t)p2(t) — b(t)c2(t)L2], c(0) =  с,

[Q — c(t)]/P(t) =  — I (t), p(0) =  ро < L.

(1 .8)

(1.9)
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Рис. 1.5. Неравновесная моделв. Рис. 1.6. Локалвные минимумы.

пик (смена знака производной Э ) непрервтен. Возможнв1 ситуации, когда 
в уравнении (1.8) правая части сменит знак, так что с(£) > 0 при некото- 
рв1х значениях времени £ Это произойдет, если параметр распада гидрида 
к быстро растет то температуре и за счет него поток распада I  «обго­
нит» десорбционный поток Э. Коррекция параметров для рис. 1.6: Е  =  90, 
ко =  5, Е  =  100. Заметен локалвный минимум кривой Э =  Э(Г).

Замечание 2. В случае р0 «  Ь система (1.8), (1.9) является жесткой: 
|с(0)| =  3Ь(0)с2Ь 2/(Ь 3 — рО) ^  1. При £ =  0 гидрид толвко начинает рас- 
падатвся ( I (0) =  0) и в тонком слое а-фазы  десорбция успевает «ударно» 
понизитв концентрацию. Поэтому с учетом активности десорбции в при­
поверхностном слое целесообразно началвное значение с(0) =  со выбиратв 
из условия I(0)р2 =  Ь(0)с0Ь2 (квадратное уравнение по со с одним поло­
жительным корнем). Вблизи поверхности десорбция инициирует ненулевой 
началвный распад гидрида, равновесную концентрацию с не удержатв. То­
гда р(0) < 0, а функция с(£) начинает изменяться плавно ((5(0) =  0).

Возможны и иные компромиссные (между /5(0) =  0 и (5(0) =  0) вариан-
со

влияет на график плотности десорбции Э(£), посколвку в тонкой началвной 
корке водорода пренебрежимо мало по отношению ко всей частице гидрида 
и к началу интенсивного распада все «самоорганизуется».

2. Рассмотрим следующий сценарий. До достижения критического уров­
ня концентрации сд =  Q (£о =  0) десорбцию питает «дополнителвный» 
диффундирующий в гидриде водород. Пусти началвная корка а-фазы  пре­



256 Глава IV. Задачи со свободными границами

небрежимо м а л а ,  р о =  Ь . Т о г д а  м о д е л ь  с т а н о в и т с я  с и н г у л я р н о й  —  в  н а ­

ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  в  у р а в н е н и и  ( 1 . 8 )  п о я в л я е т с я  н у л ь  п р и  п р о и з в о д ­

н о й  С ( 0 ) .  Объемная десорбция « н е  д р е м л е т » :  с ( 0 )  =  Со <  с ,

р ( 0 )  =  Ь ,  I ( 0 )  =  J ( 0 )  ^  к ( 0 ) ф  [1 -  Со/ с ]  =  Ь ( 0 ) с о2.

Со
ный п о л о ж и т е л ь н ы й  к о р е н ь .  О с о б е н н о с т ь  п р и  Ь =  0 в  (1.8) р а з р е ш а е т с я  

с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  В  с и л у  I (0) >  0 и з  у р а в н е н и я  (1.9) и м е е м  р (0) <  0, 
т . е .  н а  м а л о м  ш а г е  с е т к и  Д Ь =  к  будет р (Н) <  Ь .  Д л я  Ь >  Н р е ш а е м  с и с т е м у

(1.8), (1.9) с  н а ч а л ь н ы м и  д а н н ы м и  р (Н) , с (Н) =  Со. З н а к  в е л и ч и н ы  с п р а в а  

в  у р а в н е н и и  (1.8) п р и  Ь =  Н з а в и с и т  о т  энергий а к т и в а ц и и  Е & , Е ^ . М о ж н о  

о б е с п е ч и т ь  н а ч а л ь н о е  у б ы в а н и е  к о н ц е н т р а ц и и  с (2Н) <  с (Н) , п о л а г а я  н а ­

ч а л ь н у ю  а к т и в а ц и ю  р а с п а д а  н е  с л и ш к о м  б ы с т р о й :  I (Н)р 2(Н) <  Ь(Н)сцЬ 2 
( н а п р и м е р ,  к (Н) =  к (0), Ь(Н) =  Ь(0)). Далее в е л и ч и н ы  р (Ь) , с (Ь) у ж е  с а м и  

с е б я  р е г у л и р у ю т  в  с и л у  м о д е л и  (1.8), (1.9). Ц е л е с о о б р а з н о  и с п о л ь з о в а т ь  

э ф ф е к т и в н ы е  а л г о р и т м ы  и н т е г р и р о в а н и я  ж е с т к и х  с и с т е м .

М одель с относительно быстрой ди ф ф узи ей . О т к а з ы в а я с ь  о т  п р и ­

б л и ж е н и я  с (Ь, г )  =  с (Ь) , п р е д п о л о ж и м ,  ч т о  д и ф ф у з и я  в  р а с т в о р е  б ы с т р а я  

п о  с р а в н е н и ю  с  п р о ц е с с а м и  н а  ф р о н т е  р а з д е л а  ф а з  и  у  п о в е р х н о с т и ,  н о  в с е  

ж е  н е д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  в ы р а в н и в а т ь  к о н ц е н т р а ц и ю  в д о л ь  р а д и у с а .

П у с т ь  ф у н к ц и я  с (Ь, г )  при р (Ь ) <  г  <  Ь  п о д ч и н е н а  у р а в н е н и ю  д и ф ф у ­

з и и  в  с ф е р и ч е с к и х  к о о р д и н а т а х

д * с  =  Е ( Ь )  [д ;:с  +  2 г - 1д г с ] , Е ( Ь )  =  Е 0 е х р { - Е д / [ Д Т ( Ь ) ] } .

Е с л и  п р о ц е с с ы  н а  г р а н и ц а х  р а з д е л а  ф а з  ( г  =  р ( Ь ) , Ь )  о т н о с и т е л ь н о  м е д ­

л е н н ы е  ( ч т о  п р и в о д и т  к  м е д л е н н о м у  и з м е н е н и ю  п р о ф и л я  к о н ц е н т р а ц и и  

с* 0 ) ,  а  к о э ф ф и ц и е н т  д и ф ф у з и и  Е  д о с т а т о ч н о  в е л и к ,  т о  м о ж н о  п о л а ­

г а т ь ,  ч т о  сгг +  2сг / г  ~  0 .  Интегрируя э т о  у р а в н е н и е  2 - г о  п о р я д к а  п о  г ,  

н а х о д и м  в и д  к в а з и с т а ц и о н а р н о г о  п р о ф и л я  к о н ц е н т р а ц и и :

с ( Ь ,г )  =  А (Ь )  +  В ( Ь ) г - 1, г  е [ р ( Ь ) ,Ь ] .

Р а с п р е д е л е н и е  к о н ц е н т р а ц и и  в д о л ь  р а д и у с а  в  к а ж д ы й  ф и к с и р о в а н н ы й  м о ­

м е н т  в р е м е н и  с т а ц и о н а р н о е  ( г и п е р б о л а ) .  П а р а м е т р ы  А  и  В  о п р е д е л я ю т с я  

с о о т н о ш е н и е м  п о т о к о в  и з  г и д р и д н о й  ф а з ы  и  д е с о р б ц и о н н о г о .  И з м е н е н и я  

п о т о к о в  и  п о с т е п е н н о е  с ж а т и е  я д р а  п р и в о д я т  к  п е р е с т р о й к е  с т а ц и о н а р а  

г

т о м ,  ч т о  А  =  А ( Ь ) ,  В  =  В ( Ь )  и А  ~  0  В  ~  0  в о т н о с и т е л ь н о м  м а с ш т а б е .
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Десорбцию по-прежнему формально считаем объемной. Рассмотрим ба­
лансовое соотношение (сразу преобразуем интеграл по объему):

Дифференцируем по £ с учетом переменного нижнего предела р(£):

Обозначим плотность потока из гидридной фазы через I (£). Вид I  уточ­
ним позже. Условием на границе раздела фаз (условием Стефана в общей 
терминологии для задач со свободной границей) является уравнение

Действительно, граница раздела фаз смещается за время > 0 на величи­
ну ^р =  р^£ < 0. В выкладках пренебрегаем величинами, которые в итоге 
дадут о(^£), поскольку затем дел им на ^  0. В шаровом слое объемом 
(4/3)п[р3 — (р +  ̂ р)3] концентрация изменилась с ^  до с(£, р) +  о(^£) за счет 
потока на границе раздела фаз. Уравнение (1.10) следует из равенства

С учетом с(£, г) =  А(£) +  В(£)/г из материального баланса получаем

Это уравнение согласовано с (1.8): если выполняется В =  0 (гипербола 
вырождается в прямую), то с(£, г) =  с(£) =  А(£) и уравнение переходит в
(1.8). Для определения функций А(£) и В(£) необходимо еще одно уравне­
ние. Диффузионный приток к поверхности уносится десорбцией:

QV (р) +  4п г2с(£, г) ^г +  4пЬ2 Ь(т)с2(т, Ь) ^т =  с о ^ 1 .

Qр2р(t) — с(£, р)р2р(£) +  г2дщ(£, г) ̂ г +  Ь 2Ь(£)с2(£, Ь) =  0.
р

[Q  — с ( £ , р )] р (£ )  =  —I ( £ ) . ( 1 .10 )

[Q — с(£, р)] 4пр2ф  =  I (£) 4пр2^£.

I(£)р2(£) +  г2дщ(£, г) ^г +  Ь 2Ь(£)с2(£, Ь) =  0,
р

Ь 3 р3 Ь 2 р2
!р 2 — Ь 2Ь[А +  В Ь -1]2 =  А -------- р-  +  В ------р-

3 2

Ьс2(£, Ь) =  — £ д гс(£, Ь) ^  Ь[А +  В Ь -1]2 =  £ В Ь -2 . (1.12)

Если подставить это выражение в (1.11), то получим

I  (£)р2(£) — Я(£)В(£). (1.13)
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В ы р а ж а я  ф у н к ц и ю  А (Ь )  и з  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  ( 1 . 1 2 ) ,  д и ф ф е р е н ц и р у я  и  

и с к л ю ч а я  А (Ь )  в  с и л у  б а л а н с о в о г о  с о о т н о ш е н и я  ( 1 . 1 3 ) ,  п о л у ч а е м  с и с т е м у  

д в у х  о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л в н ы х  у р а в н е н и й  в и д а

р  =  / 1  ( р , В ) ,  В  =  / 2 ( р ,  В ) , р ( 0 ) =  р о  < £ .

З н а ч е н и е  В ( 0 )  о п р е д е л и м ,  н а п р и м е р ,  у с л о в и е м  л о к а л в н о  р а в н о в е с н о й  н а -  

ч а л в н о й  к о н ц е н т р а ц и и  с ( 0 , р о )  =  с  н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з :

А  +  В р - 1 =  с ,  [V В В Ь - 1 — В ] £ - 1 +  В р - 1 =  с  , Ь =  0 .

П о с л е д н е е  у р а в н е н и е  я в л я е т с я  к в а д р а т н в ш  о т н о с и т е л в н о  у / В ( 0 ) ,  к о р н и  в е -  

щ е с т в е н н в 1 и  р а з н в г х  з н а к о в .  В ы б и р а е м  п о л о ж и т е л в н в г й  к о р е н в ,  п о  к о т о р о ­

м у  о п р е д е л я ю т с я  В ( 0 )  и  н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  с ( 0 ,  г )  =  А ( 0 )  +  В ( 0 ) / г ,  

г  € [р о , £ ] •  В м е с т о  л о к а л в н о г о  р а в н о в е с и я  с ( 0 , р о ) =  с  м о ж н о  п р и н я т в

I ( 0 )  =  —В д г с ( 0 ,  р о ) =  В ( 0 ) В ( 0 ) р - 2 ( В  =  В ( Ь ) ) ,

т . е .  р а с п а д  г и д р и д а  в  н а ч а л в н в г й  м о м е н т  Т Д С - в с п л е с к а  с о о т в е т с т в у е т  д и ф ­

ф у з и о н н о м у  о т в о д у  н а  г р а н и ц е  ф а з  и  и м е е т  м е с т о  « м я г к и й  с т а р т »  п е р е ­

с т р о й к и  с(Ь , г )  в о  в р е м е н и .  В в й о р  з н а ч е н и я  р о  <  £  (р о  ~  £ )  с л а б о  в л и я е т  

н а  г р а ф и к  д е с о р б ц и и  3 (Ь ), п о с к о л ь к у  к о н ц е н т р а ц и я  а т о м о в  Н  в  т о н к о м  

с л о е  р а с т в о р а  с у щ е с т в е н н о  меньше, ч е м  в  г и д р и д н о м  я д р е .  Ч т о  к а с а е т с я  

м о д е л и  р а с п а д а ,  т о  р а с с м о т р и м  I ( Ь )  =  к ( Ь ) Я  I ( Ь )  =  к ( Ь ) Я  [1  — с(Ь , р ) / с ].

с ( 0 , £ )  =  с о <  с

н и  Ь* о к о н ч а н и я  г и д р и д а  г и п е р б о л а  в ы р о ж д а е т с я  в  п р я м у ю  с (Ь ) =  А (Ь )  и  

о с т а т о ч н а я  д е г а з а ц и я  и д е т  в  с о о т в е т с т в и и  с  з а к о н о м  ( 1 .8 ): с  =  —3 Ь с 2 / £ .

З а м е ч а н и е  3 .  В  р а м к а х  п р и н я т о й  м о д е л и  с  о т н о с и т е л ь н о  б ы с т р о й  д и ф ­

ф у з и е й  и  о т с у т с т в и е м  н а к о п л е н и я  в о д о р о д а  н а  в ы х о д н о й  п о в е р х н о с т и  

( д и ф ф у з и о н н ы й  п р и т о к  к  п р и п о в е р х н о с т н о м у  с л о ю  п о л н о с т ь ю  у н о с и т ­

с я  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и е й )  н е к о р р е к т н о  и с п о л ь з о в а т ь  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  

I  =  —В д г с ( 0 ,  р )  н а  в с е м  о т р е з к е  в р е м е н и  д е г и д р и р о в а н и я .  И н а ч е  п о л у ч а ­

е м  ! р 2 =  В  В  =  £ 2 Ь с 2 (Ь, £ )  и  н у л ь  в  л е в о й  ч а с т и  с о о т н о ш е н и я  ( 1 . 1 1 ) ,  ч т о  

п р и в о д и т  к  н е с о в м е с т н о с т и  у р а в н е н и й .  Ф и з и ч е с к а я  а р г у м е н т а ц и я :  п о т о к  

р а с п а д а  п о л н о с т ь ю  у н о с и т с я  д е с о р б ц и е й  и  н е  о с т а е т с я  р е с у р с а  д л я  и з м е н е ­

н и я  к о н ц е н т р а ц и и  с(Ь , г ) .  П р и  б о л ь ш и х  В  р а с т у щ а я  к о р к а  т в е р д о г о  р а с ­

т в о р а  и г р а е т  т у  ж е  р о л ь ,  ч т о  и  п о в е р х н о с т ь  с  н а к о п л е н и е м  в о д о р о д а :  п о т о к  

р а с п а д а  у т и л и з и р у е т с я  н е  т о л ь к о  д е с о р б ц и е й ,  н о  и  и з м е н е н и е м  с(Ь , г ) .

М одели  с поверхностью . 1. Р а с с м о т р и м  м о д е л ь ,  в ы д е л я ю щ у ю  я в н о  д и ­

н а м и ч е с к и е  п р о ц е с с ы  н а  п о в е р х н о с т и .  Ч е р е з  д (Ь ) о б о з н а ч и м  п о в е р х н о с т ­

н у ю  к о н ц е н т р а ц и ю  а т о м о в  в о д о р о д а .  П р е д п о л а г а е м ,  ч т о  п о в е р х н о с т н а я
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и объемная концентрации связаны соотношением быстрого растворения: 
c(t) =  g (t)q(t), g (t) =  g (r (t)) const в диапазоне рассматриваемого ТДС-
пика Т G [Т-  , Г+]. Это условие пропорционалвности получается из баланса

D(T)<9rc(t,L) =  fc- (T)q(t) -  fc+(T)c(t,L)

(разности потоков растворения водорода в объем и выхода на поверхности 
уносится диффузией), когда вычитаемые справа значителвно болвше ве­
личины слева и энергии активации в коэффициентах fe+, k-  практически 
равнв1 (поверхноств активна при T  ^  1 и изотропнa): g =  k- /k+ . 

Соотношение материального баланса имеет вид

Q V(р) +  c(t)[V(L) -  V(р)] +  q(t)S(L) +  S(L) /  b(r)q2(r) d r =  const.
Jo

Дифференцируем по переменной t и учитываем уравнение (1.9):

[Q -  c(t)] V(р) +  c(t)[V(L) -  V (р)] +  q(t)S(L) +  b(t)q2(t)S(L) =  0,

q(t) =  -b (t)q 2(t) +  I (t)р2(t)L -2 -  c(t)[L3 -  р3^ ) ] ^ 2)-1 .

Подставляя условие связи поверхностной и объемной концентраций и обо­
значив a(t) =  1 +  g(t)[L3 -  р3(t)]/(3L2), получаем модель

aq =  - bq2 -  qg [L3 -  р3](3L2)-1 +  1 р ^ -2 ,

р =  - I [Q  -  c] 1, ро =  L, I  =  kQ[1 -  c/c],

c =  gq, co =  c, g(0)qo =  c, J ( t)  =  b(t)q2(t).

По окончании ф ф азы  (р(Д) =  0) следует формально полагать I  (t) =  0, 
р (^  =  0  t ^  t*. Если поверхность изотропна, т.е. g(t) =  g(T(t)) =  const, то 
первое уравнение системы существенно упростится:

a(t)q(t) =  - b(t)q2(t) +  I  (t)р2(t)L -2 .

В модели с поверхностью не возникает проблем с начальной коркой и син­
гулярностью. Поверхность является определенным потенциальным барье­
ром. Для высокотемпературного пика ТДС-спектра параметр растворения 
g
атомам водорода трудно удержаться и накапливаться.

За,меча,nue 4. При c0 =  c(0) =  c имеем I (0) =  0  р(0) =  0 и производная 
|q(0)| =  b(0)q2(0) может оказаться очень большой. Поэтому целесообразно
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в ы б р а т ь  м е н е е  ж е с т к и й  в а р и а н т  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й :

I  =  k Q  [1 — c o / c ]  =  b c § g — 2 ( t  =  0 )  ^

co  <  c ,  <z(0 )  =  0 , I ( 0 ) =  0 , /3 (0 )  =  0 .

И з  д в у х  к о р н е й  co  разных з н а к о в  берем п о л о ж и т е л ь н ый. П р и  Т  ^  1 д о  

н а ч а л а  а к т и в н о г о  р а с п а д а  г и д р и д а  в  п р и п о в е р х н о с т н о м  с л о е  ц е л е с о о б р а з н о

c o cc

2 .  Р а с с м о т р и м  м о д е л ь  с  б о л е е  с л о ж н ы м  у с л о в и е м  р а с т в о р е н и я  н а  п о ­

в е р х н о с т и ,  о т к а з а в ш и с ь  о т  п р я м о й  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и  c  =  g q .  Д и н а м и к у  

п о в е р х н о с т н о й  к о н ц е н т р а ц и и  о п и ш е м  б а л а н с о м  п о т о к о в :

q ( t )  =  — b ( t ) q 2 ( t )  +  I s ( t ) ,

г д е  I s ( t )  —  п л о т н о с т ь  п о т о к а  а т о м о в  H  и з  о б ъ е м а  н а  п о в е р х н о с т ь .  Д и ф ф е ­

р е н ц и р у е м  б а л а н с о в о е  с о о т н о ш е н и е  п о  t  и  подставляем q , р  ( Д  =  I ) :

b q 2 ( t )  — I s ( t )  +  p 2 ( t ) I h ( t ) L - 2  — c ( t ) [ L 3 — p 3 ( t ) ] ( 3 L 2 ) - 1  — b q 2 ( t )  =  0 .

В  и т о г е  п о л у ч а е м  с и с т е м у  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й

p i(t)  =  — Q — | )  ■ р ( 0 )  =  3 0  < L

q ( t )  =  — b ( t ) q 2 ( t )  +  I s ( t ) ,  q ( 0 )  =  q o , 

c ( t )  =  —3  I s ( i ) L 23  — • c ( 0 ) =  c o .

П л о т н о с т и  п о т о к о в  I h ( t ) ,  I s ( t )  м о д е л и р у е м  в ы р а ж е н и я м и

Д  =  k h Q  [1 — c / c ] ,  I s ( t )  =  k + c ( t ) [ 1  — q / q ]  — k - q ( t ) [ 1  — c / c ] .  

qc

п о с т и .  Н а п р и м е р ,  д л я  н и к е л я  м о н о с л о й  о ц е н и в а е т с я  в е л и ч и н о й  п о р я д к а  

1 0 15  1 / с т 2 . П о л а г а е м  q , с  п о с т о я н н ы м и  в  р а м к а х  у з к о г о  п и к а  Т Д С - с п е к т р а  

( T  £  [ T - , T + ] ) .  В е л и ч и н у  I s д о п у с т и м о  м о д е л и р о в а т ь  в  ф о р м е  п е р в о г о  с л а ­

г а е м о г о  ( k +  =  k s ) .  У р а в н е н и я  в ы в е д е н ы  и з  м а т е р и а л ь н о г о  б а л а н с а ,  в ы р а ­

ж е н и я  д л я  п о т о к о в  о п р е д е л я ю т с я  и з  ф и з и к о - х и м и ч е с к и х  с о о б р а ж е н и й .

З а м е ч а н и е  5 .  Н а ч а л ь н ы е  д а н н ы е  q o ф  q , c o ф  с ,  p o <  L  о п р е д е л я ю т с я

c o =  cc

к о г д а  д и ф ф у з и я  в  г и д р и д е  б ы л а  в  с о с т о я н и и  п о д д е р ж и в а т ь  р а в н о в е с н у ю  

к о н ц е н т р а ц и ю  в  к о р к е  а - ф а з ы ,  и м е е м  п л а в н о е  н а ч а л о  д в и ж е н и я  г р а н и ц ы :
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! Л ( 0 )  =  0  р ( 0 )  =  0 .  Е с л и ,  к  т о м у  ж е ,  д о =  д ,  т о  4 ( 0 )  =  0  с ( 0 )  =  0 ,  н о  

м о ж е т  о к а з а т ь с я  | д ( 0 ) |  =  6 ( 0 ) д 2 ^  1 . С  у ч е т о м  д е с о р б ц и и  р а з у м н о  д л я  

ч и с л е н н о г о  м о д е л и р о в а н и я  б р а т ь  т а к и е  до <  <Р ч т о б ы  н а й т и  к о м п р о м и с с  

м е ж д у  у м е н ь ш е н и е м  | д ( 0 ) |  ( 4 ( 0 ) >  0 )  и  р о с т о м  а б с о л ю т н о г о  з н а ч е н и я  

п р о и з в о д н о й  | с ( 0 ) | .  И н а ч е  м о г у т  н а б л ю д а т ь с я  « у д а р н ы е »  я в л е н и я .  Ц е л е с о ­

о б р а з н о  с р а з у  и с к а т ь  у м е р е н н о  б ы с т р о е  н а ч а л о  ( в е л и ч и н ы  /6 ( 0 )  д ( 0 ) ,  (5 (0 ))  

п р о ц е с с а  д е г и д р и р о в а н и я  в ы б о р о м  н а ч а л ь н ы х  з н а ч е н и й  со  <  с  , до <  д  • 

П о - в и д и м о м у ,  п р е д ы с т о р и я  а к т и в и з а ц и и  р а с п а д а  и з б е г а е т  к р а й н о с т е й .

1 .2 . М о д ел и  с у ч ет о м  р есор бц и и , 
за х в а т а  в о б ъ е м е  и сж ати я

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  с и т у а ц и ю ,  к о г д а  п р и  м о д е л и р о в а н и и  п и к а  Т Д С - с п е к т р а  

н е о б х о д и м о  у ч е с т ь  д а в л е н и е  р (Ь )  м о л е к у л я р н о г о  в о д о р о д а  к  к а м е р е .  К о ­

г д а  р (Ь )  з н а ч и т е л ь н о ,  с у щ е с т в е н н а я  ч а с т ь  д е с о р б и р о в а в ш е г о с я  в о д о р о д а  

в о з в р а щ а е т с я  о б р а т н о .  Е с л и  в ы д е л я е м  п о в е р х н о с т ь ,  т о  р е ч ь  и д е т  о б  а д ­

с о р б ц и и .  С о р б ц и я  в  к о н т е к с т е  и з у ч а е м о й  з а д а ч и  и м е е т  п р е и м у щ е с т в е н н о  

х и м и ч е с к у ю  п р и р о д у :  д и с с о ц и а т и в н а я  х е м о с о р б ц и я  и  р а с т в о р е н и е .  С ч и т а ­

е м ,  ч т о  т е м п е р а т у р н ы й  к о н т р о л ь  о б р а з ц а  м а т е р и а л а  в е д е т с я  с  у ч е т о м  э к -  

з о т е р м и ч н о с т и  ( т е п л о в ы д е л е н и я )  с о р б ц и и  и  э н д о т е р м и ч н о с т и  ( т е п л о п о г л о -  

щ е н и я )  р а с п а д а  ф ф а з ы .  К р о м е  т о г о ,  б у д е м  у ч и т ы в а т ь  в  у п р о щ е н н о м  и н т е ­

г р а л ь н о м  п р и б л и ж е н и и  в л и я н и е  д е ф е к т о в  м а т е р и а л а  ( л о в у ш е к )  и  э ф ф е к т  

с ж а т и я  ч а с т и ц  п о р о ш к а  в  п р о ц е с с е  д е г и д р и р о в а н и я  ( 1 3 4 , 1 6 3 ] .  Д л я  о т н о ­

с и т е л ь н о й  а в т о н о м н о с т и  и з л о ж е н и я  б у д е м  п р и  у ч е т е  у к а з а н н ы х  д о п о л н и ­

т е л ь н ы х  ф а к т о р о в  п о в т о р я т ь  о с н о в н ы е  э л е м е н т ы  т е х н и к и  в ы в о д а  м о д е л е й .

Д а в л е н и е  р (Ь )  м о л е к у л я р н о г о  в о д о р о д а  в  к а м е р е  и н и ц и и р у е т  п о т о к  а т о ­

м о в  Н  н а  п о в е р х н о с т ь .  П л о т н о с т ь  э т о г о  п о т о к а  м о д е л и р у е м  в е л и ч и н о й  

д в ( Т ) р Ц) .  Здесь ц  — к и н е т и ч е с к а я  к о н с т а н т а  ( ц  1 .4 6  ■ 1 0 21  1/сш 2 8Тогг), 
в —  к о э ф ф и ц и е н т ,  х а р а к т е р и з у ю щ и й  к о н к р е т н ы й  м а т е р и а л ,  в (Ь ) =  в (Т ( Ц ) .  

П р и  н е о б х о д и м о с т и  с л а б у ю  з а в и с и м о с т ь  ц ( Т ) ~  1 / ^ Т  учтем в  в (Г ) .  Д е ­

г и д р и р о в а н и е  п р е д п о л а г а е т  ц в р  <  3  <  Ь с2 (Ь д 2 ) .  Л и ш ь  ч а с т ь  д е с о р б и р о -

Н 2
н е д о с т а т о ч н о  м о щ н о й  в а к у у м н о й  с и с т е м ы  у ч е т  п л о т н о с т и  п о т о к а  ц в р  н о ­

с и т  х а р а к т е р  п о п р а в к и .  П р и  э т о м  ф у н к ц и и  р (Ь )  и  3 (Ь) з а в и с и м ы :

р (Ь ) =  Р о  +  ф /  3 ( т ) е х р { ( т  — Ц в - 1 }  З т ,  3  =  [р  +  ( р  — р о ) в -  ] в - )
о

Ф о н о в ы м  з н а ч е н и е м  р о  обычно пренебрегают. К о н с т а н т ы  в о ,1 я в л я ю т с я  х а ­

р а к т е р и с т и к а м и  в а к у у м н о й  с и с т е м ы .  В  у п р о щ е н н о м  в а р и а н т е  п р и  м е д л е н ­

н о м  н а г р е в е  с ч и т а ю т  ф у н к ц и и  р (Ь ) и  3 (Ь) п р о п о р ц и о н а л ь н ыми ( р  ~  0 ) ,  

п о д б и р а я  м н о ж и т е л ь  э к с п е р и м е н т а л ь н о .  Д о с т а т о ч н о  т о ч н о е  о п р е д е л е н и е



262 Глава IV. Задачи со свободными границами

а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н ы  J ( t )  м о ж е т  в ы з ы в а т ь  з а т р у д н е н и я ,  т о г д а  ж е л а т е л ь ­

н о  и с п о л ь з о в а т ь  л и ш ь  и н ф о р м а ц и ю  J ( t ) / J m ax в  о т н о с и т е л ь н ы х  е д и н и ц а х .

Ч е р е з  z ( t )  о б о з н а ч и м  « и н т е г р а л ь н у ю »  к о н ц е н т р а ц и ю  а т о м о в  H  в  л о ­

в у ш к а х ,  щ ,2 —  к о э ф ф и ц и е н т ы  о б р а т и м о г о  з а х в а т а .  В  п р е д е л а х  Т Д С - п и к а  

с ч и т а е м  E a i  =  E a2 ^  a i ( t ) / a 2 ( t )  =  c o n s t  и л и  д а ж е  а» =  c o n s t .

Простейш ая модель. П у с т ь  с к о р о с т ь  р а с п а д а  г и д р и д а  д о с т а т о ч н о  в е л и ­

к а ,  ч т о б ы  п о д д е р ж и в а т ь  к о н ц е н т р а ц и ю  в  р а с т в о р е  н а  у р о в н е  р а в н о в е с н о й  

c ( t )  =  с ,  к о м п е н с и р у я  д е с о р б ц и ю .  Д е с о р б ц и ю  п р е д п о л а г а е м  о б ъ е м н о й  ( м а ­

т е р и а л  « п о р и с т ы й »  и л и  р е ч ь  о б  э ф ф е к т и в н о й  р е к о м б и н а ц и и ) :  J  =  b c 2 . 

В  б щ е м  с л у ч а е  с  =  с ( Т ) .  В  к в а з и с т а ц и о н а р н о м  п р и б л и ж е н и и  м о ж н о  в о с ­

п о л ь з о в а т ь с я  Р Т С - д и а г р а м м о й .  В  п о с л е д у ю щ и х  в ы к л а д к а х  п р и  д и ф ф е ­

р е н ц и р о в а н и и  н е т р у д н о  д о п о л н и т е л ь н о  у ч е с т ь  з а в и с и м о с т ь  c ( t )  =  c ( T ( t ) ) . 
С о о т в е т с т в у ю щ а я  к в а з и р а в н о в е с н а я  к о н ц е н т р а ц и я  c ( t )  о п р е д е л я е т с я  р а ­

в е н с т в о м  a iC  =  а 2 -С. П р и  э т о м  у р а в н е н и е  z =  . . .  и с к л ю ч а е т с я  и з  м о д е л и .

Д л я  р а с с м а т р и в а е м о г о  м о д е л ь н о г о  м а т е р и а л а  ( г и д р и д а  э р б и я )  (1 4 7 ]  в  

п р е д е л а х  у з к о г о  п и к а  Т Д С - с п е к т р а  м о ж н о  с ч и т а т ь  Q  и  с  п о с т о я н н ы м и :  

л е в а я  и  п р а в а я  с т е н к и  Р Т С - д и а г р а м м ы  п о ч т и  в е р т и к а л ь н ы  (2 3 ] .  И т а к ,  

c ( t )  =  с  =  c o n s t  ( с  <  Q )  т о к а  p ( t )  >  0 .  Л о в у ш к и  н а х о д я т с я  в  д и н а м и ч е с к о м  

р а в н о в е с и и .  К о н ц е н т р а ц и я  а т о м а р н о г о  в о д о р о д а  в  р а с т в о р е  н е  у б ы в а е т  д о  

о к о н ч а н и я  г и д р и д а  ( р ( Д ) =  0). П о с л е  э т о г о  в ы п о л н е н о  р  =  0  и  к о н ц е н т р а ­

ц и я  б у д е т  м о н о т о н н о  у б ы в а т ь .  Р а с с м о т р и м  п о с л е д о в а т е л ь н о  э т и  д в а  э т а п а .  

Д л я  л о в у ш е к  п р и м е м  с л е д у ю щ и е  с о о т н о ш е н и я :

Z =  a 1c  — a 2 z ,  Z =  0 ,  t  <  t*  ^  z  =  с ,  а 2 с  =  а 1 с ,  с  +  с  <  Q .

Б а л а н с о в о е  с о о т н о ш е н и е  п р и  р а с п а д а ю щ е м с я  г и д р и д е :

Q V ( L )  =  Q V ( p ( t ) )  +  ( с  +  с )  [ V ( L )  — V ( p ( t ) ) ]  +  S ( L )  / {Ь с 2 — p s p } d r .
■Jo

З д е с ь  V ( r )  —  о б ъ е м  ш а р а  р а д и у с а  r ,  S ( r )  —  п л о щ а д ь  с ф е р ы .  Д и ф ф е р е н ­

ц и р у я  п о  п е р е м е н н о й  t ,  получим в ы р а ж е н и е  д л я  р а д и у с а  p ( t ) :

0  =  ( Q  — с  — с ) р 2 р  +  {Ь с 2 — p s p }L 2 , р ( 0 )  =  L  ^

3 L 2 f  t
^  p 3 ( t )  =  L 3 — Q — с— с  {Ь ( т ) с 2 — p s ( r ) р ( т ) } d r .  ( 1 . 1 4 )

Q  — с  — z  J 0

П о с к о л ь к у  в ы п о л н е н о  р  ф  c o n s t / р 2 <  0 ,  т о  п р и  р  ^  0  и м е е м  р  ^  —те . Н о  

о б ъ е м  V  ( р )  у б ы в а е т  п р о п о р ц и о н  а л ь н о  р 3 и  п р  и  р  <  р* ^  1 ( п р а к т и ч е с к и  

д о с т а т о ч н о  р* <  L / 1 0 )  м о ж н о  п е р е й т и  к о  в т о р о м у  э т а п у  о с т а т о ч н о й  д е г а з а ­

ц и и .  Я в н о е  в ы р а ж е н и е  д л я  р а д и у с а  я д р а  п о з в о л я е т  о д н о з н а ч н о  ( ч и с л е н н о )  

о п р е д е л и т ь  м о м е н т  t*  о к о н ч а н и я  г и д р и д а  ( р ( Д )  = 0 ) .



1. Модели с подвижной границей и  быстрой дифузией 263

Рассмотрим теперь баланс водорода на этапе II (Ь ^  Ь*, р =  0):

[с (Ь +  ДЬ) — с (Ь)] V (Ь) +  [яД +  ДЬ) — я(Ь)] V (Ь) =

=  { ^«(Ь)р(Ь) — Ь(Ь)с2(Ь)}5  (Ь)ДЬ +  о(ДЬ). 

Отсюда, деля на ДЬ ^  0  приходим к системе: с (Ь*) =  с, я(Ь*) =  с,

С =  3Ь-1 {ц8р — Ьс2} — а 1с +  а2щ я =  а 1с — а2щ а 1с =  а2с. (1.15)

М одель  с п ереклю чен и ем . Вначале (р(0) =  Ь) потенциальный поток 
распада превышает десорбционный: I  =  > Ьс2. На начальном этапе
ТДС-всплеска гидрида распадается столько, чтобы поддерживать равно­
весную концентрацию с в а-фазе. Ловушки находятся в динамическом рав­
новесии (я =  0). Когда при р ^  0 это станет невозможным, концентрация 
растворенного атомарного водорода начнет убывать. Условие переключе­
ния в момент времени ф получаем из равенства потоков (с =  с, Ь ф Д):

к^У (р) =  {Ьс2 — ц8р}У(Ь) ^  к ^ р 2 =  {Ьс2 — ^ р } Ь 2, Ь =  ф. (1.16)

Рассмотрим отрезок времени [0, Д]: с (Ь) =  с . Изменение радиуса р(Ь) опре­
деляется формулой (1.14). Подставляя р(Ь) из выражения (1.14) в условие 
переключения (1.16), получаем уравнение для момента времени Д:

3 rts

1 — l ( Q  — с — z) Jo ^  — " SPl dT M  k(i , ) Q
b(ts ) с2 — ^ s ( t s )p(ts ) 3 /2

0 .

Это уравнение эффективно решается численно методом Ньютона.
Рассмотрим этап t  ^  t s . Гидрид распадается с максимально возмож­

ной скоростью, а скорость убывания концентрации растворенного водоро­
да определяется разностью десорбционного потока и потока из гидридной 
фазы. Рассмотрим общий материальный баланс:

Q V ( р )  +  [ c ( t )  +  z ( t ) ]  [ V ( L )  — V ( p ) ]  +  S ( L )  /  { b c 2 — p s p }  d T  =  c o n s t .
Jts

t

{ p s p  — b c 2 } L 2 =  p2p  [Q  — c ( t )  — z ( t ) ]  +  3 - 1 [ c ( t )  +  z ( t ) ] [ L 3 — p 3 ( t ) ] .  (1.17) 

Рассмотрим теперь материальный баланс у границы раздела фаз:

— [Q  — c ( t )  — z ( t ) ] A V ( p ( t ) )  =  I ( t ) S ( p ( t ) ) A t  +  o ( A t )  ( A V  <  0 ) .
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О т с ю д а  н а х о д и м  у с л о в и е  С т е ф а н а  —  у р а в н е н и е  д л я  p ( t )  ( р  <  0 ) :

[Q  -  c ( t )  -  z ( t ) ] p ( t )  =  - I ( t ) ,  I ( t )  =  k ( t ) Q ,  p ( t s )  =  P s .  ( 1 - 1 8 )

Н а ч а л в н в г е  д а н н ы е  p s о п р е д е л я ю т с я  п р е д ы д у щ и м  э т а п о м  ( t  ф  t s ) .  П о д ­

с т а в л я я  с к о р о с т ь  с в о б о д н о й  г р а н и ц в 1 p ( t )  и з  у р а в н е н и я  ( 1 . 1 8 )  в  с о о т н о ш е ­

н и е  ( 1 . 1 7 ) ,  п о л у ч а е м  у р а в н е н и е  д л я  к о н ц е н т р а ц и и  c ( t ) :

[L 3 — p 3 ]c  =  3 [ I р 2 +  ( p s p  — b c 2 } L 2 ] — z [ L 3 — p 3 ], c ( t s ) =  с  . ( 1 . 1 9 )

П р и в е д е м  у р а в н е н и я  м о д е л и  в  к о м п а к т н о й  ф о р м е :

_ d p 3 „ ( p s p  -  b e 2 } L 2 _ a i  _
t  ф  t s  : c  =  e  , —  =  3 ^ — — =— 1 — , p ( 0 )  =  L ,  с  =  —  e  ,

d t  Q  -  e  -  с  a 2

+ ^  + . 0  k Q p 2 +  ( p s p  -  b c 2 } L 2 _
t  ^  t s  : <3 =  3 --— 3 ^ -------------------------------a i c  +  a 2 z ,  c ( t s )  =  e  ,

( L 3  -  P 3 )

■ k ( t ) Q  . _
p  =  - ^ ----------------- , z  =  a 1c  -  a 2 z ,  z ( t s ) =  e  .

Q  -  c  -  z

c ( t )  z ( t )  t s

c  =  Z =  0 ,  t  =  t s , p ( t s +  0 )  =  p ( t s  -  0 ) .  О с т а т о ч н а я  д е г а з а ц и я  ( t  ^  t * )

п о - п р е ж н е м у  о п и с в г в а е т с я  у р а в н е н и я м и  (1.15). Т о л в к о  начальные д а н н ы е

д р у г и е :  в  у р а в н е н и и  С =  . . .  с л е д у е т  п о л а г а т ь  р  =  0 ,  t  ^  t * .

С ам орегули рован и е скорости  р асп ад а  ги дри да. П у с т ь  д и н а м и к а  к о н ­

ц е н т р а ц и и  в  a - ф а з е  с  с а м о г о  н а ч а л а  о п р е д е л я е т с я  б а л а н с о м  п о т о к о в :  д е -  

с о р б ц и о н н о г о  и  и з  г и д р и д н о й  ф а з ы .  Н а  п р е д в а р и т е л ь н о й  с т а д и и  д о  н а ч а л а  

Т Д С - в с п л е с к а  о б р а з у е т с я  т о н к и й  с л о й  м е т а л л а  с  р а с т в о р е н н ы м  в о д о р о д о м  

в о к р у г  г и д р и д н о г о  я д р а  (р о  <  L ) .  П л о т н о с т ь  п о т о к а  H  и з  в ~ Ф а з ы  м о д е л и ­

р у е м  в ы р а ж е н и е м  I ( t ;  T ,  Q , c ,  e )  =  k ( t ) Q [ 1  -  c ( t ) / e  ]. М н о ж и т е л ь  в  с к о б к а х  

о т р а ж а е т  в л и я н и е  к о н ц е н т р а ц и и  в  р а с т в о р е  н а  п о т о к  и з  г и д р и д н о й  ф а з ы .  

Д е с о р б ц и я  н е  п о з в о л я е т  c ( t )  превысить с , п о с к о л ь к у  c  =  e  ^  I  =  0 . 
c ( t )  ( t )

[ L 3 -  p 3] c  =  3  [ I р 2 +  ( p s p  -  b c 2 } L 2 ] -  [ L 3 -  p 3 ] ( a 1c  -  a 2 z ) ,  ( 1 . 2 0 )

[Q  -  c ( t )  -  z ( t ) ]  p ( t )  =  - k ( t ) Q  [1 -  c ( t ) / e ] , Z =  a 1c  -  a 2 z .  ( 1 . 2 1 )

Д и ф ф у н д и р у ю щ и й  в  г и д р и д е  в о д о р о д  и  н а ч а л ь н ы й  р а с п а д  в ~ Ф а з ы  м а ~ 

л о й  и н т е н с и в н о с т и ,  и н и ц и и р о в а н н ы е  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и е й ,  ф о р м и р у ю т  н а ­

ч а л ь н у ю  к о р к у  a - ф а з ы .  П р и  э т о м  п о д д е р ж и в а е т с я  п р а к т и ч е с к и  р а в н о м е р ­

н а я  к о н ц е н т р а ц и я  c ( t )  =  co  <  e  ( z o  =  c o a i / a 2 ) .  П о к а  п р и  п р о д о л ж а ю щ е м с я
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м о н о т о н н о м  н а г р е в е  н е  н а ч а л с я  и н т е н с и в н ы й  р а с п а д  в ~ Ф а з ы  110  д о с т и ж е ­

н и и  к р и т и ч е с к о г о  у р о в н я  c g  =  Q ,  у  д е с о р б ц и и  д о с т а т о ч н о  в р е м е н и ,  ч т о ­

б ы  п о н и з и т в  к о н ц е н т р а ц и ю  в о д о р о д а  в  п р и п о в е р х н о с т н о м  с л о е .  Н а ч а л в н ы е  

з н а ч е н и я  со  <  с ,  p o  <  L  т а к о в ы ,  ч т о  и м е е т  м е с т о  м я г к и й  с т а р т :

| с ( 0 ) |  <  1 ~  I p 2 +  { p s p  — b c § } L 2 «  0  ( t  =  0 ) .

З н а ч е н и я  с о , k ( 0 )  д о л ж н ы  б ы т в  с о г л а с о в а н ы  и  с  о г р а н и ч е н и я м и  н а  с к о ­

р о с т и  р ( 0 ) .  П о с к о л в к у  п о ч т и  в е с ь  в о д о р о д  с о с р е д о т о ч е н  в  в ~ ф а з е ,  у м е р е н ­

н ы е  в а р и а ц и и  н а ч а л в н ы х  д а н н ы х  с л а б о  в л и я ю т  н а  г р а ф и к  J ( t ) .  У ч е т  р е ­

с о р б ц и и  p s p  и  о б р а т и м о г о  з а х в а т а  с у щ е с т в е н н о  с н и ж а е т  ж е с т к о с т и  м о д е л и .

М одели с поверхностью. 1. П о л а г а е м ,  ч т о  в  п р е д е л а х  Т  € [Т -  ,Т + ] Т Д С -  

п и к а  о б ъ е м н а я  и  п о в е р х н о с т н а я  к о н ц е н т р а ц и и  с в я з а н ы  у с л о в и е м  б ы с т р о г о  

р а с т в о р е н и я :  с  =  g q ,  g ( t )  =  g ( T ( t ) )  «  c o n s t .  Э т о  с л е д с т в и е  б а л а н с а  п о т о к о в  

р а с т в о р е н и я ,  в ы х о д а  н а  п о в е р х н о с т ь  и  д и ф ф у з и и  с  =  k - q —k +с  ( r  =  L ) ,

к о г д а  в ы ч и т а е м ы е  с п р а в а  з н а ч и т е л ь н о  б о л ь ш е  в е л и ч и н ы  с л е в а  и  э н е р г и и  

а к т и в а ц и и  в  а р р е н и у с о в с к и х  з а в и с и м о с т я х  k + ( T ) ,  k - ( T ) б л и з к и :  g  =  k - / k + . 

С о о т н о ш е н и е  м а т е р и а л ь н о г о  б а л а н с а  и м е е т  в и д

Q V ( р )  +  [с  +  z ]  [ V ( L )  — V ( р ) ]  +  q S ( L )  +  S ( L )  /  { b q 2 — p s p }  d T  =  c o n s t .
o

Д и ф ф е р е н ц и р у я  n o  t  и  у ч и т ы в а я  [Q  — c ( t )  — z ( t ) ]  p ( t )  =  — I ( t ) ,  п о л у ч а е м

q ( t )  =  p s ( t )  p ( t )  — b ( t ) q 2 ( t )  +  I  ( t ) p 2 ( t ) L - 2 — [ c ( t )  +  z ( t ) ] [ L 3 — p 3 ] ( 3 L 2 ) - 1 .

П о д с т а в и м  у с л о в и е  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и  к о н ц е н т р а ц и й  у  п о в е р х н о с т и  

ф )  =  g ( t ) q ( t )  и  о б о з н а ч и м  a ( t )  =  1 +  g ( t ) [ L 3 — р 3 ( t ) ] / ( 3 L 2 ):

a q  =  p s p  — b q 2 — q g  [ L 3 — p 3 ] ( 3 L 2 ) - 1 +  I ( t ) p 2 L - 2 —

— ( а 1с  — a 2 z )  [L 3 — p 3 ] ( 3 L 2 ) - 1 , с  =  g q ,  

p  =  — I [ Q  — с  — z ] 1 , I  =  k Q  [1  — с / с ] ,  p o  =  L ,

Z =  a 1 с  — a 2 z ,  со  ф  с ,  a 2 z o =  а щ о .

Е с л и  п о в е р х н о с т ь  и з о т р о п н а  ( g ( t )  =  0 ) ,  т о  п е р в о е  у р а в н е н и е  у п р о с т и т с я .

2 .  Р а с с м о т р и м  б о л е е  с л о ж н о е  у с л о в и е  р а с т в о р е н и я ,  н е  п р е д п о л а г а я  л и ­

н е й н у ю  с в я з ь  с  =  g q .  Динамику концентрации q о п и ш е м  у р а в н е н и е м

q ( t )  =  p s ( t ) p ( t )  — J ( t )  +  I s ( t ) ,  J ( t )  =  b ( t ) q 2 ( t ) .
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Здесь обозначим /фЬ) — плотность потока водорода из объема на поверх­
ность, 4 (Ь) — из гидридной фазы. Дифференцируем балансовое соотноше­
ние по переменной Ь и подставляем выражения для 5(Ь), р(Ь):

ТфЬ) -  р2(Ь) 4 (Ь )Ь -2 +  [<С(Ь) +  гф)][Ь3 -  р3ф)](3Ь2)-1 =  0.

В итоге получаем систему дифференциальных уравнений

Р(Ь) =  -  д  -  ф ) -  *(*) , р0 < ^  Ь -  р0 «  1

5(Ь) =  ^ ( ф ф )  -  7 (Ь) +  /фЬ), 50 ф 5 =  5шах,

•СЛ о - ! «(Ь)^ 2 +  р2(Ь) !ФЬ) ^  ^с(Ь) =  3 -------- -з---- ^ ------------- ОЦСф) +  О ^ф),
Ь -  р (ь)

ф )  =  а 1с(Ь) -  а2ф ) ,  а2£0 =  а 1с0, с0 ф с.

Плотности потоков /^ф), ФФ) можно моделировать выражениями 

Д(Ь) =  (Ь)д[1 -  с(Ь)/с], Е ф ) =  £фЬ)сф)[1 -  5(Ь)/С].

Значения С0 ~  с, 50 ~  5 таковы, что скор ости р(0), с(0) невелики.

М одель  с относи тельн о  бы строй  д и ф ф у зи ей . 1. Пока считаем захват 
пренебрежимо малым: а  =  0. Не прибегая к равномерному упрощению 
с(Ь, г) =  сф), предположим, что диффузия в растворе достаточно быстрая 
по сравнению с процессами на фронте раздела фаз и у поверхности, но все 
же недостаточно, чтобы выравнивать концентрацию вдоль радиуса. Пусть 
функция сф, г) при р(Ь) < г < Ь подчинена уравнению диффузии в сфе­
рических координатах Дс =  Еф)[д2с+2дгс/г], Е ф ) =  Е 0ехр{- / [ДТ]}, 
Т  =  Т(Ь). Если процессы на границах (г =  р(Ь), Ь) относительно медленные 
(что приводит к медленному изменению с* ~  0), а коэффициент диффузии 
Е  велик, то можно полагать сгг +  2сг/г  ~  0. Интегрируя это уравнение 2-го 

г

сф, г) =  Аф) +  В ф )г-1 , г е  [рф),Ь], р0 < Ь.

Таким образом, распределение концентрации вдоль радиуса в каждый 
фиксированный момент времени стационарное (гипербола). Параметры А 
и В  определяются соотношением потоков из гидридной фазы и десорб- 
ционного. По физическому смыслу процесса дегидрирования концентра­
ция сф, г) убывает с ростом г е  [р, Ь], поэтому нас интересует вариант 
В(Ь) > 0. Изменения потоков и постепенное сжатие ядра приводят к пе­

г
приставки «квази» в том, что А =  Аф), В =  Вф) и г! ~  0  В ~  0.



1. Модели с подвижной границей и  быстрой дифузией 267

Пусть десорбция объемная. Рассмотрим материальный баланс:

Q V ( р )  +  4 п  /  r 2 c ( t ,  r )  d r  +  4 n L 2 /" { b c 2 ( r ,  L )  — p s p }  d r  =  c o n s t . ( 1 . 2 2 )
dp doIp Jo

Дифференцируем no t  с у ч е т о м  п е р е м е н н о г о  нижнего предела p ( t ) :

,-L
Q p 2 p ( t )  — c ( t ,  p ) p 2 p ( t )  +  /  r 2 d t c ( t ,  r )  d r  +  L 2 { b c 2 ( t ,  L )  — p s p }  =  0 .

p

Обозначим плотность потока из гидридной фазы через I (t) . Вид I  уточним 
позже. Условием на границе раздела фаз (условием Стефана) является

[Q -  c(t, p)]p(t) =  - I (t). (1.23)

С учетом c(t, r) =  A(t) +  B ( t) / r  из материального баланса получаем

—I (t)p2(t) +  f  r 2dtc(t, r) dr +  L2 {b(t)c2(t, L) — ps(t)p(t)} =  0,
dp

T-3 _  p3 г 2   p2
lp 2 +  L2psp — L2b[A +  B L -1 ]2 =  r l  —^  +  B  —^ . (1.24)

Уравнение согласовано с (1.20): если выполнено B =  0 (гипербола вырож­
дается в прямую), то c(t, r) =  c(t) =  A(t) и уравнение переходит в (1.20) 
при ai =  0. Для определения функций A(t) и B(t) нужно еще одно уравне­
ние. Диффузионный приток к поверхности уносится десорбцией:

bc2(t, L) =  — Ddrc(t, L) ^  b [A +  B L -1]2 =  D B L -2 . (1.25)

Если подставить это выражение в соотношение (1.24), то получим

L3 _  p3(t) , 7~2 _  p2(t)
A (t) з----+  B (t)--------- 2--------= 1 (t) P2(t) +  L2^ s(t)p (t) — D (t)B (t).

Из c(t, L) =  A +  B /L  =  V B G /L , G =  ^ D / ^ b  , находим

id
г г 2 p2 г3 p3 г3 p3 г3 p3
[L —P ■ - L —P L —P 1 =  lp 2 +  L2psp — D i  — VBG L —P+  G

б г ф в  3 L 3 L

Преобразуем уравнение движения границы, чтобы формально избежать 
деления на p  ^  0 :  L A  =  \ / B G  — В ,

£  =  p 2 , [Q  — A  — В p - 1 ] p  =  — I  ^  £  =  — 2 / £ [ ( Q  — A ) V C  — В ] - 1 .
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В итоге получаем систему дифференциальных уравнений вида

е =  / i ( e ,£ ) ,  B =  /2 ( ф в ), е(о) =  р§. (1.26)

Осталось уточнить значение B(0). Возможны варианты. В случае локаль­
но равновесной начальной концентрации c(0, ро) =  с имеем

A +  В р -1 =  с, [^B G  — B]L-1 +  B p -1 =  с, t =  0.

Выбираем положительный корень квадратного уравнения по переменной 
д/В(0). Вместо c(0, р0) =  с можно принять начальное условие

I (0) =  — Ddrc(0, ро) =  D (0)B (0)p-2.

Такое начальное условие означает, что распад гидрида в начальный мо­
мент ТДС-всплеска соответствует диффузионному отводу на границе фаз и 
имеет место «мягкий старт» перестройки c(t, r) во времени. Выбор ро < L 
(ро L) слабо влияет на график J(t) , поскольку водород в основном со­
средоточен в гидридном ядре. В качестве моделей распада рассматриваем 
I (t) =  k (t)Q  I (t) =  k(t)Q[1 — c(t, р)/с]. В последнем случае следует вы­
бирать c(0, L) =  со < с. К моменту t* окончания гидрида гипербола ква­
зистационара вырождается в прямую c(t) =  A(t) и остаточная дегазация 
идет в соответствии с законом (1.20) при р =  0  ai =  0  с =  3(gsp — bc2)/L .

Пусть десорбция поверхностная. Вместо соотношения (1.24) имеем

Г3 — р3 г2 _  р2
1р2 +  L2[gsp — bq2 — q] =  r i  3---- +  i l  2----- . (L27)

Для поверхностной концентрации q(t) примем уравнение

q(t) =  gs(t)p(t) — J  (t) +  I s(t), J  =  bq2, qо Ф q =  qmax, (1-28)

с подстановкой I s =  —Ddrc(t, L) =  B D /L 2. Тогда в соотношении (1.27) 
[...] =  — I s. Для исключения функции A вместо граничного условия (1.25) 
используем c(t, L) =  gq(t) (A =  gq — B /L ), заменяя производную q правой 
частью уравнения (1.28). В итоге вместо системы (1.26) получим

ê =  F i(e ,B ,q ), B =  F2(£,B ,q), q =  F3(B,q).

2. Если принять во внимание деффекты материала, то в балансовом со­
отношении под интегралом по r  вместо с будет с+ z. В итоге для объемной
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д е с о р б ц и и  п о л у ч и м  с и с т е м у  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й

В
Ь 3 -  3 р 2 Ь  +  2 р 3  Ь 3 -  р 3

+  с  ■
6 Ь  6 Ь \ / В

=  1 р 2 +  Ь 2 р § р  -  Е В -

г ^ _  р 3 — Р3 — Р 2
- / В С  — з ъ ^ -  -  й 1 [ ^ В с  -  в ]  — -  Й2 в  — 2 “^ - +

+  а ф  г Д ,  г ) г 2 ^ г ,  г  =  а 1 с (Ь , г )  -  а 2 г Д ,  г ) ,
■ ' р

р  =  - 1 ( Ь ) [ д  -  А  -  В р - 1 -  г (Ь , р ) ] - 1 , л /Ь С  =  л / Е .

Я в н о е  в ы р а ж е н и е  г (Ь , г )  =  А *  (Ь) +  В *  ( Ь ) / г  п о л у ч а е м  и н т е г р и р о в а н и е м  л и ­

н е й н о г о  у р а в н е н и я  д л я  к о н ц е н т р а ц и и  г .  Э т о  п о з в о л я е т  в ы ч и с л и т ь  о с т а в -  

г

А * ,  В *  в о й д у т  и н т е г р а л ы п о  Ь о т  функций в р е м е н и  А ( Ь ) ,  В ( Ь ) .

Накопление на границе раздела ф аз. В  п р и н ц и п е  м о ж н о  у ч е с т ь  и  

т а к у ю  г и п о т е т и ч е с к у ю  в о з м о ж н о с т ь .  В ы д е л и м  т о н к и й  с л о й  ( м а т е м а т и ч е ­

с к и  —  п о в е р х н о с т ь )  н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з .  С о о б р а ж е н и я  а н а л о г и ч н ы  

т е м ,  к о т о р ы е  п р и в о д я т  к  п о н я т и ю  п о в е р х н о с т и  ч а с т и ц ы :  н е т  с и м м е т р и и  

с и л  п о  р а д и у с у  в  п р о т и в о п о л о ж н ы х  н а п р а в л е н и я х .  Д л я  о п р е д е л е н н о с т и  

б у д е м  и м е т ь  в  в и д у  в а р и а н т  с  п р е н е б р е ж и м о  м а л ы м и  д е ф е к т а м и  м е т а л л а  

и  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и е й .  В  с л у ч а е  с  п о в е р х н о с т н о й  д е с о р б ц и е й  —  б е з  с у ­

щ е с т в е н н ы х  и з м е н е н и й .  О б о з н а ч и м  к о н ц е н т р а ц и ю  н а  п о в е р х н о с т и  р а з д е л а  

ф а з  ( с ф е р е  р а д и у с а  р (Ь ) )  ч е р е з  д Д Ь ) -  С м ы с л  у р а в н е н и я

5й (Ь ) =  Е .  (Ь) +  Е ( Ь ) д г с ( С  р (Ь ) )  ( 1 . 2 9 )

с о с т о и т  в  с л е д у ю щ е м .  Л и ш ь  ч а с т ь  ( п у с т ь  и  о с н о в н а я )  о с в о б о д и в ш е г о с я  в о ­

д о р о д а  у н о с и т с я  д и ф ф у з и е й ,  о с т а в ш а я с я  и д е т  н а  н а к о п л е н и е .  Т р а к т у е м  

у б ы в а н и е  д Д Ь )  к а к  н а к о п л е н и е  с  отрицательным  з н а к о м  (д ^  <  0 ) .

В  л е в о й  ч а с т и  у р а в н е н и я  м а т е р и а л ь н о г о  б а л а н с а  ( 1 . 2 2 )  п о я в и т с я  д о ­

п о л н и т е л ь н о е  с л а г а е м о е  д Д Ь ) $ ( р )  =  4 п р 2 (Ь )д Д Ь ) -  Р а с с м о т р и м  г р а н и ц у  в  

м о м е н т ы  в р е м е н и  Ь и Ь +  А С  В  р а с с у ж д е н и я х  п р е н е б р е г а е м  о ( А Ь ) ,  п о с к о л ь ­

к у  в  и т о г е  д е л и м  н а  А Ь  ^  0 .  Сквозь сферу р а д и у с а  р  =  р (Ь ) з а  в р е м я  

А Ь  продиффундировало - Е д г с(Ь , р ) £ ( р ) А Ь  а т о м о в .  С  д р у г о й  с т о р о н ы ,  и х  

к о л и ч е с т в о  о п р е д е л я е т с я  р а з н о с т ь ю

д [ ^ ( р )  -  ^ ( р  +  р А Ь ) ] +  5 ^ (Ь )^ ( Р ) -

-  с (Ь , р )  [ V ( р )  -  V ( р  +  р А Ь )]  -  д Д Ь  +  А Ь ) £ ( р  +  р А Ь ) .  

П р и р а в н и в а е м  о б а  в ы р а ж е н и я  и  д е л и м  н а  А Ь  ^  0:

д с
[ д  -  с (Ь , р )  +  2 5 ф £ ) р - 1 ( £ ) ] р ( £ )  +  5 ^ (Ь) =  Е ( Ь )  —
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После подстановки рд из уравнения (1.29) получаем условие Стефана в 
форме

[ф -  с(С р) +  2дд(£)р-1 ( )̂]/о( )̂ =  —Д (Д  (1.30)

Необходимо увязатв рд(£) с объемной концентрацией с(£, р). Простейший 
вариант по аналогии с поверхноствю г =  Ь: с(£, р) =  Рдрд(£)• В качестве 
модели плотности потока распада гидрида примем выражение

/д(£ ; Т, ф, рд, рд) =  к(Т)ф  [1 -  дд(^)/фг],

где рд — максимальная концентрация (монослой) или рд =  рдс .
Теперь дифференцируем соотношение (1.22) (с добавлением слагаемого 

рд(£)£(р)) и подставляем выражение р(£) из условия (1.30):

р2 с Д р) +  /  Д сД  г)г2Рг +  Ь 2{6с2Д  Ь) — цзр} =  0.
■ ' р

Полагаем сД  г) =  А(£) +  В (£)/г , используем граничное условие Ьс2 — цзр =
—В Д с Д  Ь) и получаем систему уравнений вида (1.26). Распад с ограни­
ченной скоростью гидрида в ядре радиуса р ^  0 не сможет конкурировать 
с нарастающей диффузией и десорбцией со сферы г =  Т. Поэтому рд ^  0 
достаточно быстро при р ^  0 и особенность рд/р не опасна. Формально 
дроби можно избежать заменой £ =  р2. Фактически счет можно прекра­
щать при р ^  Ь, когда уже J(£) ~  0 по сравнению с основным всплеском.

М одели с учетом изменения объема. При распаде гидрида происходит 
увеличение плотности (уменьшение объема). Это связано с перестройкой 
решетки. Для некоторых гидридов эффект достигает нескольких десятков 
процентов. Расширение при нагреве значительно меньше. Обозначим че­
рез у коэффициент сжатия: если в Д ф азе образец занимает объем V, то 
в а-фазе его объем равен у < 1. Считавм у =  сом ! при Т  у [Т- ,Т +]. 
Для определенности остановимся именно на сжатии, хотя некоторые гид­
риды демонстрируют «в порядке исключения» противоположное поведе­
ние (у > 1) [23]. Значение у относительно легко определяется эксперимен­
тально. В процессе дегидрирования подвижной (свободной) становится не 
только граница раздела фаз, но и внешняя граница частицы г =  Ь =  Ь (Д  
Ь <  0. Сжавшийся внутренний шаровой слой приводит к уменьшению Ь(£) 
настолько, чтобы «пропавший» объем равнялся уменьшению объема ча­
стицы. Отсюда, сокращая множитель, получаем соотношение между р(£) 
и Ь (Д  (1 — у)[ро — р3] =  Ь 3 — Ь 3. Внутреннее сжатие приводит к росту 
напряжений: порошок гидрида измельчается в течение нескольких цик­
лов гидрирования/дегидрирования. Имеем в виду «стабилизировавшиеся»
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размеры частиц, когда напряжения не достигают критических значении. 
Внесем необходимые изменения в модели.

Рассмотрим балансовое соотношение для простейшей модели на I этапе 
дегидрирования (перед формулой (1.14)). Слева L =  То =  L(0), справа 
L =  L(t), S(L) — под знаком интеграла по времени t. С учетом ро =  Lо, 
L =  L(t) =  L(p(t)) после дифференцирования получаем

j^ sp  — be2}L2 =  [Q — у(с +  у)]р2р =  [Q — у (с +  7)]L2L(1 — у )-1 ,

L(t) =  1 . 1 [  j^ sp  — Ьс2} d r +  Lо. (1.31)
Q — у(с +  z) Jо

Заметим, что сжатие приводит к снижению скорости движения границв1 
раздела фаз. По функции времени L(t) однозначно определяется p(t). Если 
явно вв1разитв р3, то в соответствующей формуле знаменатель (1 — у) 
сокращается и при у =  1 получаем выражение (1.14), где L =  То- Этапу 
дегазации a -фазы соответствует модели (1.15) при L =  L* =  L(t*).

В модели с переключением для определения t =  t s следует в равен­
ство (1.16) подставитв полученное выражение L(t) и соответствующее p(t) 
из (1 — 7 ) ^ 1  — р3] =  L3 — L3. В балансовом соотношении справа имеем

QV (p(ts)) +  [с +  z] [V (L(ts)) — V (p(ts))],

а слева L =  L(t), площадь поверхности S(L) — под знаком интеграла по 
t. В соотношении (1.17) следует заменить [Q — с — z] на [Q — у(с +  z)].
Материальный баланс у границы раздела фаз:

QAV — (с +  z)yAV =  —IS (p)A t +  o(At) (AV < 0).

Так что в условии Стефана (1.18) вместо с +  z будет у (с +  z). Скорость |р| 
немного снижается за счет у < 1. Уравнение (1.19) корректируется:

[L3 — р3]с =  3 Ip 2 +  (psp — b ^}L 2 — z [L3 — p3], L =  L(p).

Кратко остановимся на модели с быстрой диффузией и объемной де­
сорбцией. Скорость диффузии такова, что эффект сжатия (движущаяся 
навстречу среда) существенно не меняет гиперболический характер распре­
деления с(С r) =  A(t) +  B ( t) / r  растворенного в металле водорода. В балан­
се (1.22) будет L2 под знаком интеграла по t и L =  L(p) из (1 — у)[ро — р3] =  
L0 — L3 . Как обычно, сокращенно об означаем L(t) =  L(p(t)). При диф-

t
слагаемое

L2 (t)^(t)c(t, L) =  (1 — у )p2(t)p (tM t,L ).
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В условии Стефана (1.23) концентрация на границе раздела фаз с(Ь, р) при­
обретает множитель 7 . Вместо уравнения (1.24) имеем

1 р2 +  [с(Ь, р) -  с(Ь, Ь)] (1 -  7 )р2р +  [цзр -  Ьс2 (Ь, Ь)] Ь 2 =

р3 _  р3 г 2 _  „2
=  А +  В — ^ , с(Ь, г) =  А(Ь) +  В(Ь)г-1 . (1.32)

Если концентрация растворенного атомарного водорода в а-фазе равно­
мерна, то получаем уравнение (1.19): с(Ь, г) =  с(Ь) =  А(Ь), В =  0  г =  0. 
Сжатие учитывается множителем 7  при концентрации с(Ь, р) =  с(Ь) в усло­
вии (1.23). Без учета сжатия (7  =  1) имеем соотношение (1.24).

Остальные модели дегидрирования корректируются аналогичным об­
разом. Заметим, что Ь * =  Ьо7 1/3 и в каждом конкретном случае следует 
решить, усложнять ли модель. Тем более, что сжатие частично компенси­
руется расширением вследствие нагрева. С целью ориентировки уточним: 
для дигидрида эрбия 7  =  9/10, для дигидрида титана — уже 3/4.

Результаты вычислительных экспериментов. Будем ориентировать­
ся на достаточно мощную вакуумную систему, пренебрегая ресорбцией 
(цзр ~  0). На рисунках, иллюстрирующих влияние различных кинети­
ческих параметров, изображены графики плотности десорбционного пото­
ка, концентрации растворенного водорода и движущейся границы раздела 
фаз при линейном нагреве. Значения параметров соответствуют кривым 
по порядку убывания максимума. Единица измерения линейных разме­
ров — сантиметр, температуры — градус Кельвина, времени — секунда. 
Крестиком отмечается момент переключения (равенства потоков распада 
и десорбции), кружком — момент окончания распада гидрида. Распреде­
ление частиц порошка по радиусам нормальное: средний радиус частицы 
Ь =  5х 1 0 - 3  о т , а =  10- 3  с т .  При моделировании для сглаживания исполь­
зовался дискретный набор из 15 радиусов. Этого оказалось достаточно для 
сглаживания усредненной плотности десорбционного потока.

На рис. 1.7 приведены графики ТДС-спектра ■](Г) для простейшей мо­
дели. Общие параметры следующие: Ь0 =  1.7 х 10- 20с т 4/8, Е  =  112 КЛ, 
с =  7 ^ ,  п =  0.15, д  =  1.5 ■ 1022с т -3 , Т  =  0.3К/8, Т (0) =  670К, 
Ь =  5 х 10- 3 с т , а 1 =  0.1, а2 =  0.1. Изменения по убыванию максиму­
ма: Ь =  Ьтах =  8 х 10-3 , с распределением частиц порошка по радиусам, 
Ь =  Ь т 1П =  2 х 10- 3  и сглаженный ловушками (Ь =  5 х 10-3 , а 1 =  0.5). На 
рис. 1.8 приведены график .](Г) с учетом распределения частиц порошка 
по радиусам, кривые масштабированной концентрации с т а х  Э /[1 .5тах  с] 
и движущейся границы р т а х  Э/[2 т а х  р] для частицы среднего радиуса в 
модели с переключением. Значения параметров следующие: Ьо =  6 х 10-20, 

=  120, с =  п д , п =  0.15, д  =  1.5 х 1022, Т  =  0.3, Т (0 ) =  670, Ь =  5 х 10-3 ,
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k 0 =  5  х  1 0 - 5 , E k  =  0  а 1 =  0 . 1  а 2 =  0 . 1 .  И з м е н е н и я  п а р а м е т р о в  м о д е л и  

д л я  р и с .  1 .9 :  b0 =  6  х  1 0 - 2 0 , E b =  1 1 0  а 1 =  0 . 2 5  b0 =  6  х  1 0 - 2 0 , E b =  1 2 0 ,  

a 1 =  0 . 3 5  b0 =  2  х  1 0 - 2 1 , E b =  1 2 0  а 1 =  0 . 3 5 .  Н а  в р е з к е  и з о б р а ж е н а  

о к р е с т н о с т в  м а к с и м у м а .  П е р в ы й  г р а ф и к  о с т р ы й ,  д в а  д р у г и х  с г л а ж е н ы  л о ­

в у ш к а м и .  Р и с .  1 .1 0  и л л ю с т р и р у е т  в л и я н и е  л о в у ш е к  д л я  м о д е л и  с  п е р е к л ю ­

ч е н и е м .  Б а з о в ы е  п а р а м е т р ы  т е  ж е ,  у к а ж е м  и з м е н е н и я :  а 1 =  0 . 1  а 2 =  0 .5 ;  

й 1 =  0 . 4 ,  й 2 =  0 .4 ;  й 1 =  0 . 5 ,  а 2 =  0 . 1 .  Е с л и  к о э ф ф и ц и е н т  п о г л о щ е н и я  в о д о ­

р о д а  н е  п р е в ы ш а е т  к о э ф ф и ц и е н т а  в ы д е л е н и я ,  т о  г р а ф и к  о с т р ы й .  В  п р о т и в ­

н о м  с л у ч а е  н а б л ю д а е т с я  с г л а ж и в а н и е .  П а р а м е т р ы  р и с .  1 .1 1 :  60 =  6  х  1 0 - 1 8 , 

E b  =  1 5 7 ,  с  =  n Q ,  П =  0 . 1 5 ,  Q  =  1 . 7 х  1 0 2 2 , T  =  0 . 3  T ( 0 ) =  6 7 0  L  =  5  х  1 0 - 3 , 

k 0 =  5  х  1 0 - 5 , а 1 =  0 . 1  й 2 =  0 . 1 .  В а р и а ц и и  э н е р г и и  а к т и в а ц и и  с л е д у ю щ и е :  

E k  =  5 ; 1 0 ;  1 5 .  Р и с .  1 .1 2  и л л ю с т р и р у е т  в л и я н и е  с к о р о с т и  н а г р е в а  д л я  м о ­

д е л и  с  п о в е р х н о с т ь ю .  П а р а м е т р ы :  b0 =  1 0 - 9 , E b =  2 0 2 ,  с  =  n Q  П =  0 .1 5 ,  

g 0 =  2 . 2 5  х  1 0 ф  E g  =  0  Q  =  7 . 0 4 7 7  х  1 0 2 3 , T ( 0 ) =  6 7 0  L  =  7 .5  х  1 0 - 5 , 

k 0 =  0 .1 5 ,  E k =  1 0 0  а 1 =  0 . 1  а 2 =  0 . 1 .  И з м е н е н и я  с к о р о с т и  н а г р е в а :  

T  =  0 .4 ;  0 .3 ;  0 . 2 .  Н а  р и с .  1 .1 3  п р и в е д е н ы  г р а ф и к  J ( Г ) ,  м а с ш т а б и р о в а н н ы е  

к р и в ы е  A  m a x  J /  [ 1 .2  m a x  A ] ,  B  m a x  J / [ 2 m a x  B ]  д л я  м о д е л и  с  о т н о с и т е л ь ­

н о  б ы с т р о й  д и ф ф у з и е й .  З н а ч е н и я  п а р а м е т р о в :  6 0  =  3  х  1 0 - 2 0 , E b  =  1 2 0 ,  

D 0 =  8  х  1 0 - 4  E d  =  5 0  с  =  n Q ,  П =  0 . 1 5  Q  =  1 .5 5 3 5  х  1 0 2 2 , T  =  0 .3 ,  

T ( 0 )  =  6 7 0  L  =  5  х  1 0 - 3 , P 0 / L  =  0 . 9 6 ,  f o  =  5  х  1 0 - 5 , E k  =  2 5 .  Н а  

р и с .  1 .1 4  с л е в а  п р е д с т а в л е н а  а п п р о к с и м а ц и я  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  д а н н ы х  

J e x ( T ) ( E r H 2 , с м .  [ 1 4 7 ] )  м о д е л ь ю  с  с а м о р е г у л и р о в а н и е м  с к о р о с т и  р а с п а д а  

г и д р и д а :  I ( t )  =  k ( t ) Q [ 1  — c ( t ) / c ] .  П а р а м е т р ы  с л е д у ю щ и е :  b0 =  9  х  1 0 - 1 8 , 

E b =  1 5 6  с  =  n Q  П =  0 . 1 5  Q  =  1 . 7 х  1 0 24  T3 =  0 . 3  T ( 0 )  =  6 7 0  L  =  5  х  1 0 - 3 , 

k 0 =  5  х  1 0 - 4  E k  =  3  a 1 =  0 . 1  a 2 =  0 . 0 8 3 .  А п п р о к с и м а ц и я  т е х  ж е  д а н ­

н ы х  ( и з о б р а ж е н и е  н а  р и с .  с д в и н у т о  в п р а в о )  п р и в е д е н а  д л я  м о д е л и  с  п е ­

р е к л ю ч е н и е м  и  с ж а т и е м :  b0 =  6  х  1 0 - 2 0 , E b  =  1 2 1  с  =  n Q >  n  =  0 .1 5 ,  

Q  =  1 .5  х  1 0 2 2 , T  =  0 . 3  T ( 0 ) =  6 7 0  L  =  5  х  1 0 - 3 , * 0  =  1 . 2  х  1 0 - 5 , 

E k  =  0  а 1 =  0 . 1 5  а 2 =  0 . 0 2 ,  7  =  0 . 9 .  И т а к ,  у д о в л е т в о р и т е л ь н о  а п п р о к ­

с и м и р о в а т ь  э к с п е р и м е н т а л ь н у ю  к р и в у ю  ( п о г р е ш н о с т ь  д а н н ы х  о ц е н и в а е т ­

с я  в  п р е д е л а х  2 0 % )  м о ж н о  в  р а м к а х  р а з л и ч н ы х  м о д е л е й .  И н ф о р м а ц и и  п р и  

л и н е й н о м  н а г р е в е  н е  х в а т а е т ,  ч т о б ы  в ы б р а т ь  с ц е н а р и й  д е г и д р и р о в а н и я .  

Н е о б х о д и м ы  д о п о л н и т е л ь н ы е  э к с п е р и м е н т ы  с  р а з л и ч н ы м и  с к о р о с т я м и  и  

д а ж е  з а к о н а м и  н а г р е в а .  Д л я  о п р е д е л е н н о с т и  о с т а н о в и м с я  н а  м о д е л и  с  с а ­

м о р е г у л и р о в а н и е м  с к о р о с т и  р а с п а д а .  П о - в и д и м о м у ,  н е т р у д н о  р е а л и з о в а т ь

5 0 0  s

T ( 0 )  =  T m in =  6 7 0 K ,  T m ax =  9 3 8 K .  С к о р о с т и  н а г р е в а  и  о х л а ж д е н и я  р а в н ы .  

Н а р я д у  с  J ( t )  п р и в е д е н ы  г р а ф и к и  c  m a x  J / [ 1 .5  m a x  с] и p m a x  J / [ 2 m a x p ] .  

П а р а м е т р ы :  b0 =  6  х  1 0 - 1 8 , E b =  1 5 7 ,  с  =  n Q  n  =  0 . 1 5  Q  =  1 .7  х  1 0 2 2 , 

T  =  0 . 3  T ( 0 ) =  6 7 0  L  =  5  х  1 0 - 3 , k 0 =  5  х  1 0 - 5 , E k  =  5  а 1 =  0 . 1 ,
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а 2 =  0 . 1 . Р и с .  1 .1 6  с о о т в е т с т в у е т  м о д е л и  с  п е р е к л ю ч е н и е м  с  у ч е т о м  и  б е з  

и з м е н е н и я  о б ъ е м а  в  п р о ц е с с е  д е г и д р и р о в а н и я .  Г р а ф и к и  п л о т н о с т и  п о т о ­

к а  и  д в и ж у щ е й с я  г р а н и ц в 1 р а з д е л а  ф а з  д л я  м о д е л и  с  и з м е н е н и е м  о б ъ е м а  

р а с п о л а г а ю т с я  в в п н е  ( п р и  с ж а т и и  уменьшается п л о щ а д ь  п о в е р х н о с т и  ч а ­

с т и ц ) .  З н а ч е н и я  п а р а м е т р о в  с л е д у ю щ и е :  Ьо =  6  х 1 0 - 2 0 , Е  =  1 2 1 ,  с  =  п ф ,  

П =  0 . 1 5 ,  ф  =  1 .5  х 1 0 2 2 , Т  =  0 . 3  Т ( 0 )  =  6 7 0  Ь  =  5  х 1 0 - ^  ко =  1 0 - 5 , 
=  0  у  =  3 / 4 ,  щ  =  0 . 1  а 2 =  0 .2 .

Р и с .  1 .7 .  П р о с т е й ш а я  м о д е л ь .  Р и с .  1 .8 .  П е р е к л ю ч е н и е .
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Р и с .  1 .9 .  В л и я н и е  Е Ь  и  Ьо- Р и с .  1 .1 0 .  В л и я н и е  л о в у ш е к .

Р и с .  1 .1 1 .  В л и я н и е  Е д . Р и с .  1 .1 2 .  С к о р о с т и  н а г р е в а .
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Рис. 1.13. Быстрая диффузия. Рис. 1.14. Эксперимент.

Рис. 1.15. Пилообразный нагрев. р ис. о б .  Изменение объема.
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2 .  Д и ф ф у з и о н н а я  к р а е в а я  з а д а ч а

Перейдем к модели дегидрирования, когда одним из лимитирующих фак­
торов является диффузия. Следуем автономному стилю изложения.

2 .1 . О сновны е п р ед п о л о ж ен и я

Имея в виду общий поток термодесорбции водорода из порошкообразно­
го материала, рассмотрим в порядке моделвного усреднения по болвшому 
числу частиц шар радиуса L, а в нем гидридное ядро радиуса р (в-фаза). 
Слой ТОЛЩИНВ1 (L — р) — металл с растворенным водородом (a-фаза). До­
полнительный учет распределения частиц по радиусу является лишь тех­
ническим моментом при численном моделировании. Возможны варианты: 
например, гидридом является тригидрид ЕгН з, а вместо металла дигидрид 

В общем случае v гидридов M eH CT индекс а нецелый. Условия ТДС- 
эксперимента (в частности, диапазон и скорости нагрева) соответствуют 
двухфазной области и разложению в-фазы с последующей а-дегазацией.

Пусть q(t) — поверхностная концентрация атомов H  на сфере радиуса 
L, cg =  Q — концентрация H  в гидридной в~фазе, са =  с — в a -фазе (твер­
дом растворе). Считаем, что при монотонном медленном нагреве в процессе 
всплеска дегидрирования (пик ТДС-спектра) Q =  СД* =  const, ядро ради­
уса р =  p(t) сжимается, а с  =  c(t, r), r  £ [р, L], вследствие сферической сим­
метрии. Избыточный по отношению к критическому уровню СД* водород 
диффузионным путем уже покинул гидрид и процесс идет преимуществен­
но по механизму распада в~фазы. Обозначим равновесную концентрацию 
H  в растворе через с =  с(Т). В достаточно узких температурных диапа­
зонах Т £ [Т-  ,Т +], соответствующих рассматриваемым пикам десорбции, 
считаем пока вполне удовлетворительной аппроксимацию с(Т) ~  с =  const. 
Учет температурных зависимостей Q(T) =  свггД с(Т) =  cOf приводит лишь 
к корректировке технических выкладок, функции Q(T), с(Т) можно брать 
из РТС-диаграмм (23]. Но в динамике такое приближение разумно только 
на границе раздела фаз в режиме квазиравновесия.

Остановимся на проблеме температурного контроля. Обычно нагрев 
внешнего слоя a -фазы реализуют линейным: TL(t) =  T(t, L) =  To +  vt. По­
грешность оценить довольно трудно. Вместо явного выражения TL(t) мож­
но воспользоваться моделью нагрева излучением Tb(t) =  v (Т^)(Те — ТД, 

Te
вания находится порция порошка. Длительное время нагрев практически 
линеен (в порядке аналогии см. §6 главы III). Сложнее учесть тепловые 
эффекты химических реакций. Адсорбция связана с тепловыделением, а 
разложение гидрида с теплопоглощением. Прямое измерение температуры
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T l затруднительно. С уменьшением скорости откачки это сделать легче 
вследствие высокой теплопроводности газообразного водорода. Но увели­
чение давления приводит к необходимости учета плотности потока ресорб­
ции gsp. Значительное увеличение скорости внешнего нагрева приводит к 
неравномерному прогреву порошка. В растущем слое а-фазы  температура 
уменьшается по мере приближения к ядру. Градиенты концентрации и тем­
пературы приводят к эффектам термодиффузии и переноса тепла диффун­
дирующими частицами. В описанных выше условиях ТДС-эксперимента 
теплопередача значительно быстрее диффузии, что позволяет не услож­
нять модель. Считаем, что закон нагрева TL(t) задан (входные данные), 
для определенности T^(t) =  То +  vt. Пока предполагаем прогрев слоя а- 
фазы равномерным (Т (t) =  T i(t)). Распределение Т (t, r) в форме квазиста­
ционара учтем позже в порядке обобщения. Температурную зависимость 
отражаем в коэффициентах модели. Подвод тепла к границе раздела фаз 
«утилизируется» распадом гидрида: в ядре концентрация Q =  const и оно 
не успевает существенно нагреваться (характерно для солеподобных гид­
ридов при v ^  1). Таким образом, вопросы теплового контроля требуют 
пристального внимания и уточнения в конкретных условиях эксперимента.

Перейдем к модели баланса потоков вблизи поверхности. Пусть ф  — 
разность плотностей потоков атомовН из объема на поверхность и обратно:

Is(t) =  k+(T)c(t, L)(1 -  0- ) -  k - (T)q(t)(1 -  0+), (2.1)

Здесь 0+ =  c(t,L )/c , 0-  =  q(t)/g, q — равновесная поверхностная кон­
центрация, соответствующая с. Коэффициенты скоростей k+, k-  выхода 
атомов H  из объема на поверхность и перехода в раствор считаем арре- 
ниусовскими по температуре. Если q соответствует практически полному 
заполнению сорбционных центров на поверхности и даже монослою, то 
0-  =  q(t)/ с =  0 — степень заполнения поверхности. Аналогично интерпре- 

0+

c(t, L) ф  с, q(t) ф  q. Что касается разности l s , то в диффузионном случае 
в силу материального баланса (t) =  - D (t)dr c(t,L ), где D(t) =  D(T(t)).

Прокомментируем соотношение (2.1). Чем больше приповерхностная 
объемная концентрация, тем больше выход атомов на поверхность, но «тор­
мозящим» параметром является степень заполнения поверхности. Анало­
гично интерпретируется вычитаемое справа в (2.1). Можно использовать 
и вероятностную интерпретацию. При I s(t) < 0 имеем отток атомов H  от 
поверхности в объем. Равновесные значения с и  q связаны соотношением

с =  gq, g =  k - /k+ , g(T) =  goexp{G/[RT]}, G =  E fc+ -  E fc- . (2.2)

Эту связь можно получить формальным предельным переходом. Обозна­
чим с-  =  1 -  0 -  с+ =  1 -  0+. При «стремлении» ситуации к равнове­
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сию бесконечно малые е- , е+ эквивалентны (е+ /е-  ^  1), а I s имеет более 
высокий порядок малости: е =  m ax(e- ,e+), I s =  о(е). Деля (2.1) на е 
в пределе получаем прямую пропорционалвноств (2.2). В принципе мож­
но считатв (2.2) независимым уравнением модели (g — новый параметр). 
Величина G =  E k+ — E k -  может иметь разный знак. Для формального 
единообразия обозначим E g =  — G. Считаем, что энергии активации E k + , 
Ek-  близки в относительно узких пределах пиков ТДС-спектра, т. е. G ~  0 
и в этом смысле поверхность изотропна. Итак, g(t) =  g(T(t)) слабо зави­
сит от температуры. Такое приближение вполне работоспособно в условиях 
экспериментальных погрешностей, оцениваемых десятками процентов.

Перейдем к упрощению соотношения (2.1) в условиях, когда текущие 
концентрации c(t,L), q(t) относительно малы. Произведениями c(t, L)0- , 
q(t)0+, имеющими более высокий порядок малости, можно пренебречь: 
I s (t) =  fc+(T)c(t,L) — k- ^)q(t^^ ^  м у  же, поток I s  относительно
мал ( I s (t) =  —D (t)d r c(t, L) и диффузия медленная по сравнению с выхо-

c(t, L) =
gq(t), g =  fc- /fc+. Динамика q(t) о п и сы ваем  с учетом адсорбционно- 
десорбционных процессов: q =  gsp — bq2 +  I s  ([b] =  cm2/s). Когда материал 
«пористый» и накопление атомов водорода на поверхности несущественно, 
мод ель упрощается: диффузионный приток уносится объемной десорбци­
ей (Ddr c(t, L) =  — bc2(t, L), [b] M m 4/s). Такая модель соответствует так­
же учету многостадийного обратимого процесса «газ-поверхность-раствор»

b
ком вакуумировании ресорбцией можно пренебречь (gsp ~  0).

2 .2 . О бъ ем н ая  и п ов ер хн остн ая  д есо р б ц и я

Уравнение баланса вещества. Начнем с рассмотрения кинетики ТДС-
L

ции и динамики свободной границы фазового перехода металл-гидрид. Ре­
сорбцией и захватом пренебрегаем (gsp ~  0  а  ̂ =  0) .  В момент времени 
t =  0 (начало всплеска десорбции) в сферическом слое р0 ф r  Ф L име­
ется распределение с(0, r) =  <p(r). Начальная корка a -фазы образуется в 
результате десорбции водорода в вакуум, пока должная активация про­
цесса дегидрирования еще не достигнута. Пока в~Фаза устойчива, водо­
род покидает гидрид диффузионным путем до достижения критической 
концентрации сд =  Q (считаем Q =  const T  £ [T- ,T+]). Для индивиду­
альной достаточно крупной частицы распад гидрида начинается «остров­
ками» (в окрестности дефектов поверхности), которые затем сливаются в 
растущий слой a -фазы. Моделирование этого начального этапа является
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с а м о с т о я т е л ь н о й  з а д а ч е й .  К а к  у ж е  о т м е ч а л о с ь ,  р е ч ь  и д е т  о б  у с р е д н е н н о м  

с ц е н а р и и  д е г и д р и р о в а н и я  п о р ц и и  п о р о ш к о о б р а з н о г о  м а т е р и а л а .

Н а ч и н а я  с  х а р а к т е р н о й  д л и н ы  ( В  — Р 0 ) с у щ е с т в е н н у ю  р о л ь  п р и  д а л ь ­

н е й ш е м  н а г р е в е  (£  >  0 ) и г р а е т  д и ф ф у з и я :

д щ  =  В ( £ ) ( +  2 г  1 д г с ) ,  р (£ )  <  г  <  В ,  В ( £ )  =  В ( Т ( £ ) ) . ( 2 .3 )

З д е с ь  р (£ )  —  д в и ж у щ а я с я  в  п р о ц е с с е  н а г р е в а  г р а н и ц а  ( р а д и у с )  м е ж д у  м е ­

т а л л о м  с  р а с т в о р е н н ы м  в о д о р о д о м  и  у м е н ь ш а ю щ и м с я  г и д р и д н ы м  я д р о м ,  

р ( 0 )  =  р ^ . М о м е н т  в р е м е н и  о п р е д е л и м  у е л о в и е м  р ( В )  =  0 .  Д а л ь н е й ш а я  

д е г а з а ц и я  п р о х о д и т  п о  с ц е н а р и ю  д и ф ф у з и и  а т о м о в  в о д о р о д а  в  м е т а л л е  и  

д е с о р б ц и и .  Р а с с м о т р и м  б а л а н с  в е щ е с т в а  п р и  £ =  0 и  £ >  0  ( р  =  р ( £ ) ) :

ф К ( р 0 ) +  У ^ ( г )  =  ф К ( р )  +  у " с (£ ,  г )  +

Щ (Ц,ро) Щ (В р )

+  В ( В )  /  Ь ( т ) с 2 ( т ,  В )  ^ т .  ( 2 .4 )
0

З д е с ь  ^  ( В ,  р )  =  В  ( В ) \ В ( р )  —  ш а р о в о й  с л о й ,  В  ( р )  —  ш а р  р а д и  у с а  р , V  ( р )  —  

е г о  о б ъ е м ,  В ( р )  —  п л о щ а д ь  с ф е р ы ,  Ь (£ ) =  6 ( Т ( £ ) )  —  к о э ф ф и ц и е н т  о б ъ е м н о й  

д е с о р б ц и и  и л и  э ф ф е к т и в н о й  р е к о м б и н а ц и и .  В  с ф е р и ч е с к и х  к о о р д и н а т а х

/  с ( £ ,  г )  =  4 л  /  с ( £ , г ) г 2 ^ г ,  /  р ( г )  =  4 л  /  р ( г ) г 2 ^ г .
^  о р(£) Д Д Ро

Щ (Ц,р) Щ  (Ц,ро)

П р о д и ф ф е р е н ц и р у е м  ( 2 . 4 )  п о  £ с  у ч е т о м  п о л у ч е н н ы х  в ы р а ж е н и й :

0  =  ф К  +  4 л  [  д щ ( £ ,  г ) г 2 ^ г  — 4 л р 2 с ( £ ,  р ) р  +  Ь (£ ) с 2 (£ , В ) В ( В ) .
./р (*)

В ы ч и с л я я  и н т е г р а л  с  у ч е т о м  у р а в н е н и я  д и ф ф у з и и  ( 2 . 3 ) ,  п о л у ч и м :

( 2 .5 )

/р р )
г 2 В ( £ )

д 2 с  +  2  д с  

д г 2 г  д г
^ г  =  В В 2 ) Д

> д с

д г

2 д с
— В р  р Т  ц  д г

д с
( ф  — с (£ ,  р ) )  р 2 р (£ )  +  В В 2 д г

2 д с
— В р  р Т  ц  д г

+  Ь с2 (£ , В ) В 2 =  0 . (2 .6)

р

р

У с л о в и е  н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з .  П е р е й д е м  к  р а с с м о т р е н и ю  г р а н и ц ы  

р а з д е л а  ф а з  г  «  р . Д л я  б л и з к и х  м о м е н т о в  в р е м е н и  £ и  £ +  >  0 )

о б о з н а ч и м  т о л щ и н у  с ф е р и ч е с к о г о  с л о я ,  о б р а з о в а в ш е г о с я  в  р е з у л ь т а т е  д е ­

г и д р и р о в а н и я  з а  в р е м я  ч е р е з  5 р  =  р (£ )  — р (£  +  ^ £ ) . Е г о  о б ъ е м  =
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V ( р )  — У ( р ( £  +  й £ ) ) .  В  м о м е н т  £ в  ш а р о в о м  с л о е  т о л щ и н ы  £ р  б ы л о  

а т о м о в  в о д о р о д а ,  в  < +  ^  т а м  у ж е  р а с т в о р е н н ы й  в о д о р о д  в  к о л и ч е с т в е

Р а з н о с т и  э т и х  в е л и ч и н  —  т о ,  ч т о  п о к и н у л о  с л о й  ( с  т о ч н о с т ь ю  д о  o ( d t ) ) :

Q d V  — 4 п р 2 с ( С  р )  £ р  =  — Q V d t  +  4 п р 2 с ( С  р ) р  d t  =

=  — 4 п  р 2 Q  р  d t  +  4 п р 2 с ( С  р ) р  d t  =  — 4 п р 2 (  Q  — c ( t ,  р ) )  р  d t .  ( 2 .7 )

Э т а  р а з н о с т и  м о ж е т  б ы т ь  в ы р а ж е н а  ч е р е з  п о т о к  р а с п а д а  г и д р и д а .  О с в о ­

б о д и в ш и й с я  в о д о р о д  у н о с и т с я  д и ф ф у з и е й .  В  с и л у  з а к о н а  Ф и к а  п л о т н о с т ь  

д и ф ф у з и о н н о г о  п о т о к а  о п р е д е л я е т с я  в ы р а ж е н и е м

J ( t ,  x )  =  — D ( t )  g r a d  c ( t ,  x )  =  — D ( t ) d r с  ■ r - 1 x ,  x  =  ( x ,  y ,  z ) ; .

К о л и ч е с т в о  в о д о р о д а ,  п р о ш е д ш е е  з а  о т р е з о к  в р е м е н и  [ t , t  +  d t]  ч е р е з  с ф е р у  

д В ( р )  р а д и у с а  р ^ )  в  н а п р а в л е н и и  н о р м а л и  П  =  x / r  р а в н о

t+ d t  t+ d t

В  о б щ е й  т е р м и н о л о г и и  э т о  у с л о в и е  С т е ф а н а  н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з .

Граничное условие и начальное распределение. П о д с т а в л я я  у р а в н е ­

н и е  ( 2 .8 ) в  ( 2 .6 ) ,  п о л у ч а е м  с о о т н о ш е н и е

З а м е т и м ,  ч т о  е с л и  п р и н я т ь  э т о  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  и з  ф и з и ч е с к и х  с о о б р а ­

ж е н и й  б а л а н с а  п о т о к о в  у  п о в е р х н о с т и  ч а с т и ц ы ,  т о  з а к о н  ( 2 .8 ) д в и ж е н и я  

г р а н и ц ы  р а з д е л а  ф а з  ( у с л о в и е  С т е ф а н а )  п о л у ч а е т с я  в с л е д с т в и е  ( 2 . 6 ) .

В  п р е д е л е  п р и  £ =  0  и м е е м  о г р а н и ч е н и е  н а  н а ч а л ь н ы е  д а н н ы е :

О б ъ е м н а я  д е с о р б ц и я  п о  п о с т а н о в к е  Т Д С - э к с п е р и м е н т а  и н и ц и и р у е т  н е т р и ­

в и а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  р а с т в о р е н н о г о  в о д о р о д а  в  н а ч а л ь н о м  с л о е .  Д о  н а ­

ч а л а  п и к а  д е с о р б ц и и  г р а н и ц а  р а з д е л а  ф а з  д в и ж е т с я  м е д л е н н о .  Э т о  д а ­

е т  о с н о в а н и е  и с к а т ь  н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  в  ф о р м е  к в а з и с т а ц и о н а р а .

c ( t ,  r )  d V  =  4 п  ; ( t ,  r ) r 2 d r  =  4 п р 2 с ( С  р ) £  р  +  o ( d р ) .

С р а в н и в а я  с  р е з у л ь т а т о м  ( 2 . 7 ) ,  п р и х о д и м  к  с о о т н о ш е н и ю

[ Q  — c ( t ,  р ^ ) ) ]  p ( t )  =  D ( t ) d r c ( t ,  р ( ^ ) . (2 .8 )

D ( t ) d r c ( t ,  L )  =  — b ( t ) c 2 ( t ,  L ) . ( 2 .9 )

D ( 0 V ( L )  =  — b ( 0 ) p 2 ( L ) . (2 .10 )
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У р а в н е н и ю  д и ф ф у з и и  у д о в л е т в о р я е т  н е з а в и с я щ а я  о т  в р е м е н и  ф у н к ц и я  

Д г )  =  А  +  В / г ,  к о т о р а я  п о л у ч а е т с я  и н т е г р и р о в а н и е м  ( 2 . 3 ) ,  к о г д а  в  о т ­

носительном м а с ш т а б е  д щ  =  0  ( д щ / В  ~  0 ) .  П р и м е м  ^ > (г) з а  н а ч а л в н о е  

р а с п р е д е л е н и е  в  с л о е  г  €  [р 0 , В ] :  о б ъ е м н а я  д е с о р б ц и я  п р и в о д и т  к  « н е л и ­

н е й н о м у  к в а з и р а в н о в е с и ю » ,  < р (В ) <  <р(р0 ) -  Т а к и м  о б р а з о м ,  к о г д а  г р а н и ц а  

н а  н а ч а л в н о м  э т а п е  д в и ж е т с я  о ч е н в  м е д л е н н о ,  в и д  р а с п р е д е л е н и я  в о д о р о д а  

п о ч т и  н е  б у д е т  меняться с о  в р е м е н е м .  Е с т е с т в е н н о  н а з в а т ь  т а к о е  р а с п р е ­

д е л е н и е  к в а з и с т а ц и о н а р о м .  О б о з н а ч и м  с ( 0 ,  В )  =  С0 , т о г д а :

< д(р 0 ) =  с ,  < р (В ) =  С0 <  с  ^  < р (г) =  — —  +  В Р 0 ( В — - .  ( 2 . 1 1 )
В  — Р 0 ( В  — Р 0 ) г

Н е о п р е д е л е н н о е  п о к а  з н а ч е н и е  п р и п о в е р х н о с т н о й  к о н ц е н т р а ц и и  С0 о п р е д е ­

л я е т с я  и з  у с л о в и я  ( 2 . 1 0 ) н а  н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е :

Ь (0 ) с 0  =  В ( 0 ) ( с  — С0 )  Р 0 [ ( В  — Р 0 ) В ] - 1 . ( 2 . 1 2 )

Э т о  к в а д р а т н о е  у р а в н е н и е  о т н о с и т е л ь н о  С0 , к о р н и  в е щ е с т в е н н ы  и  р а з н ы х  

з н а к о в ,  т а к  ч т о  п р и п о в е р х н о с т н а я  к о н ц е н т р а ц и я  о п р е д е л я е т с я  о д н о з н а ч ­

н о .  П о л у ч е н а  с в я з ь  н а ч а л ь н ы х  п а р а м е т р о в  д е с о р б ц и и  и  д и ф ф у з и и  с  н а ­

ч а л ь н ы м и  п р и п о в е р х н о с т н о й  к о н ц е н т р а ц и е й  и  т о л щ и н о й  к о р к и .  П о с л е  э т и х  

у т о ч н е н и й  у ж е  м о ж н о  в  п р я м о й  з а д а ч е  к о р р е к т н о  ч и с л е н н о  и н т е г р и р о в а т ь  

у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  г р а н и ц ы  с  у ч е т о м  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й

( Я  — с ) р ( 0 )  =  В ( ° У (  Р 0 ) =  — ь ( 0 ) с 2 р - 2 в 2 . ( 2 . 1 3 )

М одель с д и ф ф узи ей  и учетом поверхности. В  о т л и ч и е  о т  м о д е л и  с  

о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и е й ,  к о т о р а я  и н и ц и и р у е т  о г р а н и ч е н и е  ( 2 . 1 0 ) ,  п о в е р х н о с т ь  

я в л я е т с я  о п р е д е л е н н ы м  б а р ь е р о м  и  ф о р м а л ь н о  д о п у с к а е т  р а в н о в е с н о е  н а ­

ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  с ( 0 ,  г )  =  Д г )  =  с ,  г  €  [р 0 , В ] .

Р а с с м о т р и м ,  к а к  и  в ы ш е ,  м а т е р и а л ь н ы й  б а л а н с :

ф 0 ) У ( В )  +  Я  V ( р 0 ) +  ( V ( В )  — V ( р 0 ) ) с  =

=  д ( £ ) £ ( В )  +  Q V ( р ( £ ) )  + /  с (£ ,  г )  ^  +  /  Ь д2 ^ т £ ( В ) .  ( 2 . 1 4 )
. / щ  (Ъ,р) щ

В  с о о т н о ш е н и я х  ( 2 . 1 4 )  и  ( 2 . 4 )  к о э ф ф и ц и е н т ы  д е с о р б ц и и  Ь о б о з н а ч а е м  о д ­

н и м  с и м в о л о м ,  х о т я  э т о  р а з н ы е  в е л и ч и н ы  ( в к л ю ч а я  р а з м е р н о с т ь ) .  Д и ф ­

ф е р е н ц и р у я  п о  в р е м е н и  и  у п р о щ а я  с  у ч е т о м  у р а в н е н и я  д и ф ф у з и и  ( 2 . 3 )  и  

у с л о в и я  С т е ф а н а  ( 2 . 8 ) ,  п о л у ч и м  у р а в н е н и е

4 ( £ )  =  — Ь (£ ) 5 2 (£ ) — В ( £ ) д г с ( £ ,  В ) .  ( 2 . 1 5 )
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Н е л и н е й н о е  д и н а м и ч е с к о е  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  с л е д у е т  р а с с м а т р и в а т ь  с о в ­

м е с т н о  с о  с в я з ь ю  п о в е р х н о с т н о й  и  п р и п о в е р х н о с т н о й  о б ъ е м н о й  к о н ц е н т р а ­

ц и й ,  н а п р и м е р ,  в  ф о р м е  к в а з и р а в н о в е с и я  с (£ ,  В )  =  $ ф £ )  и л и  б о л е е  с л о ж н о г о  

с о о т н о ш е н и я  ( 2 . 1 )  п о с л е  п о д с т а н о в к и  / « ( £ )  =  — В д г с (£ ,  В ) :

к + ( £ ) с ( £ ,  В ) ( 1  — 0 “ ) — к “ ( £ ) ф £ ) ( 1  — 0 + )  =  — В ( £ ) д г с ( £ ,  В ) .

Р аспад гидрида и равновесие на границе раздела ф аз. П р и м е м  с л е ­

д у ю щ у ю  м о д е л ь  д л я  п л о т н о с т и  п о т о к а  р а с п а д а  г и д р и д а :

В .  =  к ( Т ) ф [  1  — с (£ ,  р ) / с ] ,  к ( Т )  =  & 0  е х р { — Е / В Т } . ( 2 . 1 6 )

Н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з  н е о б х о д и м о  к р а е в о е  у с л о в и е .  П о л а г а я ,  ч т о  о с в о б о ­

д и в ш и й с я  в о д о р о д  у н о с и т с я  д и ф ф у з и е й ,  п о л у ч а е м  г р а н и ч н о е  у с л о в и е

к ( £ ) ф [  1 — с ( £ , р ) / с  ] =  — В ( £ ) д г с ( £ ,  р ( £ ) ) ,  к (£ )  =  к ( т ( £ ) ) .  ( 2 - 1 7 )

И з  с о о т н о ш е н и я  ( 2 . 1 7 )  в и д н о ,  ч т о  е с л и  п о т е н ц и а л ь н а я  с к о р о с т ь  р а с п а д а  

в е л и к а  ( к ф  ^  1 ) ,  з н а ч и т е л ь н о  п р е в о с х о д я  в о з м о ж н о с т и  д и ф ф у з и и ,  т о  

с ( £ ,  р )  ~  с  —  г и д р и д  р а с п а д а е т с я ,  у с п е в а я  л о к а л ь н о  п о д д е р ж и в а т ь  п о ч т и  

р а в н о в е с н у ю  к о н ц е н т р а ц и ю  р а с т в о р е н н о г о  а т о м а р н о г о  в о д о р о д а .

д с

I  =  й ( ( )

д 2 с  +  2  д с  

д г 2 г  д г

Краевы е задачи. Модель с поверхностной десорбцией:

£ е  ( 0 , В ) ,  г  е  ( р ( £ ) ,  В ) ,  

с ( 0 ,  г )  =  < ^ (г) =  с , г  е  [р 0 , В ] , р 0 <  В ,

р ( 0 ) =  р 0 ,[ ф  — с ( £ , р ( £ ) ) ]  ^  =  В ( £ ) ^
р№

[ ] д с
/ ф  £ ;  Т , ф , с , с  ] =  к ( £ ) ф [  1 — с ( £ , р ) / с ]  =  — В ( £ )  —

р№

д с
к + ( £ ) с ( £ , В ) ( 1  — 0 “ ) — к “ ( £ ) < ? ( £ ) ( 1  — 0 + )  =  — В ( £ )  —

д г

0  =  д /<? , 0 +  =  с ( £ ,  В ) / с ,  с  =  ^(?, д  =  к  / к + ,

£ е  [0 , В ] ,  д ( 0 )  =  с .

( 2 . 1 8 )

( 2 . 1 9 )

(2 .20 ) 

(2 .21 )

(2 .22 )

Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  ( 2 . 2 1 )  м о ж н о  у п р о с т и т ь ,  о п у с к а я  м н о ж и т е л и  (1  — 0 ± ) ,  

и л и  з а м е н и т ь  н а  у с л о в и е  б ы с т р о г о  р а с т в о р е н и я  с (£ ,  В )  =  д д ( £ ) .
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Н а п о м н и м  н а ч а л ь н ы й  с ц е н а р и й  и ,  к о с в е н н о ,  с о о т в е т с т в у ю щ и й  д и а п а з о н  

э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  у с л о в и й .  В а к у у м и р о в а н и е  и  м е д л е н н ы й  н а г р е в  п р и в о ­

д я т  к  р а з л о ж е н и ю  г и д р и д а .  И м е е т с я  в  в и д у  м о д е л ь н а я  ч а с т и ц а  к а к  р е ­

з у л ь т а т  у с р е д н е н и я  п о  б о л ь ш о м у  ч и с л у  р е а л ь н ы х  ч а с т и ц  « н е п р а в и л ь н о й »  

ф о р м ы ,  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о г о  р а з м е р а  и  « с е т ь ю »  з а р о д ы ш е й  a - ф а з ы  с н а ­

р у ж и .  Т о л щ и н а  « д о с я г а е м о с т и »  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и и  L  — p o  о п р е д е л я е т с я  

с т е п е н ь ю  у с т о й ч и в о с т и  р е ш е т к и  г и д р и д а  и  х и м и ч е с к и х  с в я з е й .  П о к а  т е м ­

п е р а т у р а  н е д о с т а т о ч н о  в ы с о к а ,  э т о т  п р о ц е с с  ( в м е с т е  с  д и ф ф у н д и р у ю щ и м  в  

г и д р и д е  в о д о р о д о м )  п о д д е р ж и в а е т  п р а к т и ч е с к и  р а в н о в е с н о е  р а в н о м е р н о е  

р а с п р е д е л е н и е  а т о м о в  в о д о р о д а  в  р а с т в о р е .  К о г д а  к о н ц е н т р а ц и я  в  г и д р и д е  

д о с т и г н е т  к р и т и ч е с к о г о  у р о в н я  0 ^” * =  Q  и  т е м п е р а т у р а  с т а н е т  д о с т а т о ч ­

н о й  ( н а ч и н а е м  н о в ы й  о т с ч е т  в р е м е н и ) ,  а к т и в и р о в а в ш а я с я  д е с о р б ц и я  н а ч и ­

н а е т  и н т е н с и в н о  п о н и ж а т ь  п о в е р х н о с т н у ю  к о н ц е н т р а ц и ю  в  с о о т в е т с т в и и  

с  у р а в н е н и е м  ( 2 . 2 2 ) .  Э т о  п о в л е ч е т  п а д е н и е  у р о в н я  c ( t , L ) ,  в о з н и к н о в е н и е  

г р а д и е н т а  к о н ц е н т р а ц и и  в о д о р о д а  в  п р и п о в е р х н о с т н о м  о б ъ е м е  и  з а т е м  п о ­

н и ж е н и е  к о н ц е н т р а ц и и  н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з .  Г и д р и д н о е  я д р о  н а ч н е т  

у м е н ь ш а т ь с я .  В с е  п а р а м е т р ы  м о д е л и  с ч и т а е м  а р р е н и у с о в с к и м и  п о  T ( t ) .

За,меча,тле 1 . В о з м о ж н о ,  к о р р е к т н е е  к в а з и с т а ц и о н а р н о е  о п и с а н и е

c ( 0 ,  r )  =  <^ (r) =  A  +  B r - 1 , < ^ (L ) =  со  <  <^(р о )  =  Ch <  c .

П о д с т а в л я я  л и н е й н о е  в ы р а ж е н и е  B  =  B ( c o ,  Ch) в  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  ( 2 . 2 0 ) ,  

( 2 .2 1 ) п р и  t  =  0 , получаем с  у ч е т о м  q ( 0 )  =  qo =  C o /g  с и с т е м у  у р а в н е н и й  

д л я  C o ,C h . В м е с т о  Co =  g q o  м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  и  у с л о в и е  м я г к о г о  с т а р т а  

н а  п о в е р х н о с т и  q ( 0 )  =  0 .  С п а с а е т  т о  о б с т о я т е л ь с т в о ,  ч т о  н а ч а л ь н о е  р а с ­

п р е д е л е н и е  в  т о н к о й  к о р к е  п р а к т и ч е с к и  н е  в л и я е т  н а  в с п л е с к  д е с о р б ц и и ,  

к о г д а  н а ч и н а е т  и н т е н с и в н о  р а с п а д а т ь с я  о с н о в н а я  м а с с а  г и д р и д а .

Е с л и  л и м и т и р у ю щ и м и  я в л я ю т с я  д и ф ф у з и я  и  д е с о р б ц и я  ( п о т е н ц и а л ь ­

н а я  с к о р о с т ь  р а с п а д а  г и д р и д а  k Q  и  с к о р о с т и  п о в е р х н о с т н ы х  п р о ц е с с о в  

о т н о с и т е л ь н о  в е л и к и ) ,  т о  п о л у ч а е м  м о д е л ь  с  л о к а л ь н ы м  р а в н о в е с и е м  н а  

п о д в и ж н о й  г р а н и ц е  и  б ы с т р ы м  р а с т в о р е н и е м  н а  п о в е р х н о с т и :

д с

f = o ( t >

д 2 с  +  2  д с  

д г 2 r  д г
, r  G ( р ,  L ) ,  с ( 0 ,  r )  =  < ^ (r ), r  G [p o , L ] ,

[ Q  -  ° ( ^  p ( t ) ) ]  ^  =  D ( t ) ,  р ( 0 )  =  p o  < L  

c ( t ,  p )  =  c ,  c ( t ,  L )  =  g q ( t ) ,  t  G [0 , t * ] ,

d -  =  - b ( t ) q 2 ( t )  -  D ( t ) q ( 0 )  =  q o .
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При этом либо полагаем д(г) =  с, q0 =  С, либо д(г) =  A +  B /r  в соответ­
ствии с формулой ( 2 . 1 1 ) ( < (̂L) =  —0 , < (̂р0 ) =  с ) , где началвная концентра­
ция с0 определяется из условий с0 =  gq0 , <7(0) =  0 (c(0,r) =  <^(r)).

М о д е л ь  с  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и е й  ( у р а в н е н и е  д и ф ф у з и и  о п у с к а е м ) :

К о н с т а н т в 1 А ,  В  о п р е д е л я ю т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  И з  н а ч а л в н в г х  у с л о ­

в и й  < ^ (В ) =  с 0 <  ^>(р0 ) =  сщ <  с  л и н е й н о  в ы р а ж а е м  А  =  А ( с 0 ,с щ ) ,  

В  =  В ( с щ с щ ) .  П о д с т а н о в к а  э т и х  выражений в  граничные у с л о в и я  п р и  

г  =  р , г  =  В  (£ =  0 )  д а е т  д в а  у р а в н е н и я  д л я  о п р е д е л е н и я  з н а ч е н и й  С0 , с щ  

Е с л и  п о т е н ц и а л в н а я  с к о р о с т и  р а с п а д а  г и д р и д а  с у щ е с т в е н н о  в в п н е  с к о ­

р о с т и  д и ф ф у з и и ,  т о  ч и с л о  п а р а м е т р о в  с о к р а щ а е т с я :

с 0

Д и ф ф у з и о н н а я  д е г а з а ц и я .  П о с л е  т о г о ,  к а к  п р и  £ =  £* г и д р и д н о е  я д р о  

и с ч е з н е т  ( р ( £ * )  =  0 ) ,  п е р е х о д и м  к  к р а е в о й  з а д а ч е  д л я  у р а в н е н и я  д и ф ф у ­

з и и  б е з  п о д в и ж н о й  г р а н и щ л  ( г  €  [0 , В ] ) с  у с л о в и е м  д г с (£ ,  0 )  =  0  в  с и л у  

с ф е р и ч е с к о й  с и м м е т р и и  д е г а з а ц и и .  С р а з у  о т м е т и м ,  ч т о  п р и  ч и с л е н н о м  м о -

г = 0

д л я  у р а в н е н и я  д и ф ф у з и и  ( 2 . 1 8 )  в с л е д с т в и е  п р е д е л в н о г о  п е р е х о д а

Е с л и  в а к у у м н а я  с и с т е м а  н е д о с т а т о ч н о  м о щ н а я ,  т о  с л е д у е т  у ч е с т в  в о з ­

в р а т  ч а с т и  д е с о р б и р о в а в ш е г о с я  в о д о р о д а :  в  п р а в в г х  ч а с т я х  г р а н и ч н в г х  

у с л о в и й  ( 2 . 2 2 ) ,  ( 2 . 2 3 )  д о б а в и т с я  с л а г а е м о е  д з ( Т ) р ( £ ) ,  г д е  д  —  к и н е т и ч е с к а я

c ( 0 , r )  =  д ( г )  =  A  +  B r  l , r  G [p 0 , L ] ,  p 0 <  L ,

t ; T ,  Q ,  с ,  —] =  f c ( t ) Q [  1 -  —( t , p ) / c ]  =  - D ( t )  —  ,
p(t)

[Q  -  - М Д ] |  =  D <t ) | | p (1) • p ( 0  =  p ° -

b ( t ) c 2 ( t ,  L )  =  - D ( t ) —  , t  G [0 , t * ].
d r  L

( 2 . 2 3 )

[ Q  -  - ( i . p ( i ) ) ] f  =  D ( i ) d - |p (1) .  p ( ° )  =  P 0 >

d c
—( t ,  p ( t ) )  =  с ,  b ( t ) - 2 ( t ,  L )  =  - D ( t ) —  ,

d r  L
( 2 . 2 4 )

d r —( t ,  r ) r  1 =  ( d r —( t ,  r )  — d r —( t ,  0 ) ) r  1 ^  d / c ( t ,  0 ) ,  r  ^  0 .
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к о н с т а н т а  ( б е р е м  ц  =  1 .4 6  ■ 1 0 2 1 1 / е ш 2 8 Т о г г ,  и л и  п р и  н е о б х о д и м о с т и  б о ­

л е е  т о ч н о  ц  =  ц ( Т ) ~  1 / ^ Т  [23]), 5  (Г ) — к о э ф ф и ц и е н т  п р и л и п а н и я  ( л и ш ь  

ч а с т ь  м о л е к у л ,  к о н т а к т и р у ю щ и х  с  п о в е р х н о с т ь ю ,  д и с с о ц и и р у е т с я  н а  а т о м ы  

с  п о с л е д у ю щ е й  х е м о с о р б ц и е й ) ,  р ( £ )  —  д а в л е н и е  Н  в  к а м е р е .  П р и  э т о м

П л о т н о с т ь  д е с о р б ц и и  3 ( £ )  о п р е д е л я е т с я  ф о р м а л ь н о  к а к  3  =  ( р  +  р / 0 0 ) / 0 1 , 

0 1  0 0

3 (£ )  =  0 р ( £ )  ( р  0

д ,§ р  =  Ь с 2 ( Ь с 2 ) с  с о о т в е т с т в у ю щ и м и  к о э ф ф и ц и е н т а м  и  д е с о р б ц и и  Ь.

М одель с накоплением на границе раздела ф аз. В  м о д е л и  с  б ы с т р о й  

д и ф ф у з и е й ,  к о г д а  с (£ ,  г )  =  А ( £ )  +  В ( £ ) / г ,  н е л ь з я  о д н о в р е м е н н о  п о л а г а т ь

И н а ч е  н а р у ш а е т с я  м а т е р и а л ь н ы й  б а л а н с .  К о г д а  д и ф ф у з и я  я в л я е т с я  о д н и м  

и з  л и м и т и р у ю щ и х  ф а к т о р о в  п о д о б н ы х  п р о б л е м  н е  в о з н и к а е т .  П р е д с т а в л я ­

е т с я  ц е л е с о о б р а з н ы м  з а п а с т и с ь  м о д е л ь ю ,  в  к о т о р о й  т о н к и й  с л о й  н а  г р а ­

н и ц е  р а з д е л а  ф а з  в ы д е л е н  о с о б о .  С о о б р а ж е н и я  а н а л о г и ч н ы  т е м ,  к о т о р ы е  

п р и в о д я т  к  п о н я т и ю  п о в е р х н о с т и  ч а с т и ц ы :  н е т  с и м м е т р и и  с и л  п о  р а д и у ­

с у  в  п р о т и в о п о л о ж н ы х  н а п р а в л е н и я х .  Д л я  о п р е д е л е н н о с т и  и м е е м  в  в и д у  

в а р и а н т  с  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и е й .  В  с л у ч а е  п о в е р х н о с т н о й  д е с о р б ц и и  и з м е ­

н е н и я  н е з н а ч и т е л ь н ы .  О б о з н а ч и м  к о н ц е н т р а ц и ю  н а  п о в е р х н о с т и  р а з д е л а  

ф а з  ( с ф е р е  р а д и у с а  p ( t ) )  ч е р е з  q h ( t ) -  И н д е к с  h  ( о т  h y d r i d e )  —  д л я  о т л и ч и я  

о т  п о в е р х н о с т н о й  к о н ц е н т р а ц и и  q ( t )  п р и  r  =  L .  С м ы с л  у р а в н е н и я

с о с т о и т  в  с л е д у ю щ е м .  Л и ш ь  ч а с т ь  ( п у с т ь  и  о с н о в н а я )  о с в о б о д и в ш е г о с я  в о ­

д о р о д а  у н о с и т с я  д и ф ф у з и е й ,  о с т а в ш а я с я  и д е т  н а  л о к а л ь н о е  н а к о п л е н и е .  

У б ы в а н и е  с Д £ )  с ч и т а е м  н а к о п л е н и е м  с  о т р и ц а т е л ь н ы м  з н а к о м  ( с Д £ )  <  0 ) .

В  п р а в о й  ч а с т и  у р а в н е н и я  б а л а н с а  ( 2 . 4 )  п о я в и т с я  д о п о л н и т е л ь н о е  с л а ­

г а е м о е  Б ( р ) с Д £ )  =  4 п р 2 ( £ ) с Д £ ) -  Д и ф ф е р е н ц и р у я  б а л а н с  п о  в р е м е н и ,  и з  

с о о т н о ш е н и я  ( 2 . 6 )  с  у ч е т о м  Ь с2 ( £ , В )  =  — ^ д г с ( £ ,  В )  и м е е м

[ Q  -  c ( t , p )  +  2 q h ( t ) p  4 t ) ]  p ( t )  +  <7h ( t )  =  D ( t ) d r c ( t , p ( t ) ) . ( 2 . 2 6 )

П о д с т а в л я я  q h ( t )  и з  ( 2 . 2 5 ) ,  п о л у ч а е м  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  г р а н и ц ы :

I h ( t )  =  — D ( t ) d r c ( t ,  p ) ,  b ( t ) c 2 ( t ,  L )  =  — D ( t ) d r c ( t ,  L ) .

<7h ( t )  =  I h ( t )  +  D ( t ) d r c ( t ,  p ( t ) ) ( 2 . 2 5 )

[Q  — c ( t , p )  +  2 q h ( t ) p  1 ( t ) ]  p?(t) =  — I h ( t ; T , Q , q h , q h ) .  ( 2 . 2 7 )
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В  к а ч е с т в е  м о д е л и  п л о т н о с т и  п о т о к а  р а с п а д а  г и д р и д а  м о ж н о  п р и н я т ь  

I h  =  k ( T ) Q  [1 — q h ( t ) / f h ] ,  г д е  Ch _  м а к с и м а л ь н о  в о з м о ж н а я  и з  ф и з и ч е с к и х  

с о о б р а ж е н и й  к о н ц е н т р а ц и я  ( н а п р и м е р ,  м о н о с л о й ) .

Н е о б х о д и м о  т е п е р ь  у в я з а т ь  q h ( t )  с  о б ъ е м н о й  к о н ц е н т р а ц и е й  c ( t ,  р ) .  

П р о с т е й ш и й  в а р и а н т :  c ( t ,  р )  =  g h q h ( t ) .  К о э ф ф и ц и е н т  g h  а н а л о г и ч е н  т о м у ,  

к о т о р ы й  ф и г у р и р у е т  в  у с л о в и и  c ( t ,  L )  =  g q ( t )  д л я  м о д е л и  с  п о в е р х н о с т ­

н о й  д е с о р б ц и е й .  О с т а е т с я  у т о ч н и т ь  р а с п р е д е л е н и е  в о д о р о д а  в  н а ч а л ь н о е  

к о р к е  р а с т в о р а .  П о л а г а е м  е г о  г и п е р б о л и ч е с к и м :  с ( 0 ,  r )  =  < p (r) =  A  +  B / r ,  

r  G [р о , L ] .  К о н ц е н т р а ц и ю  Ch =  <p(p 0 ) >  < p (L ) =  c o , м о ж н о  б р а т ь  р а в н о в е с ­

н о й  c  (Ch =  g h c ) .  В  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  I h ( 0 )  =  0 , н о  в  с и л у  у р а в ­

н е н и я  ( 2 . 2 5 )  и м е е м  q h ( 0 )  <  0 .  П о н и ж е н и е  к о н ц е н т р а ц и и  qh в л е ч е т  Д  >  0  и  

с у ж е н и е  я д р а  в  с о о т в е т с т в и и  с  з а к о н о м  д в и ж е н и я  г р а н и ц ы  ( 2 . 2 7 ) .

И з  ф и з и ч е с к и х  с о о б р а ж е н и й  я с н о ,  ч т о  р а с п а д  г и д р и д а  с  о г р а н и ч е н н о й  

с к о р о с т ь ю  в  я д р е  р а д и у с а  р  ^  0  н е  с м о ж е т  к о н к у р и р о в а т ь  с  н а р а с т а ю щ е й

L

П о э т о м у  qh  ^  0  д о с т а т о ч н о  б ы с т р о  п р и  р  ^  0  и  особеннос т ь  q h / р  н е  о п а с н а .  

Ч т о б ы  ф о р м а л ь н о  и з б е ж а т ь  о с о б е н н о с т и  с ф е р и ч е с к о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т ,  

м о ж н о  п е р е й т и  от r  к переменной в  =  r 2 . Д л я  о п р е д е л е н н о с т и  о с т а н о в и м с я  

н а  м о д е л и  с  п о в е р х н о с т н о й  д е с о р б ц и е й  в  к о о р д и н а т а х  ( t ,  в ) ,  в  G ( р 2 ^ 2 ) .  

О б о з н а ч и м  c ( t ,  в )  =  C (t , л /в )  =  C (t , r ) .  Т о г д а

д c  „ д г д с  д 2 C ,Лд 2 с  д с  д с  . .

в ?  =  2 Д з в '  в с  =  в С  + 2 д в  ^  т  =  D ( t )

' д  2 с  „ д с  

4 в в С  +  6  д в

О б о з н а ч и в  о б р а з  г р а н и ц ы  п р и  з а м е н е  в  =  г 2 через £  =  р 2 и  д о м н о ж а я  

у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  г р а н и ц ы  ( 2 . 2 7 )  н а  £ ,  п о л у ч а е м

[ ( Ф  -  с ( * , £ ) ) ^ £  +  2 д л ( * ) ] £ ( * )  =  - 2 £ к ( * ) ф  [1  -  9 л ( г ) / £ / ф

К р а е в ы е  у с л о в и я :  с ( £ , £ )  =  д а д ф £ ) ,  с ( £ , Ь 2 ) =  д д ( ^ ) ,

qh  =  I h  +  2 ^ ^ ! !  _ ,  q =  p s p  — b q 2 — 2 ^ в ^ д в2 — 2 Л / в п д в  
д в L 2

2.3 . П остроение разностны х схем

О с т а н о в и м с я  н а  м о д е л я х  с  л о к а л ь н ы м  р а в н о в е с и е м  с ( £ ,  р )  =  с  н а  г р а н и ц е  

р а з д е л а  ф а з .  Н а ч н е м  с  в а р и а н т а  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и и  ( 2 . 2 3 ) ,  ( 2 . 2 4 ) .  П р и  ф и ­

з и ч е с к и  р а з у м н ы х  п о р я д к а х  к о э ф ф и ц и е н т а  д и ф ф у з и и  и  р а з м е р а х  ч а с т и ц  

я в н ы е  р а з н о с т н ы е  с х е м ы  т р е б у е т  н е о п р а в д а н н о  м а л о г о  ш а г а  п о  в р е м е н и .  

П о э т о м у  в ы ч и с л и т е л ь н ы й  а л г о р и т м  (1 3 3 ]  о с н о в а н  н а  н е я в н ы х  с х е м а х .

Л овля подвиж ного фронта в узел  сетки. И с п о л ь з у е м  р а в н о м е р н у ю  

с е т к у  п о  г ,  причем р о , Ь  —  у з л ы .  Ш а г и  т п  п о  в р е м е н и  п о д б и р а ю т с я  т а к ,
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ч т о б ы  в  р а м к а х  п р и н я т ы х  а п п р о к с и м а ц и й  г р а н и ц а  р а з д е л а  ф а з  с д в и г а л а с ь  

н а  о д и н  ш а г  п о  г .  П р и  э т о м  г  =  0  м о ж е т  и  н е  о к а з а т ь с я  у з л о м .  Н о  п о с к о л ь к у  

о б ъ е м  я д р а  у б ы в а е т  к а к  р 3 , т о  у ж е  п р и  р  <  р 0 / 1 0  м о ж н о  п е р е х о д и т ь  н а  м о ­

д е л ь  д е г а з а ц и и  с  н е п о д в и ж н о й  г р а н и ц е й  б е з  в и д и м о г о  в л и я н и я  н а  г р а ф и к  

д е с о р б ц и о н н о г о  п о т о к а .  В в е д е м  с е т о ч н ы е  а п п р о к с и м а ц и и  — п  ~  с (£ п , г ) ,  

г =  0 , 1 , . . . ,  N  Рп  ~  р ( Ф ) ,  Ф  =  т 0 +  ■ ■ ■ +  т п - 1 , £0 =  0 .  П р и  э т о м  у з е л  

N  п о  г  о т в е ч а е т  п о в е р х н о с т и  ( г ^  =  В ) ,  у з е л  к п  —  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з  

н а  с л о е  п  ( г ^ п =  р п ) .  З а д а в  Н, в е л и ч и н у  Т0 п о л у ч и м  и з  у с л о в и я  р а в е н с т в а  

( с  п о г р е ш н о с т ь ю  а п п р о к с и м а ц и и )  с м е щ е н и я  г р а н и ц ы  з а  в р е м я  Т0 ш а г у  п о  г :  

| р ( 0 ) |  Т0 =  Н. О т с ю д а  в  с и л у  с о о т н о ш е н и я  ( 2 . 1 3 )  п о л у ч а е м ,  ч т о

Т0 =  Н ( Я  — с ) р 2 [ Ь ( 0 ) с 2 В 2 ] - 1 .

А н а л о г и ч н о  и з  у с л о в и я  С т е ф а н а  ( 2 . 8 )  н а  п - о м  с л о е  ( р п  Р (£п) У-

—  П_______ Ц  П 7

( Я  — с ) р п  =  В ( ф ) ^ + 1 -------^  ^  т „  =  — .
Н |/ /п |

О п и ш е м  п е р е х о д  с  п - г о  с л о я  н а  ( п  +  1 ) - й .  Г р а н и ц а  с м е щ а е т с я  н а  о д и н  

ш а г :  к п + 1  =  к п  — 1 . А п п р о к с и м и р у я  у р а в н е н и е  д и ф ф у з и и  с  п о г р е ш н о с т ь ю  

0 ( Н 2 +  т п ) ,  получаем д л я  —П + 1 л и н е й н у ю  а л г е б р а и ч е с к у ю  с и с т е м у

-Г -+ 11 +  ( 1  +  2 Н г - 1)  — П+11 — ( 2  +  5 га+1 +  2 Н г - 1)  —П + 1 =  — 5 „ + 1  —П ,

г д е  г =  к п , . . . ^  — 1 , з п + 1  =  В  1 (£га+ 1 )Н 2 / т га. С л е д у я  м е т о д у  п р о г о н к и ,  

и щ е м  р е ш е н и е  в  ф о р м е  с о о т н о ш е н и й

— V  =  а? -+11 (  ЬП-1 1 +  - Т + 1 ) ,  г =  к п  +  1 , к п  +  2 , . . . , N .  ( 2 . 2 8 )

П о д с т а в л я я  в  с и с т е м у ,  п о л у ч а е м  ф о р м у л ы  д л я  к о э ф ф и ц и е н т о в :

а п + 1  =  1  +  2 Нг - 1  Ьп + 1  =  ^ п —п  +  аП + 11 ЬП-+ 11 ( ,

г +  2  +  2 Н г - 1  — а™+11 , г 1 +  2 Н г - 1  ,

г д е  г =  к п  +  1 , . . . ,  N  — 1 . С  у ч е т о м  — п + 1 =  с  д л я  к  =  к п : ̂ ^п + 1

п + 1  _  1  +  2 Н г #г Ьп + 1  =  8 п —Г  +  с
- 1  , Ьй =--

+  2  +  2 Н г -  1 1  +  2 Н г -  1

А п п р о к с и м и р у я  д г с (£ п + 1 , N )  ~  ( —)у+ 1 — —N + 1 ) / Н  в  г р а н и ч н о м  у с л о в и и  ( 2 .9 )  

и  п о л ь з у я с ь  с в я з ь ю  ( 2 . 2 8 ) ,  п о л у ч а е м  к в а д р а т н о е  у р а в н е н и е

Н Ь ( ф + 1 ) В - 1 ( £ „ + 1 ) ( —^ ) 2 +  ( 1  — а ^ Д )  —Г 1 — а ^ Д Ь ^ Д  =  0 .



2. Диффузионная краевая задача 289

К о р н и  в е щ е с т в е н н ы  и  разных з н а к о в ,  п о э т о м у  п о л о ж и т е л в н о е  з н а ч е н и е  

и ^ + 1  о п р е д е л я е т с я  о д н о з н а ч н о .  И т а к ,  п о с л е д о в а т е л в н о  вычисляем в е л и -  

ч и н в 1 аП + 1  и  Ь£ + 1  п р и  к  =  к га, а^ и  Ь  д л я  номеров г =  к п  +  1 , . . . ,  N  — 1 , 

д а л е е  з н а ч е н и я  г д + 1 и  Г Д + 1, г =  N  — 1 , . . . . к „ ,  Ц П У  =  с .

О п и ш е м  м о д и ф и к а ц и ю  м е т о д а  д л я  м о д е л и  с  п о в е р х н о с т н о й  д е с о р б ц и ­

е й .  П о с к о л в к у  н а ч а л в н о е  р а с п р е д е л е н и е  п о с т о я н н о  ( < р ( г )  =  с ) ,  т о  г р а н и ц а  

в н а ч а л е  и м е е т  н у л е в у ю  с к о р о с т и :  ( ф  — с ) р ) ( 0 )  =  ^ ( 0 ) < р ' ( р 0 ) =  0 .  С л е д о в а -  

т е л в н о ,  н а  н а ч а л ь н ы й  ш а г  п о  в р е м е н и  н е т  формальных о г р а н и ч е н и й .  Ч и с ­

л е н н о  в о з м у щ е н и е ,  и н и ц и и р о в а н н о е  д е с о р б ц и е й  с  п о в е р х н о с т и ,  д о й д е т  д о  

г р а н и ц ы  р а з д е л а  ф а з  ч е р е з  н е с к о л ь к о  с л о е в  п о  в р е м е н и .  К о г д а  в о з м у щ е н и е  

д о с т и г н е т  г р а н и ц ы  ( т о  е с т ь  п р и б л и ж е н и е  ^ ( £ ) д г с ( £ ,  р )  с т а н е т  о т л и ч н ы м  о т  

н у л я ) ,  с л е д у е т  в ы б и р а т ь  ш а г  п о  в р е м е н и  т п  д л я  к а ж д о г о  с л о я  п  т а к ,  ч т о ­

б ы  г р а н и ц а  с м е щ а л а с ь  н а  о д и н  ш а г  п р и  п е р е х о д е  к  с л о ю  п  +  1 . Н е я в н а я  

с х е м а  с т р о и т с я  т а к  ж е ,  к а к  и  д л я  з а д а ч и  с  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и е й .  Р а з н и ­

ц а  л и ш ь  в  п о л у ч е н и и  г р а н и ч н о г о  з н а ч е н и я  Ц ^ 1 - Заменяя ф у н к ц и ю  с ( £ )  

д р о б ь ю  с ( £ ,  В ) / д ( £ )  и  а п п р о к с и м и р у я  п р о и з в о д н ы е ,  п о л у ч а е м  у р а в н е н и е

У У 1 -  У П  6 ( t „ )  , 2  + g ( t „ )  „ n  У П  -  _

т п  = — ш lU n )  +  ш U n  — 9 ( i ” ) D ( i ” )  h

О т с ю д а  я в н о  в ы р а ж а е т с я  U ' + 1 . Отметим, ч т о  g  ~  0  ( с м .  ( 2 . 2 ) ) .

М етод замены переменных. М е т о д  с о с т о и т  в  т о м ,  ч т о б ы  с в е с т и  з а д а ч у  в  

о б л а с т и  с  п о д в и ж н о й  ( с в о б о д н о й )  г р а н и ц е й  р а з д е л а  ф а з  к  д р у г о й ,  в н е ш н е  

б о л е е  г р о м о з д к о й  з а д а ч е ,  н о  в  ф и к с и р о в а н н о й  о б л а с т и .  П р и  э т о м  р а д и ­

у с  г и д р и д н о г о  я д р а  p ( t )  и г р а е т  р о л ь  ф у н к ц и о н а л ь н о г о  п а р а м е т р а  м о д е л и ,  

п о д ч и н е н н о г о  н е к о т о р о м у  д о п о л н и т е л ь н о м у  у р а в н е н и ю .

В о с п о л ь з у е м с я  с л е д у ю щ е й  з а м е н о й :  c ( t ,  r )  ^  u ( t ,  ж ) =  c ( t ,  r ) ,  г д е

c ( t , r )  =  c ( t , r )  r ,  r  G [ p ( t ) , L ] , p ( t )  >  0 ,

( t ,  r )  о  ( t ,  ж ) : r  =  p ( t )  +  ( L  — p ( t ) )  ж , ж G [ 0 , 1 ] .

П е р е х о д  к  ф у н к ц и и  c ( t ,  r )  п е р е в о д и т  у р а в н е н и е  д и ф ф у з и и  в  с ф е р и ч е с к и х  

к о о р д и н а т а х  в  у р а в н е н и е  d t c  =  D ( t ) d 2 c .  С у т ь  в т о р о й  з а м е н ы  в  т о м ,  ч т о б ы  

п е р е в е с т и  п о д в и ж н у ю  о б л а с т ь  p ( t )  <  r  <  L  в  н е п о д в и ж н у ю  0  <  ж <  1 . 

П е р в а я  з а м е н а  з а д а н а  п р и  r  >  0 ,  т. е .  п о к а  в ы п о л н е н о  н е р а в е н с т в о  p ( t )  >  0 .  

О б р а т н а я  з а м е н а  в  м о м е н т  t*  ( p ( t * )  =  0 )  о с у щ е с т в л я е т с я  т а к :

c ( t * , r )  =  c ( t * , r )  r - 1 , 0  < r  ф  L ,  c ( t * ,  0 )  = ^  l i m  ^ c ( t ,  p ( t ) ) p - 1 ( t )  =  c .

П о  с у щ е с т в у  з а д а ч и  э т а  о с о б е н н о с т ь  н о с и т  и с к у с с т в е н н ы й  х а р а к т е р :  п р и  

t  >  i ,  к о г д а  p ( i )  <  p 0 / M  ( M  =  1 0  — 1 0 0 ) ,  с л е д у е т  п е р е к л ю ч а т ь с я  н а  м о д е л ь
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д е г а з а ц и и  в  а - ф а з е .  Р а с с м о т р и м  с н а ч а л а  в а р и а н т  с  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и е й .  

К р а е в а я  з а д а ч а  в  н о в ы х  переменных п р и м е т  в и д

I = хиё+ дие * ( » ' 1 ) '  «->
и ( 0 ,  ж ) =  « о ( ж )  =  [ро  +  ( Ь  -  р о )  ж ] ^ ( р о  +  ( Ь  -  р о )  X ,  ( 2 -3 1 )

и ( £ ,  0 )  =  с  р ( £ ) ,  Ь ^ ( ^) ^  =  д ( £ ) и ( £ ,  1 )  -  Ь (^ )и 2 (£ , 1 ) ,  ( 2 . 3 2 )
( Ь  — р )  д ж  х = 1

( Ф  -  с ) р ( ^) / ) ( ^) =  ( Ь - р ) I X  х = о -  ^ ) 6 ,  р ( 0 )  =  р о .  ^2 '3 3 ^

Выберем ф  =  п т ,  ж* =  г ф  г =  0 , 1 , . . . ,  N .  Д л я  с е т о ч н о й  а п п р о к с и м а ц и и  

р е ш е н и я  ( т е п е р в  ф у н к ц и и  и )  оставляем о б о з н а ч е н и е  и .  И з  начальных д а н ­

н ы х  К ?  =  « о  (ж * ) . Д л я  р а с ч е т а  с л о я  п  +  1 и с п о л ь з у е м  п р о г о н к у :

и п + 1  =  Х + 1 (Ь? + 1  +  и Х 1) , г =  1 , . . . ,  N  -  1 .

З н а ч е н и е  р п + 1  н а х о д и м ,  а п п р о к с и м и р у я  у р а в н е н и е  ( 2 .3 3 ) :

и  п _  и  п
( ф  -  с ) р „ ( р „ + 1  -  р п )  =  т В ( ф )  ( ь 1-  р  )ф  -  т Д ф ) с .

З н а ч е н и е  К П + 1 берем и з  граничных у с л о в и й  ( 2 . 3 2 ) :  К П + 1 =  с  р п + ъ  

П р о г о н о ч н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  в ы ч и с л я ю т с я  п о  ф о р м у л а м :

Ф (Ь  -  р )  Ф2 ( Ь  -  р п ) 2

р  +  ж * (Ь  -  р )  ’ т Д ф )

п + 1  =  _____________ 1 +  7*________ , п + 1  =  аП-+11 ЬП+ 11 ( 1  -  7 г ) +  £ п + 1 и Г

* 2  +  вп + 1  -  ( 1  -  7 г)а П + 11 * 1  +  7*

г =  2 , 3 , . . . ,  N  -  1 , а п + 1 =  - 1 + ^ Д ,  ф ^ 1 =  ( 1  -  7 1 ) с  +  вп + 1 и Г .
1 2  +  в п + Х  1 1 +  7 1

З н а ч е н и е  и ( ) + 1 в ы ч и с л я е м ,  а п п р о к с и м и р у я  г р а н и ч н о е  у с л о в и е :

ь р ( ф + 1 ) (  и п + 1 -  и п - \ )  =  _
ф ( ь  -  р п + 1 ) ^ ( "п + 1 ) и м  Ь ("п + 1 ) ( и м=  д ^ о и ^ 1 -  Ь (ф + 1 ) ( и п + и

Э т о  к в а д р а т н о е  у р а в н е н и е  д л я  о п р е д е л е н и я  в е л и ч и н ы  и ^ + 1 с  в е щ е с т в е н ­

н ы м и  к о р н я м и  р а з н ы х  з н а к о в ,  в ы б и р а е м  и ^ + 1 >  0 .  Д а л е е  п о с л е д о в а т е л ь н о  

о п р е д е л я е м  а п + \  & п + \  а п + 1 > ф ^ 1 Д л я  н о м е Р о в  г =  2 , 3 , . . . ,  N  -  1 , з а т е м  

и п + \  и ^ 1 Д л я  г =  N  -  1 , N  -  2 , . . . ,  1  и * 1 =  с р п + ь
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К р а т к о  о п и ш е м  м о д и ф и к а ц и ю  д л я  м о д е л и  с  п о в е р х н о с т н о й  д е с о р б ц и е й .  

П о л а г а е м  Д г )  =  с ,  а в качестве троичного у с л о в и я  п р и  х  =  1 б у д е т

д и

Ж =  1 )  +х = 1  д Ь

9 ,  А

д  +  ь
и ( £ ,  1 )  —

Г д  д и

( Ь  — р )  д х Х= 1
( 2 . 3 4 )

Р е ш е н и е  з а д а ч и  а н а л о г и ч н о ,  о т л и ч и е  т о л в к о  в  о п р е д е л е н и и  П д А  и з

Д П + 1 — и П  =  _  А  ( Д  п  т
т  д Ь  ^

п Г д  ( Ц 5  — и п - 1 >

( Ь  — р п )

К о э ф ф и ц и е н т ы  Г ,  Ь  д  рассматриваются в  м о м е н т  в р е м е н и  ф .

Д и ф ф у з и о н н а я  д е г а з а ц и я .  Р а с с м о т р и м  о т р е з о к  в р е м е н и  [£ * ,£ * ] , п р и  

э т о м  р ( 0 ) =  0  с ( 0 , г )  =  0  ( 0 - ф а з а  к  м о м е н т у  и с ч е з а е т  и  о с т а в ш и й с я  

в о д о р о д  п о к и д а е т  м е т а л л  д и ф ф у з и о н н ы м  п у т е м ) .  К  у р а в н е н и ю  д и ф ф у ­

з и и  ( 2 . 1 8 )  в  о б л а с т и  ( £ * ,£ * )  х  ( 0 ,  Ь )  и  г р а н и ч н о м у  у с л о в и ю  ( 2 . 2 2 )  и л и  ( 2 . 2 3 )  

п р и  г  =  Ь  с л е д у е т  д о б а в и т в  у с л о в и е  с и м м е т р и и  и  н а ч а л в н ы е  д а н н ы е :

д г с ( £ ,  0 )  =  0 , £ е  [£ * ,£ * ] , е ( £ * , г )  =  < р * (г ) , г  е  [0 , Ь ] .

З д е с в  р > *(г ) —  распределение а т о м о в  в о д о р о д а ,  определяемое р е ш е н и е м  

п р е д ы д у щ е й  з а д а ч и  в  м о м е н т  в р е м е н и  £  ( с ( 0  0 ) =  с ( £ * ,  0 ) =  с ) .

З а д а ч а  р е ш а е т с я  н а  р а в н о м е р н о й  с е т к е  с  п о м о щ в ю  м е т о д а  п р о г о н к и  п р и  

у с л о в и и  симметрии в  ц е н т р е  ш а р а .  П р о г о н о ч н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  с  у ч е т о м  

с г (£ , 0 )  =  0  ( Д А 1 =  и 1п + 1 Т имеют г а д  ( 2 . 2 9 ) ,  г =  2 ,  3 , . . . , Ж  — 1 ,

а п + 1 =  [1  +  в п + 1 ] " 1 , А 1 =  5 п + 1 и п , 8 п + 1  =  Л.2 т - 1 Г - 1 (£ п + 1 ) .

В  п р е д с т а в л е н н о м  а л г о р и т м е  в ы ч и с л е н и й  и с п о л в з о в а л и с в  а п п р о к с и м а ­

ц и и  0 ( Л ,  +  т ) .  П р и б л и ж а я  п р о и з в о д н ы е  п о  г  с  п о г р е ш н о с т ь ю  0 ( Л ,2 ) ,  м о ж н о  

п о л у ч и т в  0 (Л ,2 +  т ) ,  н о  в ы р а ж е н и я  б о л е е  г р о м о з д к и е .

Р е з у л ь т а т ы  ч и с л е н н ы х  э к с п е р и м е н т о в

( т
н о с т и  т е р м о д е с о р б ц и о н н о г о  п о т о к а  в о д о р о д а  ■ ](£) =  & ( Т ( £ ) ) с 2 ( £ , Ь )  п р и  л и ­

н е й н о м  н а г р е в е ,  к о т о р ы е  и л л ю с т р и р у ю т  в л и я н и е  в а р и а ц и й  р а з л и ч н ы х  п а ­

р а м е т р о в  м о д е л и .  З н а ч е н и я  п а р а м е т р о в  с о о т в е т с т в у ю т  к р и в ы м  п о  п о р я д ­

к у  п о  о т н о ш е н и ю  к  м а к с и м у м у :  в е р х н е е  з н а ч е н и е  с о о т в е т с т в у е т  к р и в о й  с  

с а м ы м  в ы с о к и м  м а к с и м у м о м ,  н и ж н е е  —  с  с а м ы м  н и з к и м .  О с т а л ь н ы е  з н а ­

ч е н и я  п а р а м е т р о в ,  о б щ и е  д л я  в с е х  г р а ф и к о в ,  б е р у т с я  и з  т а б л и ц ы  2 . 1 .
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Т а б л и ц а  2 . 1 .  О б щ и е  з н а ч е н и я  п а р а м е т р о в

Ь0 =  7 х 10- 10 Е ь =  120 с =  0 .15 ф Т  =  0 .3 К / в Т 0 =  313 К
Е 0 =  8 х 10- 3 Е д =  50 ф  =  4 х 1022 Ь =  0 .005 р 0 =  0.0043

Л и н е й н ы е  р а з м е р ы  —  в  с а н т и м е т р а х ,  в р е м я  —  в  с е к у н д а х ,  [Е ]  =  К Л / ш о 1 е .  

К р у ж к о м  о т м е ч а е т с я  о к о н ч а н и е  г и д р и д а .  Н а б о р  з н а ч е н и й  н о с и т  и л л ю с т р а ­

т и в н ы й  х а р а к т е р ,  к а ч е с т в е н н ы й  в и д  кривых о с т а е т с я  с х о ж и м  в  ш и р о к о м  

ф и з и ч е с к и  о п р а в д а н н о м  д и а п а з о н е  и з м е н е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  м о д е л и .

Ь0
ч т и  н е  в л и я е т  н а  с п а д а ю щ и й  ф р о н т  к р и в о й .  П р и  н и з к и х  т е м п е р а т у р а х

Ь0
д е с о р б ц и я ) .  П л о щ а д в  п о д  г р а ф и к о м  п л о т н о с т и  д е с о р б ц и и  п р и  п о л н о й  д е ­

г а з а ц и и  о д н а  и  т а  ж е  д л я  в с е х  кривых ( р а з н и ц а  м о ж е т  быть л и ш ь  и з -  

з а  р а з н о г о  н а ч а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  в о д о р о д а ) .  Р и с .  2 .2  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  

э н е р г и я  а к т и в а ц и и  Е ь  с у щ е с т в е н н о  в л и я е т  н а  д и н а м и к у  в ы х о д н о г о  п о т о ­

к а ,  м е н я е т с я  к а ч е с т в е н н ы й  в и д  к р и в о й .  Ч е м  б о л ь ш е  п а р а м е т р ,  т е м  в ы ш е ,  

« к р у ч е »  к р и в а я ,  и  т е м  б о л е е  о н а  с м е щ а е т с я  в п р а в о .  Е с л и  н а ч а л ь н ы е  з н а -

Ь (0 )  =  Ь( ( 0 ) )

п р а к т и ч е с к и  в е с ь  в о д о р о д  и з  п р и п о в е р х н о с т н о г о  с л о я  и  в а р и а ц и и  з н а ч е н и й  

Ь0 , Е ь  н е  о к а з ы в а ю т  з а м е т н о г о  в л и я н и я  н а  г р а ф и к  т е р м о д е с о р б ц и и .  Ч е м  

м е д л е н н е е  д и ф ф у з и я  ( р и с .  2 .3 ,  2 . 4 ) ,  т е м  н и ж е  и  б о л е е  с м е щ е н  в п р а в о  г р а ­

ф и к .  Р и с .  2 . 5 ,  2 .6  и л л ю с т р и р у ю т  в л и я н и е  с к о р о с т и  н а г р е в а  д л я  м о д е л е й  с  

о б ъ е м н о й  и  п о в е р х н о с т н о й  д е с о р б ц и е й  ( п о  о с и  а б с ц и с с  —  т е м п е р а т у р а ) .

М о д е л ь  с  п о в е р х н о с т н о й  д е с о р б ц и е й .  К а ж д ы й  г р а ф и к  п л о т н о с т и  т е р ­

м о д е с о р б ц и и  3 (£ )  =  Ь ( Т ( £ ) ) д 2 (£ ) и л л ю с т р и р у е т  в л и я н и е  о д н о г о  п а р а м е т р а .

Ь0
ц и и  о к а з ы в а е т  в л и я н и е  н а  в с ю  к р и в у ю  в  ц е л о м  ( в  о т л и ч и е  о т  м о д е л и  б е з

Ь0
с я  в л е в о ,  с т а н о в я с ь  н и ж е  и  ш и р е .  О т л и ч и е  о т  м о д е л и  б е з  п о в е р х н о с т и  —  

в  н а к о п и т е л ь н о м  э ф ф е к т е  п о в е р х н о с т и .  Э т о т  э ф ф е к т  п р о я в л я е т  с е б я  и  н а  

р и с .  2 .8 : н е к о т о р ы й  п е р е г и б  и м е е т  м е с т о  н а  в т о р о м  ф р о н т е ,  т о г д а  к а к  у  

м о д е л и  б е з  п о в е р х н о с т и  ( с м .  р и с .  2 . 2 ) п е р е г и б  н а  п е р в о м .  А н а л о г и ч н а  с и т у ­

а ц и я  н а  р и с .  2 .9 ,  2 . 1 0 .  П р и  б о л ь ш и х  э н е р г и я х  а к т и в а ц и и  Е д  ( к о э ф ф и ц и е н т  

д и ф ф у з и и  Е ( Т )  м е н ь ш е ,  н о  б ы с т р е е  р а с т е т )  г р а ф и к  н и ж е ,  н о  « з а д е р ж а в ­

ш и й с я »  в о д о р о д  ф о р м и р у е т  п е р е г и б  н а  в т о р о м  ф р о н т е  ( п л о щ а д и  п о д г р а -  

ф и к о в  р а в н ы ) .  В  м о д е л и  б е з  я в н о г о  у ч е т а  п о в е р х н о с т и  м е н ь ш а я  д и ф ф у з и я  

« з а д е р ж и в а е т »  в е с ь  г р а ф и к  в  ц е л о м .  В л и я н и е  п р е д э к с п о н е н т ы  Е 0 а н а л о ­

г и ч н о ,  н о  м е н е е  в ы р а ж е н о .  Н а  р и с .  2 .1 1  ( в л и я н и е  к о э ф ф и ц и е н т а  б ы с т р о г о  

р а с т в о р е н и я  д )  п л о щ а д и  п о д г р а ф и к о в  с у щ е с т в е н н о  р а з л и ч н ы ,  ч т о  с в я з а ­
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н о  с  р а з л и ч н ы м  н а ч а л ь н ы м  с о д е р ж а н и е м  а т о м о в  в о д о р о д а  н а  п о в е р х н о с т и .  

П о с к о л ь к у  и м е е т  м е с т о  с о о т н о ш е н и е  д (£ )  =  с ( £ ,  Е ) / $ ,  то $  я в л я е т с я  о г р а ­

н и ч и т е л е м :  ч е м  б о л ь ш е  з н а ч е н и е  к о э ф ф и ц и е н т а  б ы с т р о й  р а с т в о р и м о с т и  

тем меньше п о в е р х н о с т н а я  к о н ц е н т р а ц и я  д (£ )  и  п л о т н о с т ь  т е р м о д е с о р б ­

ц и и  . ] ( £ ) .  Н а  р и с .  2 . 1 2  п о к а з а н о  в л и я н и е  н о р м а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  ч а ­

с т и ц  п о р о ш к а  п о  р а з м е р а м  в  м о д е л и  с  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и е й .  З а м е т е н  с г л а ­

ж и в а ю щ и й  э ф ф е к т .  Д л я  с р а в н е н и я  п р и в е д е н  г р а ф и к  ( н и ж н и й )  п л о т н о с т и  

п о т о к а  в о д о р о д а  и з  ч а с т и ц ы  с р е д н е г о  р а д и у с а .

Р и с .  2 . 1 .  В л и я н и е  п а р а м е т р а  Ьо- Р и с .  2 .2 .  В л и я н и е  п а р а м е т р а  Е ф
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Р и с .  2 . 1 1 .  В л и я н и е  п а р а м е т р а  д .  Р и с .  2 .1 2 .  В л и я н и е  р а с п р е д е л е н и я .

3 .  О б о б щ е н н а я  к р а е в а я  з а д а ч а  
Т Д С - д е г и д р и р о в а н и я

3 .1 . М о д ел и  с у ч ет о м  сж а т и я  и теп л оп огл ощ ен и я

Э ф ф е к т  о б ъ е м н о г о  с ж а т и я .  П е р е й д е м  к  м о д и ф и к а ц и и  м о д е л е й  с  у ч е ­

т о м  о б ъ е м н о г о  с ж а т и я  ч а с т и ц  п о р о ш к а .  П у с т ь  у  —  к о э ф ф и ц и е н т  с ж а т и я :  

в  п р о ц е с с е  р а з л о ж е н и я  г и д р и д а  о б ъ е м  с  V  у м е н ь ш а е т с я  д о  з н а ч е н и я  у  V  

( 0  <  у  <  1 , у  =  с о ^ р  Т  У [ Т - , Т + ] ) .  Р а з м е р ы  ч а с т и ц  с ч и т а е м  д о с т а т о ч н о  

м а л ы м и ,  ч т о б ы  в о з н и к а ю щ и е  н а п р я ж е н и я  н е  п р и в о д и л и  к  д а л ь н е й ш е м у  и з ­

м е л ь ч е н и ю .  О с т а н о в и м с я  д л я  о п р е д е л е н н о с т и  н а  м о д е л и  с  о б ъ е м н о й  д е с о р б ­

ц и е й ,  п р е н е б р е ж и м о  м а л ы м и  д е ф е к т а м и  ( щ  ~  0 ) и  р е с о р б ц и е й  ( р з р  ~  0 ) .

О б е  г р а н и ц ы  п о д в и ж н ы :  р  =  р ( £ ) ,  Ь  =  Ь ( £ ) .  У м е н ь ш е н и е  Ь ( £ )  и н и ­

ц и и р у е т с я  « п р о п а в ш и м »  о б ъ е м о м  в  р е з у л ь т а т е  п е р е с т р о й к и  р е ш е т к и  н а  

г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з .  С о к р а щ а я  м н о ж и т е л ь  4 п / 3 ,  и м е е м  с в я з ь  р (£ )  и  Ь ( £ )  

в  ф о р м е  ( 1 — у ) [ р о  — Р 3 ] =  Ь — Ь 3 . Ч т о б ы  с у щ е с т в е н н о  н е  у с л о ж н я т ь  м о д е л ь ,  

п о л а г а е м ,  ч т о  в н е ш н я я  к о р к а  к а к - б ы  « о с е д а е т  в  ц е л о м » .  П л о т н о с т ь  п о т о к а  

а т о м о в  в о д о р о д а  ( п о  н а п р а в л е н и ю  г0 в д о л ь  р а д и у с а ,  |г0| =  1 ) м о д е л и р у е м  

в ы р а ж е н и е м

] (С  г )  =  — ̂ ( Т ) д г с ( С  г )  +  с ( С  г ) с ( £ ,  г ) ,

г д е  с ( £ ,  г ) —  « в с т р е ч н а я  с к о р о с т ь  с р е д ы »  ( с  <  0 ,  у т о ч н е н и е  н и ж е ) .  З д е с ь  

м о ж н о  п р о в е с т и  а н а л о г и ю  с  д и ф ф у з и е й  п р и м е с и  в  м е д л е н н о м  в с т р е ч н о м
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потоке жидкости. При подсчете потока атомов Н  через поверхность эле­
ментарного объема в силу формулы Гаусса-Остроградского и сферической 
симметрии задачи получим под интегралом ё1уф’г0) =  г -2 дг(г2Д . Поэтому 
уравнение диффузии примет вид

где дополнительное слагаемое /  =  - дг(г2 с ф /г 2 условно можно интерпре­
тировать как плотность внутренних источников (стоков).

Уточним выражение для т(£, г). В  м о м е н т  Ь =  £0 выделим шар радиуса 
г > р и о п р е д е л и м  скорость изменения его объема V(г) в процессе сжатия. 
Обозначив радиус через Я(£) (Я(Ь0 ) =  г), получим

В  указанных предположениях (напряжения некритичны, нет растрескива­
ния) должно выполняться равенство Й(г) =  V (Ь), т. е. г2 Я =  Ь 2Ь. Образно 
говоря, пропадающий объем компенсируется внешними слоями. Поэтому 
скорость движения среды вдоль радиуса представим в форме

Отдельно прокомментируем ц(£, р) =  (1—у )р : это именно та часть скорости 
р(Ь) движения границы раздела фаз, которая инициируется сжатием. 

Дифференцируем по времени балансовое соотношение:

Первые два слагаемых относятся к процессам на границе раздела фаз 
г =  р, о с т а л ь н ы е  — на поверхности г =  Ь. Принимая во внимание баланс 
потоков на внешней границе Ь(Ь)с2(Ь,Ь) =  — Я(Ь)дгс(Ь, Ь) (нет накопления 
водорода на поверхности), приходим к условию Стефана

дг2 г дг

Л
П(г) =  -  V (Д(Ь)) =  4пг2Я(Ф).

Ль £о

Д с г )  =  ь 2 ( ь ) Ь ( ь ) г  2 =  ( 1  -  7 ) р 2 (Ь ) /?(Ь )г  2 , г  е  [ р С Д  Ь ( £ ) ] .

[ ф  -  у е ( Ь ,  р ) ]  р 2 рб(Ь) -  р 2 Я —  +  Ь с2 (Ь, Ь ) Ь 2 +  Ь 2 ^ —  ^  =  0 .

д с  
[ д  -  7 с  ос  р ( ь) 0 ] р (Ь ) =  о ( Ь )  д ф | г=р(Л ).
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Е г о  м о ж н о  в ы в е с т и  и  н е з а в и с и м о  и з  б а л а н с а

Q 5 V  —  с ( С  р ) у  5 У  =  — Б ( р ) В ( Г ) д г с ( С  р ) Д ?  +  о ( Д Г ) ,  £ У  =  — Д V  >  0 .

Т о г д а  у ж е  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  о к а ж е т с я  с л е д с т в и е м .  В  о т с у т с т в и е  с ж а т и я  

7  =  1 , Ь  =  0  и  и м е е м  р а с с м о т р е н н у ю  р а н е е  к р а е в у ю  з а д а ч у .

М о д и ф и к а ц и я  д л я  м о д е л и  с  п о в е р х н о с т н о й  д е с о р б ц и е й :

d c
0 ( t ) L - 2 ( t )  =  p s ( t ) p ( t )  -  b ( t ) q 2( t )  -  D ( t )  — p s p  &  0 .

В е л и ч и н а  0 ( t )  =  q ( t ) L 2 ( t )  п о я в и л а с в  и з - з а  н а л и ч и я  в  м а т е р и а л  и н о м  б а л а н ­

с е  д о п о л н и т е л в н о г о  с л а г а е м о г о  q S  ( L ) . И м е я  в  в и д у  п о с л е д у ю щ у ю  р а з н о с т ­

н у ю  а п п р о к с и м а ц и ю ,  п р а в и л о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  п р о и з в е д е н и я  ф у н к ц и й  

н е  и с п о л ь з у е м .  Д р о б ь  0 L - 2  ( д о м н о ж и м  ч и с л и т е л ь  и  з н а м е н а т е л ь  н а  4 п )  

р а в н а  с к о р о с т и  и з м е н е н и я  к о л и ч е с т в а  а т о м о в  в о д о р о д а  н а  п о в е р х н о с т и ,  о т ­

н е с е н н о й  к  п л о щ а д и  с ф е р ы .  Э т о  а н а л о г  п р о и з в о д н о й  q п р и  L  =  c o n s t ,  н о  

т е п е р ь  у ж е  с  у ч е т о м  и з м е н е н и я  и  с а м о й  п о в е р х н о с т и .

Простейш ая модель теплопоглощ ения. Ч т о б ы  н е  у с л о ж н я т ь  и з л о ж е ­

н и е  с ж а т и е  у ч и т ы в а т ь  н е  б у д е м ,  о б а  э ф ф е к т а  о б ъ е д и н я ю т с я  т е х н и ч е с к и м и  

в ы к л а д к а м и .  Д о  с и х  п о р  п р е д п о л а г а л о с ь ,  ч т о  н а г р е в  ч а с т и ц  п р а к т и ч е с к и  

р а в н о м е р н ы й ,  г р а д и е н т  т е м п е р а т у р ы  в  с л о е  a - ф а з ы  п р е н е б р е ж и м о  м а л .  

П о  к р а й н е й  м е р е  н а  э т о  б ы л и  н а п р а в л е н ы  о п р е д е л е н н ы е  э к с п е р и м е н т а л ь ­

н ы е  у с и л и я .  П о п ы т а е м с я  у т о ч н и т ь  м о д е л ь  с л о ж н о г о  ф и з и к о - х и м и ч е с к о г о  

п р о ц е с с а  д е г и д р и р о в а н и я  л и ш ь  в  о д н о м  н а п р а в л е н и и :  к а к  у ч е с т ь  э н д о т е р -  

м и ч н о с т ь  р а с п а д а  г и д р и д а ,  с о п р о в о ж д а ю щ е г о с я  п е р е с т р о й к о й  р е ш е т к и ?  

П р я м о й  п у т ь :  д о б а в и т ь  у р а в н е н и е  т е п л о п р о в о д н о с т и  с  у с л о в и е м  С т е ф а ­

н а  н а  п о д в и ж н о й  г р а н и ц е ,  у ч е с т ь  п е р е н о с  т е п л а  д и ф ф у н д и р у ю щ и м и  ч а ­

с т и ц а м и  ( э ф ф е к т  Д ю ф о ) ,  т е р м и ч е с к у ю  д и ф ф у з и ю  ( г р а д и е н т  т е м п е р а т у р ы  

и н и ц и и р у е т  с м е щ е н и е  ч а с т и ц  —  э ф ф е к т  С о р е ) .  Е с л и  б у д у т  з а д а н ы  в с е  д о ­

п о л н и т е л ь н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  в  т а к о й  м о д е л и ,  т о  п р и н ц и п и а л ь н ы х  п р е п я т ­

с т в и й  д л я  р е ш е н и я  п р я м о й  з а д а ч и  р а с ч е т а  J  ( t )  н е т .  Н о  р е ш е н и е  о б р а т н о й  

з а д а ч и  п а р а м е т р и ч е с к о й  и д е н т и ф и к а ц и и  п о  и з м е р е н и я м  J ( t )  о б р е ч е н о  н а  

« а л г о р и т м  п о д г о н к и » .  О б ъ я в л е н н а я  ж е  н а м и  ц е л ь  —  м о д е л и ,  о б о з р и м ы е  

с  п р а к т и ч е с к о й  т о ч к и  з р е н и я .  Э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  п о г р е ш н о с т и  о ц е н и в а ­

ю т с я  д е с я т к а м и  п р о ц е н т о в .  Л и м и т и р у ю щ и м и  ф а к т о р а м и  д л я  м а т е р и а л о в  в  

р е а л ь н ы х  у с л о в и я х  и х  и с п о л ь з о в а н и я  б у д у т ,  к а к  п р а в и л о ,  д в а - т р и  п р о ц е с с а .  

П о э т о м у  п о с т а в и м  б о л е е  с к р о м н у ю  з а д а ч у :  н е  п р и в л е к а я  д о п о л н и т е л ь н ы е  

п а р а м е т р ы ,  о ц е н и т ь  в л и я н и е  э н д о т е р м и ч н о с т и  р а с п а д а  г и д р и д а .

П р о г р е в  ч а с т и ц  г и д р и д а  з н а ч и т е л ь н о  б ы с т р е е  д и ф ф у з и и .  П о э т о м у  р а ­

з у м н о  и с к а т ь  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы  в  р а с т у щ е й  к о р к е  м е т а л л а  с  р а с ­

т в о р е н н ы м  д и ф ф у н д и р у ю щ и м  в о д о р о д о м  в  ф о р м е  к в а з и с т а ц и о н а р а

T ( t , r )  =  A ° ( t )  +  B ° ( t ) r - 1 , r  e  [ p ( t ) , L ] ,  L  =  c o n s t .

L
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Ф о р м а л ь н о  о н  п о л у ч а е т с я ,  е с л и  в  у р а в н е н и и  т е п л о п р о в о д н о с т и ,  и м е ю щ е г о  

в и д  v d t T  =  A ( d / T  +  2 d r T / r ) ,  с к о б к у  п р и р а в н я т ь  к  н у л ю  (в  о т н о с и т е л ь н о м  

м а с ш т а б е ) .  В  о т л и ч и е  о т  р а с с м о т р е н н ы х  м о д е л е й  с  б ы с т р о й  д и ф ф у з и е й ,  

н а с  и н т е р е с у е т  в а р и а н т  B ° ( t )  <  0 ,  п о с к о л ь к у  и з  ф и з и ч е с к и х  с о о б р а ж е н и й  

ф у н к ц и я  T ( t ,  r )  я в л я е т с я  в о г н у т о й  ( в ы п у к л о й  в в е р х ) .  С к о р о с т ь  н а г р е в а  м а ­

л а :  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы  н е  о ч е н ь  с и л ь н о  о т л и ч а е т с я  о т  р а в н о м е р -

T

ф а з  r  =  р  п о  с р а в н е н и ю  с  в н е ш н и м  с л о е м  r  =  L .

Р а с с м о т р и м  н а ч а л ь н ы й  в а р и а н т  у ч е т а  э н д о т е р м и ч н о с т и  р а с п а д а  г и д ­

р и д а .  П о л а г а е м ,  ч т о  в  ч а с т и ц е  п о р о ш к а  з а  в р е м я  р а с п а д а  г и д р и д  н е  у с п е ­

в а е т  с у щ е с т в е н н о  и з м е н и т ь  с в о ю  т е м п е р а т у р у  в  о т л и ч и е  о т  о к р у ж а ю щ е й  

к о р к и  м е т а л л а .  Н а п р и м е р ,  г и д р и д  с о л е п о д о б н ы й  и  п р и  м е д л е н н о м  н а г р е в е  

н е б о л ь ш о й  п о д в о д  т е п л а  к  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з  п о ч т и  п о л н о с т ь ю  « у т и ­

л и з и р у е т с я »  р а с п а д о м  ф ф а з ы .  Н а  м а л о м  п р о м е ж у т к е  в р е м е н и  [t, t  +  A t ]  

р а с п а д а е т с я  ш а р о в о й  с л о й  г и д р и д а  о б ъ е м а

=  4 п 3 - 1 [р 3 — ( р  +  А р ) 3 ] , А р  <  0 , А р  =  p ( t  +  A t )  — p ( t )  «  p ( t ) A t .

К о л и ч е с т в о  п о г л о щ е н н о г о  т е п л а  ( о н о  п р о п о р ц и о н а л ь н о  о б ъ е м у )  р а в н о  

в е л и ч и н е  P 4 п р 2 A t  с  т о ч н о с т ь ю  д о  o ( A t ) .  З д е с ь  обозначи л и  P  =  A d r T  =  

— А В ° / р 2 —  п л о т н о с т ь  т е п л о в о г о  п о т о к а .  П р и р а в н и в а я  д в а  в ы р а ж е н и я  и  

д е л я  н а  A t  ^  0 , определяем к о э ф ф и ц и е н т  B ° :  B ° ( t )  =  к р ( ^ р 2 ^ ) , к  =  0 / А . 
В  п р е д е л а х  п и к а  Т Д С - с п е к т р а  в е л и ч и н у  к, х а р а к т е р и з у ю щ у ю  т е п л о п р о ­

в о д я щ и е  с в о й с т в а  м е т а л л а  и  э н е р г е т и к у  р а с п а д а ,  с ч и т а е м  п о л о ж и т е л ь н о й  

к о н с т а н т о й .  К о э ф ф и ц и е н т  A ° ( t )  о п р е д е л я е т с я  к о н т р о л и р у е м о й  т е м п е р а т у ­

р о й  T k ( t )  н а  п о в е р х н о с т и .  Д л я  о п р е д е л е н н о с т и  с ч и т а е м  н а г р е в  л и н е й н ы м :  

T k ( t )  =  T ( t ,  L )  =  T o  +  v t . Для температуры T * в  я д р е  г и д р и д а  в ы п о л н е н о  

у с л о в и е  с и м м е т р и и  d r T * ( t ,  0 )  =  0 .  М о д е л ь  T * =  A ° ( t )  +  B ° ( t ) / r  ( r  >  0 )

B °  =  0

е т  T * =  A * ( t )  =  c o n s t .  И т а к ,  г и п е р б о л и ч е с к о е  n o  r  р а с п р е д е л е н и е  T ( t ,  r )  

н е с к о л ь к о  у м е н ь ш а е т с я  п р и  r  ^  р  +  0  п о  с р а в н е н и ю  с  T ( t ,  L )  и з - з а  э н д о т е р ­

м и ч н о с т и  р а с п а д а ,  а  я д р о  о с т а е т с я  п р о г р е т ы м  п р а к т и ч е с к и  р а в н о м е р н о :  

T * =  T o . И з - з а  з н а ч и т е л ь н о г о  р а з л и ч и я  в  т е п л о п р о в о д я щ е й  с п о с о б н о с т и  

( н а п р и м е р ,  г и д р и д  —  с о л е п о д о б н ы й )  и м е е т с я  р а з р ы в  т е м п е р а т у р ы  н а  г р а ­

н и ц е  р а з д е л а  ф а з .  П р и  р  ^  0  и м е е м  B ° ( t )  ^  0  и  п р о ц е с с  о с т а т о ч н о й  д е г а з а ­

ц и и  н а ч и н а е т с я  и  п р о т е к а е т  п р и  р а в н о м е р н о м  п р о г р е в е  ч а с т и ц ы .  П о в ы ш е ­

н и е  и н т е н с и в н о с т и  р а с п а д а  с  р о с т о м  т е м п е р а т у р ы  у ч и т ы в а е т с я  м н о ж и т е ­

л е м  k  ( Г )  в  м о д е л и  Д  =  k Q [ . . . ]  и л и  в о з м о ж н о с т ь ю  п о д д е р ж а н и я  л о к а л ь н о г о  

р а в н о в е с и я  c ( t ,  р )  =  с  п р и  и н т е н с и ф и к а ц и и  д и ф ф у з и и  и  д е с о р б ц и и .

О с т а н о в и м с я  д л я  о п р е д е л е н н о с т и  н а  м о д е л я х  с  о б ъ е м н о й  ( О Д )  и  п о ­

в е р х н о с т н о й  д е с о р б ц и е й  ( П Д ) .  В  п о с л е д н е м  с л у ч а е  в ы х о д  н а  п о в е р х н о с т ь  и
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р а с т в о р е н и е  с ч и т а е м  б ы с т р ы м и .  Д о п о л н и т е л ь н о  у ч т е м  о б р а т и м ы й  з а х в а т  

д и ф ф у н д и р у ю щ е г о  в о д о р о д а  д е ф е к т а м и  м е т а л л а  и  ч а с т и ч н у ю  р е с о р б ц и ю  

в с л е д с т в и е  д а в л е н и я  м о л е к у л я р н о г о  в о д о р о д а  в  в а к у у м н о й  к а м е р е .

П Д  -модель с теплопоглощ ением. У р а в н е н и е  д и ф ф у з и и  с  о б р а т и м ы м  

з а х в а т о м  а т о м о в  в о д о р о д а  д е ф е к т а м и  с т р у к т у р ы  м е т а л л а :

В  п р е д е л а х  п и к а  Т Д С - с п е к т р а  (Т ь е  [ Т - , Т + ] )  с ч и т а в м  щ  п о л о ж и т е л ь н ы ­

м и  к о н с т а н т а м и .  Е с л и  н у ж н о  д о п о л н и т е л ь н о  у ч е с т ь  о г р а н и ч е н н у ю  е м к о с т ь  

л о в у ш е к ,  т о  к  в е л и ч и н е  Й1 С д о б а в л я е м  м н о ж и т е л ь  [1  -  я / £ т а х ].

Д л я  в ы в о д а  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  з а п и ш е м  б а л а н с  ( Ж  =  с  +  я ) :

Q V ( p )  +  4 п  N ( t , r )  r 2 d r  +  S ( L )  { b q 2 — p s p }  d r  +  q ( t ) S ( L )  =  c o n s t .

В т о р о е  с л а г а е м о е  —  э т о  о б ъ е м н ы й  и н т е г р а л  п о  ш а р о в о м у  с л о ю  о т  о б щ е й  

к о н ц е н т р а ц и и  N ( t ,  r )  =  c ( t ,  r )  +  z ( t ,  r ) .  П р о д и ф ф е р е н ц и р у е м  м а т е р и а л ь н ы й  

б а л а н с  n o  t  с  у ч е т о м  r 2 d t N  =  d r ( r 2 D d r c ) ,  L  =  c o n s t :

Q p 2 p  — N ( t ,  р ) р 2 p  — p 2 ( D d r c )  |p +  L 2 ( D d r c )  |L +

+  q L 2 +  { b q 2 — p s p } L 2 =  0 .  ( 3 .2 )

г =

г = Ь

н и я  г р а н и ц ы  р а з д е л а  ф а з  и  н е л и н е й н о е  д и н а м и ч е с к о е  г р а н и ч н о е  у с л о в и е :

г  =  г  =  Ь

н е с т р о г и м ,  т о  с л е д у е т  о б р а т и т ь с я  к  п р и в е д е н н о м у  в ы ш е  н е з а в и с и м о м у  в ы ­

в о д у  у с л о в и я  С т е ф а н а  ( т о л ь к о  с ( £ ,  р )  з а м е н и т с я  н а  о б щ у ю  к о н ц е н т р а ц и ю  

N ( £ ,  р ) ) .  М о ж н о  п р и н я т ь  у с л о в и е  ( 3 . 4 )  п о  ф и з и ч е с к о м у  с м ы с л у  б а л а н с а  п о ­

т о к о в  н а  п о в е р х н о с т и ,  и  т о г д а  у р а в н е н и е  ( 3 . 3 )  о к а ж е т с я  с л е д с т в и е м .

П л о т н о с т ь  п о т о к а  р а с п а д а  г и д р и д а  м о д е л и р у е м  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :  

Д  =  к ( Т [£, р ] )  д  [1  -  с (Ь , р ) / с ] .  П р о к о м м е н т и р у е м  э т о т  в а р и а н т .  Р а с с м а т р и ­

в а е м ы е  м о д е л и  о т н о с я т с я  к  с и т у а ц и и ,  к о г д а  в л и я н и е  д е ф е к т о в  —  в т о р о ­

с т е п е н н ы й  ф а к т о р  н а  у р о в н е  п о п р а в к и .  Б у д е м  п о л а г а т ь ,  ч т о  н а  г р а н и ц е

—  =  щ c  — а 2 z ,  t  е  ( 0 , t * ) ,  r  е  ( p ( t ) ,  L ) ,  L  =  c o n s t .

^ r 2 D ( T  [t, r j )  ^  — a i c ( t ,  r )  +  a 2 z ( t ,  r ) ,  ( 3 .1 )

[q — N ( t , p ) ] ^  =  D ( T [ t , p j ) д д  р(д  p ( 0 )  =  p o , p ( t * ) =  0 ,  ( 3 -3 )

ddt =  p s (t l ) p ( t )  — b (T L ) q 2 ( t )  — d ^ l ) д д  д  q ( 0 )  =  q o . ( 3 -4 )
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р а з д е л а  ф а з  л о в у ш к и  н а с ы щ е н ы  д о  р а в н о в е с н о г о  у р о в н я  z ( t ,  р )  =  z ,  t  >  0 , 

а  п о т о к  р а с п а д а  п о  н а п р а в л е н и ю  к  п о в е р х н о с т и  ч а с т и ц ы  п р о п о р ц и о н а л е н  

с  — c ( t ,  р )  ( « к о н ц е н т р а ц и о н н о м у  о к н у » )  и  о г р а н и ч е н  п р е д е л в н о й  и з  ф и з и ­

ч е с к и х  с о о б р а ж е н и й  в е л и ч и н о й  k ( T ) Q .  П о  м е р е  у д а л е н и я  г р а н и ц ы  р а з д е л а

c ( t ,  r )

м и к р о п о р  в  с о о т в е т с в и и  с  у р а в н е н и я м и  ( 3 . 1 ) .  В  а н а л и т и ч е с к о м  в ы р а ж е н и и  

и з  б а л а н с а  п о т о к о в  р а с п а д а  и  д и ф ф у з и и  в д о л в  р а д и у с а  и м е е м  г р а н и ч н о е  

у с л о в и е
d c

k (T [ t , p ] )  Q  [1  — c ( t , p ( t ) )  / с ]  =  — D ( T  [ t , p ] )  —  . ( 3 .5 )
d r  p(t)

С в я з в  о б ъ е м н о й  и  п о в е р х н о с т н о й  к о н ц е н т р а ц и й  з а п и ш е м  в  п р е д п о л о ж е н и и  

б ы с т р ы х  п р о ц е с с о в  в ы х о д а  и  р а с т в о р е н и я  н а  п о в е р х н о с т и :

c ( t , L ) =  g q ( t ) ,  g  =  c o n s t ,  Г  e  [Т - , Т + ]. ( 3 .6 )

П р о с т е й ш а я  м о д е л и  т е п л о п о г л о щ е н и я  н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з :

T ( t ,  r )  =  A ° ( t )  +  B ° ( t )  r - 1 , r  e  [ p ( t ) , L ] ,  ( 3 .7 )

A ° ( t )  +  B ° ( t ) L - 1  =  T L ( t ) ,  B ° ( t )  =  Kp ( t ) p 2 ( t ) .

Начальные данные. К а к  у ж е  упоминалось, р а з у м н ы е  в а р и а н т ы  н а ч а л ь ­

н ы х  д а н н ы х  в  т о н к о м  с л о е  п р а к т и ч е с к и  н е  в л и я ю т  н а  г р а ф и к  в ы х о д н о г о  

д е с о р б ц и о н н о г о  п о т о к а  J ( t )  =  b ( TL( t ) ) q 2 ( t ) , к о г д а  т е м п е р а т у р а  с у щ е с т в е н ­

н о  п р е в ы с и т  Т о и  г и д р и д  н а ч н е т  а к т и в н о  р а с п а д а т ь с я .  Н о  д л я  ч и с л е н ­

н о г о  м о д е л и р о в а н и я  к о н к р е т и з а ц и я  н е о б х о д и м а .  Н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е

c ( 0 , r )

d t z ( 0 ,  r )  =  0  ^  a 2 z ( 0 ,  r )  =  a 1 ^ ( r )  r  e  [p0 , L ] .

П о с к о л ь к у  н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы  ( 3 . 7 )  з а в и с и т  о т  д в у х  

п а р а м е т р о в ,  т о  п о м и м о  Т ( 0 ,  L )  =  Т о  н е о б х о д и м о  е щ е  о д н о  у с л о в и е .  З а д а д и м  

н а ч а л ь н у ю  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г р а н и ц ы  р а з д е л а  ф а з  p ( 0 ) =  p 0 , |p o | ^  1 - 

Т о г д а  м о ж н о  п о д с ч и т а т ь  т е м п е р а т у р у

Т  ( 0 ,  p o )  =  A °  +  B ° p - 1 , A °  +  B ° L - 1  =  T o , B  °  =  x p o p O . ( 3 .8 )

Н а ч а л ь н ы й  т о н к и й  с л о й  м е т а л л а  ф о р м и р о в а л с я  в  у с л о в и я х  п р а к т и ч е с к и  

р а в н о м е р н о г о  н а г р е в а ,  п о э т о м у  и щ е м  д ( г )  в  ф о р м е  к в а з и с т а ц и о н а р а

д ( г )  =  A  +  B r - 1 , ip ( p o ' )  =  c h < с ,  <p ( L )  =  c o  < c h . ( 3 .9 )

З н а ч е н и е  c h сравнимо п о  п о р я д к у  с  равновесным у р о в н е м  к о н ц е н т р а ц и и  с .  

И м е е м  л и н е й н ы е  в ы р а ж е н и я  A  =  A ( c h , c o ) ,  B  =  B ( c h , c o ) .  И с к л ю ч а я  и з
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у р а в н е н и й  ( 3 . 3 ) ,  ( 3 . 5 )  п л о т н о с т ь  д и ф ф у з и о н н о г о  п о т о к а  В д г с ,  о п р е д е л я е м  

н а ч а л ь н у ю  к о н ц е н т р а ц и ю  с ( 0 , р о )  =  с ^  и з  с о о т н о ш е н и я

( Я  — с ^  — г * ) р о  =  — к ( Т [0 , р о ] ) Я [1  — с й / с ] , ^  =  с ^ а д а - 1 <  г .  ( 3 . 1 0 )

З а т е м  н а х о д и м  в е л и ч и н у  с ( 0 ,  Ь )  =  со  =  д 4 о и з  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я

к ( Т [0 , р о ] ) Я [ 1  — с й / с ] =  В ( Т [0 , р о ] ) В ( с й , с о ) р - 2 . ( 3 . 1 1 )

В  с и л у  л и н е й н о с т и  п о л у ч а ю т с я  я в н ы е  ф о р м у л ы .

З а м е ч а н и е  1 . В м е с т о  з а д а н и я  н а ч а л ь н о й  с к о р о с т и  р о м о ж н о  р а с с м о т р е т ь  

у с л о в и е  м я г к о г о  с т а р т а  н а  п о в е р х н о с т и  4 ( 0 ) =  0  ( р з р  ~  0 ):

Ь(Т о )<?о =  — Б (Т о )р '( Ь ) =  В (То )В (с й, с о )Ь - 2 , д <?о =  с о . ( 3 . 1 2 )

Т о г д а  з н а ч е н и е  р о  с т а н о в и т с я  и с к о м ы м  в  м е с т е  с  с ^ , со  и з  с и с т е м ы  у р а в н е ­

н и й  ( 3 . 1 0 ) - ( 3 . 1 2 )  с  у ч е т о м  с о о т н о ш е н и й  ( 3 . 8 ) ,  ( 3 . 9 ) .  А  и м е н н о ,  п о с л е  п о д с т а ­

н о в к и  в ы р а ж е н и я  т е м п е р а т у р ы  Т ( 0 ,  р о )  ч е р е з  р о  в  с о о т н о ш е н и е  ( 3 . 1 0 )  и м е ­

е м  с й  =  с ^ ( р о )  и  з а т е м  с о =  с о ( р о ) в  с и л у  у с л о в и я  ( 3 . 1 1 ) .  У р а в н е н и е  ( 3 . 1 2 )  

с т а н о в и т с я  с к а л я р н ы м  п о  п е р е м е н н о й  р о  и  р е ш а е т с я  ч и с л е н н о .

Л о к а л ь н о е  р а в н о в е с и е .  С т р е м я с ь  у м е н ь ш и т ь  ч и с л о  п а р а м е т р о в ,  п р е д ­

с т а в и м  м о д е л ь ,  к о г д а  д е ф е к т ы  с т р у к т у р ы  м е т а л л а  н е з н а ч и т е л ь н ы  и  и м е е т  

м е с т о  л о к а л ь н о е  р а в н о в е с и е  н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з :

§  =  Г2  • д г ( г 2 ^ ( т м ) д г ) ,  ̂ е ( 0 Л ) , г  е ( р ( ^ Ь ) ,

< р (г) =  А  +  В  — —  +  Ь р о Ь — —  1 , г  е [р о , Ь ] ,
г  Ь  — р о  Ь  — р о  г

[ Я  — с (С  р ( Я ) ]  ^  =  0 ( Т ф  р ] ) ^  р ( 0 )  =  р о ,

р (^ * )  =  0 ,  с ( С  р )  =  с ,  с ( £ , Ь )  =  д д ( ^ ) ,   ̂ е  [ 0 ,Я ],

^  =  —1Ь(Ть ) 4 2 ( ^) — ^ (Ть ) ^  ^  4 ( 0 ) =

Т (* , г )  =  А ° ( £ )  +  В ° ( Я г - 1 , г  е [ р ( * ) ,Ь ] ,

А ° ( Я +  В  ° ( £ ) Ь - 1  =  Ть ( * ) ,  В  ° ( * )  =  к  р (£ )  р 2 ( * ) .

З а м е ч а н и е  2 .  П о с к о л ь к у  в н у т р е н н е е  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  ( 3 . 5 )  з а м е н я е т с я  

л о к а л ь н ы м  р а в н о в е с и е м  с (£ ,  р )  =  с  ( к о г д а  п о т е н ц и а л ь н а я  с к о р о с т ь  р а с п а д а  

г и д р и д а  н а м н о г о  п р е в ы ш а е т  в о з м о ж н о с т и  д и ф ф у з и и  к Я  ^  —В д г с (£ ,  р ) ) ,
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т о  в  м о д е л и  « с о к р а щ а е т с я »  к о э ф ф и ц и е н т  Л ( Т ) .  Э т о  с у щ е с т в е н н о е  п р е и м у ­

щ е с т в о  п р и  р е ш е н и и  обратных з а д а ч .  С д р у г о й  стороны, и с к л ю ч а я  с  

и з  у с л о в и й  ( 3 . 3 ) ,  ( 3 . 5 ) ,  н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з  п о л у ч а е м  ( щ  =  0  г  =  0 ) :

[ ф  -  с 0 , р ) ] р 0 ) =  - Л ( Т [ £  р ] ) ф [ 1  -  с 0 , р ) / с ] ,

т . е .  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г р а н и ц ы  о г р а н и ч е н а .  П р и  и с п о л в з о в а н и и  г р а н и ч ­

н о г о  у с л о в и я  п е р в о г о  р о д а  с 0 , р )  =  с  т а к о г о  о г р а н и ч е н и я  формально н е т .  

Э т о  п р и  р  ^  0  м о ж е т  п р и в е с т и  к  о с о б е н н о с т и  в  м о д е л и .  Н о  п о  с о д е р ж а т е л ь ­

н о м у  с м ы с л у  з а д а ч и  у ж е  п р и  р  <  р* =  £ / 1 0  можно в  с и л у  ф П ( р )  ~  р 3 п е р е ­

к л ю ч а т ь с я  н а  м о д е л ь  о с т а т о ч н о й  д е г а з а ц и и ,  п р е д в а р и т е л ь н о  д о о п р е д е л и в  

р а с п р е д е л е н и е  к о н ц е н т р а ц и и  с 0 , г )  н а  о т р е з к е  [0 , р * ] с  у ч е т о м  д г с 0 , 0 ) =  0 .

Простейшая схема вычислений. Б у д е м  и м е т ь  в  в и д у  п о с л е д н ю ю  м о д е л ь  

с  л о к а л ь н ы м  р а в н о в е с и е м  н а  г р а н и ц е  а  и  0  ф а з .  У т о ч н и м  н а ч а л ь н ы е  д а н ­

н ы е  < р (г ) , Т ( 0 ,  г )  Е с л и  з а д а е т с я  т а ч а л ь н а я  с к о р о с т ь  р о , т о  п о с л е  п о д с ч е т а  

т е м п е р а т у р ы  Т ( 0 ,  р о )  согласно формулам ( 3 . 8 )  з н а ч е н и е  к о н ц е н т р а ц и и  со  

о п р е д е л я е т с я  я в н о  и з  у с л о в и я  С т е ф а н а :

( ф  -  с ф р о  =  - ^ ( Т [0 , р о ] ) £ ( с ^ , с о ) р - 2 , с^  =  с .  ( 3 . 1 3 )

Д л я  в а р и а н т а  4 ( 0 )  =  0  в  у р а в н е н и е  ( 3 . 1 3 )  н у ж н о  п о д с т а в и т ь  в ы р а ж е н и е  

т е м п е р а т у р ы  Т ( 0 ,  р о )  =  0 ( р о )  и з  с о о т н о ш е н и й  ( 3 . 8 ) ,  в ы р а з и т ь  я в н о  со  =  

с о ( р о )  и  р е ш и т ь  ч и с л е н н о  у р а в н е н и е  ( 3 . 1 2 )  о т н о с и т е л ь н о  р о  с  у ч е т о м  с^  =  с .

Д о п у с т и м о  и  р а в н о в е с н о е  р а с п р е д е л е н и е  < р (г) =  с .  Т о г д а  и з  у р а в н е н и я  

д в и ж е н и я  г р а н и ц ы  и  с о о т н о ш е н и й  ( 3 . 8 )  п о л у ч а е м  р о  =  0 ,  В ° ( 0 )  =  0 ,  т . е .

Т о

д и ф ф у з и и  в  ш а р о в о м  с л о е  г  е  ( р о , £ )  с  к р а е в ы м и  у с л о в и я м и

с ( 0 , г )  =  с ,  с 0 , р о )  =  с ,  с 0 , £ )  =  £ < ? (ф , <?(*) =  . . . ,  4 ( 0 ) =  4  =  с р - 1 .

Е с л и  с к о р о с т ь  4 ( 0 )  =  - ф Т ф с 2 с л и ш к о м  в е л и к а ,  т о  ж е с т к о с т ь  з а д а ч и  м о ж ­

н о  п о н и з и т ь ,  р а с с м о т р е в  н е  м г н о в е н н о е  п а д е о и е  давлени я  р 0 )  в  р е з у л ь т а т е  

в а к у у м и р о в а н и я ,  а  п л а в н о е  с о  з н а ч е н и я  р  ( р в ( Т о)_р ~  Ь ( Т о ) с 2 )  Д °  н у л я  

н а  м а л о м  о т р е з к е  в р е м е н и  [ 0 , 0 .  П о к а  в о з м у щ е н и е ,  в ы з в а н н о е  п о н и ж е н и -

г  =  о

с ч и т а е м  п р о г р е в  т о н к о й  к о р к и  м е т а л л а  р а в н о м е р н ы м :  Т  =  Т 0 )  =  Т о  +  

д о  н а ч а л а  и н т е н с и в н о г о  р а с п а д а  г и д р и д а  т е п л о п о г л о щ е н и е  н е с у щ е с т в е н н о .  

М о м е н т  в р е м е н и ,  к о г д а  д г с 0 о ,  р о )  =  0 ,  п р и м е м  з а  н о в о е  н а ч а л о  о т с ч е т а ,  

в о з в р а т и в ш и с ь  к  и с х о д н ы м  « н у л е в ы м »  о б о з н а ч е н и я м .  Н а ч а л ь н о е  р а с п р е ­

д е л е н и е  у ж е  п о д с ч и т а н о  и  и з  [ ф  -  с ] р о  =  ^ ( Т о ) Д . с ( 0 , р о )  вычисляем р о  <  0 .

Д а л е е  г р у б а я  с х е м а  в ы ч и с л е н и й  т а к о в а .  П о д б и р а е м  ш а г  п о  в р е м е н и  т а к ,  

ч т о б ы  т о ч к а  р 1 =  р о  +  р о т  ( в  р а м к а х  п р о с т е й ш е й  а п п р о к с и м а ц и и )  о к а з а ­

л а с ь  в  с л е д у ю щ е м  у з л е  п о  г .  О п р е д е л я е м  т е м п е р а т у р у  Т 0 ,  г )  н а  о т р е з к е
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[р  1 , Ь ]:  значение Б ° ( т ) вычисляем к а к  к  р о р \  ( т .  е  .вместо ф  и с п о л ь з у е м  

( р  1 — Р о ) / т ) ,  а  А ° ( т ) находим т о  з н а ч е н и ю  Т ь ( т ) . З а т е м  р е ш а е м  б о л е е  « м е д ­

л е н н у ю »  д и ф ф у з и о н н у ю  з а д а ч у  н е я в н ы м  м е т о д о м  н а  с л о е  Ь =  т,  г  €  [ р  1 , Ь ] .  

Ц и к л  п о в т о р я е т с я  д о  п е р е к л ю ч е н и я  н а  э т а п  о с т а т о ч н о й  д е г а з а ц и и .

О Д -м одель с теплопоглощ ением . У к а ж е м  л и ш ь  н е о б х о д и м ы е  и з м е н е ­

н и я .  Д л я  о п р е д е л е н н о с т и  и м е е м  в  в и д у  в а р и а н т  с  л о к а л ь н ы м  р а в н о в е с и е м  

н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з .  В м е с т о  д и н а м и ч е с к о г о  к р а е в о г о  у с л о в и я  б у д е т

Ь ( Т Ь) с 2 (Ь, Ь )  =  — В ( Т Ь) д г с ( Ь ,  Ь ) .  ( 3 . 1 4 )

Р а в н о в е с и е  ф г )  =  с  н е д о п у с т и м о ,  е с л и  р е ш е н и е  к р а е в о й  з а д а ч и  п о ­

н и м а т ь  в  к л а с с и ч е с к о м  с м ы с л е  и  и с п о л ь з о в а т ь  о б ы ч н ы е  р а з н о с т н ы е  а п ­

п р о к с и м а ц и и  п р о и з в о д н ы х .  П р и  ф о р м и р о в а н и и  н а ч а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  

ф г )  =  А  +  Б / г  з н а ч е н и е  р о  н е  з а д а е т с я :  в м е с т о  у р а в н е н и я  ( 3 . 1 2 )  и с п о л ь ­

з у е м  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  ( 3 . 1 4 )  п р и  Ь =  0 ,  с ( 0 ,  г )  =  ф г ) .  Б о л е е  п о д р о б н о :

А  +  Б р - 1 =  с , А  +  Б Ь - 1  =  с 0 ^  Б  =  Б ( с 0 ) .

И з  к р а е в о г о  у с л о в и я  н а х о д и м  Ь (Т 0 ) с 2 =  ^ ( Т 0 ) Б ( с 0 ) / Ь 2 ^  с 0 >  0 .  Н а ч а л ь ­

н о е  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы  п о з в о л я е т  п о л у ч и т ь  в ы р а ж е н и е

А ° ( 0 )  +  Б ° ( 0 ) Ь - 1  =  Т 0 , Б ° ( 0 )  =  к р 0 р 2  ^  Т ( 0 ,  р 0 ) =  f  ( ф ) .

О с т а е т с я  ч и с л е н н о  р е ш и т ь  у р а в н е н и е  С т е ф а н а  о т н о с и т е л ь н о  ф :

[Q  — с ] Ф  =  — В ( / ( р 0 ) ) Б ( с 0 ) р 0 2 .

Э т о  з а д а ч а  о  н е п о д в и ж н о й  т о ч к е  ( ф  =  Ф ( ф ) )  и  м о ж н о ,  в  ч а с т н о с т и ,  и с ­

п о л ь з о в а т ь  м е т о д  п р о с т о й  и т е р а ц и и .  О п и ш е м  д а л ь н е й ш у ю  с х е м у  в ы ч и с л е ­

н и й .  В ы б о р о м  ш а г а  п о  в р е м е н и  п е р е х о д и м  в  у з е л  р 1 =  р 0 + т ф  и  о п р е д е л я е м  

т е м п е р а т у р у  Т ( т , г ) ,  г  €  [ р  1 , Ь ] , и с п о л ь з у я  в м е с т о  р 1 п р и б л и ж е н и е  р 0 '

А ° ( т ) +  Б ° ( т ) Ь - 1  =  Т ( т ) ,  Б ° ( т )  =  к р 0 р 1  ( ф  -  ( р 1 — р 0 ) т - 1 ) .

Н е я в н ы м  м е т о д о м  н а  с л о е  Ь =  т р е ш а е м  д и ф ф у з и о н н у ю  з а д а ч у  н а  о т р е з к е  

[ 1 , Ь ]

ф  — д г с ( т ,  р Ц ,  п о д с т а в л я е м  в  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  г р а н и ц ы  р а з д е л а  ф а з  

^  — с ] р 1 =  Ф ( Т ) ф  в ы р а ж е н и е  Т ( т ,  р 1) ч е р е з  р 1 в  с и л у

А ° ( т ) +  Б ° ( т ) Ь - 1  =  Т  ( т ) ,  Б ° ( т ) =  к р 1 р \ .

Н а х о д и м  н е п о д в и ж н у ю  т о ч к у  ф ,  и с п о л ь з у я  н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е  ф ,  и  

п о в т о р я е м  а л г о р и т м  ц и к л и ч е с к и ,  п е р е х о д я  к  с л е д у ю щ и м  у з л а м .  О т м е т и м ,  

ч т о  п р о с т ы е  и т е р а ц и и  м о ж н о  о р г а н и з о в а т ь  и  н а  к а ж д о м  с л о е  п о  в р е м е н и :  

п о л у ч и в  п р и б л и ж е н и е  ф  м о ж н о  в е р н у т ь с я  к  р а с ч е т у  Т ( т , г ) ,  г  €  [р  1 , Ь ] ,  

и с п о л ь з у я  е г о  в м е с т о  з н а ч е н и я  р 0 в  в ы р а ж е н и и  д л я  к о э ф ф и ц и е н т а  Б ° ( т ) .
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З а м е ч а н и е  3 .  Д л я  ф о р м и р о в а н и я  н а ч а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  к о н ц е н т р а -  

с ( 0 , г )

[р о , Ь ] ,  в  п р а в о й  ч а с т и  к р а е в о г о  у с л о в и я  ( 3 . 1 4 )  д о б а в и м  с л а г а е м о е  р , в ( Т ь ) р ( £ )  

( ^ « ^ о ) р ( 0 )  =  Ь (Т о ) с 2 )  и  п р и м е м  < ^ (г) =  с . Д а л е е  б ы с т р о  у м е н ь ш а е м  д а в л е ­

н и е  р ( £ )  д о  н у л я  и  п о л у ч а е м  н о в о е  н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  в о д о р о д а .

Ч т о  к а с а е т с я  з а м е н ы  п е р е м е н н о й  0  =  г 2 , т о  п р и  Т  =  Т (£ , г )  и м е е м  

^ ( Т )  =  ^ [ £ ,  г ] .  В  п р а в о й  ч а с т и  у р а в н е н и я  д и ф ф у з и и  п р е о б р а з у е м  п р о и з ­

в о д н у ю  « ч а с т и ч н о » ,  о с т а в л я я  п о д  з н а к о м  п р о и з в о д н о й  п о т о к  ^ д г с:

д щ ( £ , г )  =  д г ( ^ ф  г ] д г с (£ ,  г ) )  +  2 г - 1 ^ [ £ ,  г ] д г с ( ^ г ) .

В  н о в ы х  п е р е м е н н ы х  (£ , 0 )  п о л у ч а е м  у р а в н е н и е  д и ф ф у з и и

д ф ( £ , 0 ) =  4 0 д ^  ( ^ [ £ ,  ^ 0 ] д ^ с ( С  0 ) )  +  6 ^ [ £ ,  л/ 0  ] д ^ с ( £ , 0 ) .

Д л я  о б р а з а  г р а н и ц ы  £  =  р 2 п р и  з а м е н е  0  =  г 2 и м е е м

[Я  — с ( С  Д £ ) ) ]  £ ( ^  =  4 £ ( ^ [ С  ^ с ( С  £ ( ^ ) .

К р а е в ы е  у с л о в и я :  с ( £ ,  £ ) =  с , Ь ( Т ь ) с 2 (С  Ь 2 ) =  — 2 ^ 0 ^ [ С  Ь ]д<9с ( С Ь 2 ) .

У ч е т  н а г р е в а  я д р а .  П р е д п о л а г а л о с ь ,  ч т о  н а г р е в  д о с т а т о ч н о  м е д л е н н ы й ,  

п р и т о к  т е п л а  н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з  п о л н о с т ь ю  у т и л и з и р у е т с я  п р о ц е с с о м  

р а с п а д а  г и д р и д а  и  я д р о  в  п р о ц е с с е  с ж а т и я  н е  у с п е в а е т  с у щ е с т в е н н о  и з м е ­

н и т ь  т е м п е р а т у р у .  Ч а с т и ц ы  п о р о ш к а  м а л ы ,  а  т е п л о ф и з и ч е с к и е  с в о й с т в а  

м е т а л л а  з н а ч и т е л ь н о  о т л и ч а ю т с я  о т ,  с к а ж е м ,  с о л е п о д о б н о г о  г и д р и д а .

С л е д у ю щ е е  п р и б л и ж е н и е  —  у ч е с т ь  н а г р е в  г и д р и д н о г о  я д р а .  И м е я  в

( )
л а г а я  в н е ш н и й  н а г р е в  л и н е й н ы м  ( Т ь (£ ) =  Т о +  Т  е [ Т - , Т + ] ) ,  б у д е м  д л я

г и д р и д н о г о  я д р а  и с к а т ь  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  т е п л о п р о в о д н о с т и

щ д 4Т * =  А * (д ; :Т *  +  2 г - 1 д г Т * ) ,  д г Т * |г = + о  =  0 ,  А* =  А * ( Т * ) ,

в  в и д е  Т * ( ^ г )  =  ^ > * (г)£  +  ф * ( г ) ,  г  е ( 0 ,  р ) .  К а ж д ы й  с ф е р и ч е с к и й  с л о й  п р о ­

г р е в а е т с я  с  п о с т о я н н о й  с к о р о с т ь ю ,  к а к  и  п о в е р х н о с т ь .  Т а к у ю  м о д е л ь  н е  и с ­

п о л ь з у е м  в  к о р к е  а - ф а з ы  и з - з а  « и с к а ж а ю щ е г о »  в л и я н и я  т е п л о п о г л о щ е н и я  

п р и  р а з л о ж е н и и  г и д р и д а .  В  м е т а л л е ,  о б л а д а ю щ е м  о т н о с и т е л ь н о  б о л ь ш и м

А

с т а ц и о н а р

Т ( С  г )  =  А ° ( £ )  +  В ° ( * )  г - 1 , г  е [ р ( * ) ,Ь ] .

Д л я  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и й  < ^ * (г ) , ф * ( г )  и м е е м  с о о т н о ш е н и я  

Д*' +  2 г - V *  =  0 , ^ * А - V *  =  ф *  +  2 г - 1 ф * ,

« М г )  =  С ,  +  Д  ф * ( г )  =  г 2 +  < 2 ^  г  +  с 3  +  Д



306 Глава IV. Задачи со свободными границами

С  у ч е т о м  р а в е н с т в а  Д * ( + 0 ) =  ф *  ( + 0 )  =  0  п о л у ч а е м  д в и ж у щ у ю с я  с о  с к о р о ­

с т ь ю  C 1  =  - *  п а р а б о л у  с  с у ж а ю щ е й с я  в о  в р е м е н и  о б л а с т ь ю  о п р е д е л е н и я :

v  V
T * ( t , r ) =  v * t  +  С 3  +  r 2 , r  G [0 , p ( t ) j .

6  A*

Э т о  п р и б л и ж е н и е  с о г л а с у е т с я  с  ф и з и ч е с к и м и  п р е д с т а в л е н и я м и .  Б е з  у ч е т а  

v *  =  0  T * =

c o n s t  t  G [0 , t* j ( p ( t * )  =  0 ) .  П у с т  в  9  —  п о г л о щ а е м о е  т е п л о  п р и  р а з л о ж е н и и  

е д и н и ц ы  о б ъ е м а  г и д р и д а .  Т о г д а  с  т о ч н о с т ь ю  д о  o ( A t ) :  A  p  ~  p A t  <  0 ,

9 [ p 3 — ( p  +  A  p ) 3 ] ^  =  A d T  4 п p 2 A t  — A * 4 n (  p  +  A  p ) 2 A t .  
l j з  d r  p  d r  - 1 Л -р + Д р

Р а з д е л и в  н а  A t  ^  0 ,  н а х о д и м  у р а в н е н и е  д л я  о п р е д е л е н и я  B ° ( t ) :

0 ( ( t )  =  3 A B ° ( t )  +  v *  v * Z  ( t ) ,  Z =  p 3 .

К о э ф ф и ц и е н т  A ° ( t )  о п р е д е л я е т с я  г р а н и ч н в ш  у с л о в и е м  н а  п о в е р х н о с т и :  

A ° ( t )  =  v t  +  T o  — B ° ( t ) / L .  Ч и с л о  п а р а м е т р о в  м о д е л и  у в е л и ч и л о с в .  Д л я  

у т о ч н е н и я  з н а ч е н и й  v * , C 3  м о ж н о  п р и  t  =  0  в о с п о л в з о в а т в с я  л и н е й н в г м и  

п о  п е р е м е н н в 1м  v * , C 3  у с л о в и я м и  н а ч а л в н о г о  с о п р я ж е н и я

T * ( 0 ,  p o )  =  T  ( 0 ,  p o ) ,  A d r T  ( 0 ,  p o )  =  A * d r T * ( 0 ,  p o ) .

Обобщ ение модели дегидрирования. П о д ы т о ж и м  и з л о ж е н и е  д и ф ф у ­

з и о н н ы х  м о д е л е й ,  у ч т я  р а с п р е д е л е н и е  р а с т в о р е н н о г о  в о д о р о д а  в  г и д р и д -  

н о м  я д р е ,  н е р а в н о м е р н о с т в  п р о г р е в а  ч а с т и ц  и  э ф ф е к т  с ж а т и я .  В  у с л о в и ­

я х  Т Д С - э к с п е р и м е н т а  т е п л о п е р е д а ч а  з н а ч и т е л в н о  б ы с т р е е  д и ф ф у з и и .  Э т о  

п о з в о л я е т  н е  у с л о ж н я т в  м о д е л и  с о в м е с т н о й  с и с т е м о й  у р а в н е н и й  в  ч а с т ­

н ы х  п р о и з в о д н ы х  ( д и ф ф у з и и  и  т е п л о п р о в о д н о с т и )  с  с о о т в е т с т в у ю щ и м и  

п е р е к р е с т н ы м и  с л а г а е м ы м и ,  п р о п о р ц и о н а л в н ы м и  в  л и н е й н о м  п р и б л и ж е ­

н и и  г р а д и е н т а м  к о н ц е н т р а ц и и  и  т е м п е р а т у р ы .  Д л я  у п р о щ е н и я  т е х н и ч е -

сс ф

Т Д С - п и к а  о т  Т  е  [ Т - , Т + ] .  Н а п р и м е р ,  д л я  г и д р и д а  э р б и я  л е в а я  и  п р а в а я  

с т е н к и  Р Т С - д и а г р а м м ы  п о ч т и  в е р т и к а л в н ы  в п л о т в  д о  д о с т а т о ч н о  в ы с о к о й  

т е м п е р а т у р ы .  П р и  н е о б х о д и м о с т и  з а в и с и м о с т и  с ( Т ) ,  ф ( Т )  м о ж н о  п о ч е р п ­

н у т ь  и з  с п р а в о ч н и к а  (2 3 ] .  С л е д у е т  т о л в к о  у ч е с т ь  с л е д у ю щ е е .  В о - п е р в ы х ,  

Р Т С - д и а г р а м м ы  я в л я ю т с я  р а в н о в е с н ы м и ,  т а к  ч т о  в  д и н а м и к е  н а  г р а н и ц е  

р а з д е л а  ф а з  и с п о л в з о в а н и е  ф у н к ц и и  св” * =  ф ( Т )  и  у с л о в и я  с ( £ ,  р )  =  с ( Т )  с о ­

о т в е т с т в у е т  к в а з и р а в н о в е с н о м у  п р и б л и ж е н и ю  д л я  к о н ц е н т р а ц и й .  М о д е л и  

р а с п а д а  Д  =  Л ( Т ) ф ( Т ) [ 1  -  с ( £ ,  р ) / с ( Т ) ]  у ж е  н е  я в л я е т с я  с т о л в  ж е с т к о й .  

В о - в т о р ы х ,  п р и  в ы в о д е  у р а в н е н и й  ( д и ф ф е р е н ц и р о в а н и и  с о о т н о ш е н и я  ма­
териального б а л а н с а )  п о я в л я ю т с я  д о п о л н и т е л ь н ы е  с л а г а е м ы е .
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Д а ж е  в  т а к о м  у п р о щ е н н о м  в и д е  м о д е л и  д е г и д р и р о в а н и я  я в л я ю т с я  п а р а ­

м е т р и ч е с к и  неопределенными. П о  к р а й н е й  м е р е ,  а в т о р у  н е и з в е с т н в 1 э к с п е ­

риментальные д а н н в г е ,  н а с т о л в к о  х о р о ш о  о б у с л о в л е н н ы е ,  ч т о б в 1 н а д е я т в с я  

н а  о д н о з н а ч н о е  о п р е д е л е н и е  т а к о г о  б о л в ш о г о  ч и с л а  п а р а м е т р о в .  К о н е ч н о ,  

в  к а ч е с т в е  н а ч а л в н ы х  п р и б л и ж е н и й  м о ж н о  и с п о л в з о в а т в  з н а ч е н и я  и з  л и т е ­

р а т у р н ы х  и с т о ч н и к о в  ( н а п р и м е р ,  к о э ф ф и ц и е н т в 1 д и ф ф у з и и  и  д е с о р б ц и и ) .  

Н о  с л е д у е т  иметь в  в и д у ,  ч т о  к о э ф ф и ц и е н т ы  н е  и з м е р я ю т с я ,  а  р а с с ч и т ы ­

в а ю т с я  в  с о о т в е т с т в и и  с  п р и н я т ы м и  м о д е л я м и ,  к о т о р ы е  м о г у т  с у щ е с т в е н ­

н о  о т л и ч а т ь с я .  М е т о д  « п о д г о н к и »  д о с т а т о ч н о  э ф ф е к т и в е н ,  к о г д а  и м е е т с я  

н а д е ж н а я  и н ф о р м а ц и я ,  п о з в о л я ю щ а я  и з  ф и з и к о - х и м и ч е с к и х  с о о б р а ж е н и й  

в ы б р а т ь  н а б о р  з н а ч е н и й  с р е д и  и х  м н о ж е с т в а  ( ч а с т о  к о н т и н у а л ь н о г о ) .  Н а ­

п р и м е р ,  о т н о с и т е л ь н о  м а л о и н ф о р м а т и в н ы е  к р и в ы е  н а с ы щ е н и я  в  м е т о д е  

п р о н и ц а е м о с т и ,  к а к  п р а в и л о ,  о б у с л о в л е н ы  н е к о т о р ы м и  к о м п л е к с а м и  п а ­

р а м е т р о в  и  о д и н а к о в о  х о р о ш о  а п п р о к с и м и р у ю т с я  н а б о р а м и  з н а ч е н и й ,  н е  

м е н я ю щ и х  с у щ е с т в е н н о  э т и  к о м п л е к с ы .

П о в е р х н о с т н а я  д е с о р б ц и я .  В ы ш е  п р е д с т а в л е н ы  м о д е л и  д л я  a - ф а з ы .  

О с т а е т с я  д о б а в и т ь  д и ф ф у з и о н н о е  у р а в н е н и е  и  к р а е в ы е  у с л о в и я  д л я  г и д -  

р и д н о г о  я д р а .  П а р а м е т р ы ,  о т н о с я щ и е с я  к  г и д р и д у ,  б у д е м  с н а б ж а т ь  з в е з ­

д о ч к о й .  П р и  э т о м ,  е с л и  о к а ж е т с я  е щ е  и  и н д е к с ,  т о  * п е р е м е щ а е м  н а ­

в е р х .  О с т а н о в и м с я  н а  м о д е л и р о в а н и и  с л е д у ю щ е г о  с ц е н а р и я  д е г и д р и р о в а -

Q
MeHa, о б у с л о в л е н н а я  д о с т а т о ч н о  с и л ь н ы м и  х и м и ч е с к и м и  с в я з я м и .  М е н ь ­

ш а я  к о н ц е н т р а ц и я  м о ж е т  б ы т ь  л и ш ь  п р и  д е к о м п о з и ц и и :  р е ш е т к а  п е р е с т р а ­

и в а е т с я  и  о б р а з у е т с я  р а с т в о р  в о д о р о д а  в  м е т а л л е .  Г и д р и д  с  к о н ц е н т р а ц и -  

Q
с т в у ю щ е м  в н е ш н е м  д а в л е н и и  м о ж е т  п о г л о щ а т ь  в о д о р о д .  К о н ц е н т р а ц и ю  н е  

с в я з а н н о г о  х и м и ч е с к и м и  с в я з я м и  д и ф ф у н д и р у ю щ е г о  в о д о р о д а  о б о з н а ч и м  

u(t, r ) ,  c * ( t ,  r )  =  u(t, r ) + Q .  Считаем u д о с т а т о ч н о  м а л о й ,  ч т о б ы  к о э ф ф и ц и -  

е и т  д и ф ф у з и и  D *  в  MeHa ( а р р е н и у с о в с к и й  п о  температуре) н е  з а в и с е л  о т  и 
( о б л а с т ь  в ы с о к и х  д а в л е н и й  и  к о н ц е н т р а ц и й  —  в н е  н а ш и х  р а с с м о т р е н и й ) :

дии =  r 2 ■ d r  {r2D*(T *м )  d r ) — а*и + а2w ,
dw
—  =  а\ и — а2 w, t e  ( 0 , t * ) ,  r e  ( 0 , p ( t ) ) .

а 1
м н о ж и т е л ь  [ 1 — w / w m a x j .  Д е ф е к т ы  у ч и т ы в а е м  н а  у р о в н е  п о п р а в к и ,  п о э т о м у  

в  п р е д е л а х  Т Д С - п и к а  п о л а г а е м  а *  =  c o n s t .  Б о л е е  д е т а л ь н о е  м о д е л и р о в а н и е  

в л и я н и я  д е ф е к т о в  —  с а м о с т о я т е л ь н а я  т е м а т и к а .  В  у с л о в и я х  в а к у у м и р о в а -  

н и я  п о  д о с т и ж е н и и  о п р е д е л е н н о й  т е м п е р а т у р ы  н а ч и н а е т с я  а к т и в и з а ц и я  

р а с п а д а  и  в с п л е с к  д е с о р б ц и и .  Д в и ж у щ а я с я  г р а н и ц а  р а з д е л а  ф а з  ( ф а з а м
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с о о т в е т с т в у ю т  р а з н ы е  р е ш е т к и )  о п р е д е л я е т с я  к р и т и ч е с к о й  к о н ц е н т р а ц и е й  

~  0  ( ф ” * ~  ф ) .  Д е с о р б ц и я  и  д и ф ф у з и я  в  а - ф а з е  а к т и в н о  п о н и ж а е т  

в б л и з и  г р а н и ц в 1 р а з д е л а  ф а з  к о н ц е н т р а ц и и  с , и  ( В *  <  В ) ,  р е ш е т к а  М е Н ст 

с т а н о в и т с я  н е у с т о й ч и в о й  и  п р о и с х о д и т  п е р е с т р о й к а .  Н а г р е в  п о в е р х н о с т и  

ч а с т и ц  д о с т а т о ч н о  медленный, ч т о б в 1 з а  в р е м я  д е г и д р и р о в а н и я  д и а п а з о н  

[ Т - , Т + ]  о к а з а л с я  небольшим и  н е  д о с т и г а л а с ь  к р и т и ч е с к а я  т е м п е р а т у р а :  

т р е б у е т с я  о б е с п е ч и т ь  « п л а в н ы й »  р а с х о д  в о д о р о д а .

Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  д л я  г и д р и д н о г о  я д р а :  и ( 4 ,  р )  =  0  д г и ( 4 ,  0 )  =  0 .

Ч т о  к а с а е т с я  о с о б е н н о с т и  п р и  г  =  0 ,  т о  п р и  ч и с л е н н о м  м о д е л и р о в а н и и  

д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й  о п е р а т о р  с л е д у е т  п р е д с т а в и т ь  в  ф о р м е

д г ( В * [ 4 ,  г ] д г и )  +  2 г - 1 В * [ 4 ,  г ] д г и .

В т о р о е  с л а г а е м о е  с  у ч е т о м  с и м м е т р и и  д г и ( 4 ,  0 )  =  0  а п п р о к с и м и р у е т с я  

в ы р а ж е н и е м  2 д г ( В * д г и )  при г  ~  0 .  П о  ф и з и ч е с к о м у  с м ы с л у  у ж е  п р и  

р  <  р о / 1 0  м о ж н о  п е р е х о д и т ь  к  м о д е л и  о с т а т о ч н о й  д е г а з а ц и и .

А н а л о г и ч н ы м  о б р а з о м  ( б е з  *) з а п и с ы в а ю т с я  у р а в н е н и я  д и ф ф у з и и  с  о б ­

р а т и м ы м  з а х в а т о м  в  ш а р о в о м  с л о е  м е т а л л а  п р и  г  е ( р ( 4 ) ,  Г ( 4 ) ) :

д с  1 д  /  д с  \

=  Г2  • д г  [Д ^ ) д Т  -  с ( 4  г )0 -  а 1 с  +  ^

д ^
—  =  а 1 с  -  а 2 щ  Г  =  Т ( 4 ,  г ) ,  ц (4 ,  г )  =  ( 1  -  у ) р р 2 ( 4 ) г - 2 .

В с л е д с т в и е  э ф ф е к т а  с ж а т и я  с  к о э ф ф и ц и е н т о м  у  е ( 0 , 1 )  переменные Г ( 4 )  

и  р (4 )  с в я з а н ы  соотношением ( 1  -  у ) [ р §  -  р 3 ] =  Г  -  Г 3 .

У р а в н е н и е  д в и ж е н и я  г р а н и ц ы  р а з д е л а  ф а з  ( у с л о в и е  С т е ф а н а ) :

д с
[ф  -  у ( с ( С  р ) +  Д 4, р ^ ] р ( ^) =  ) —   ̂ -  Д * ^ Р )

д и

д г

Т р =  Т ( С  р ( 4 ) ) ,  Т р  =  Т * (4 , р ( 4 ) ) .  Д и ф ф у з и о н н ы й  п р и т о к  а т о м о в  в о д о р о д а  и з  

г и д р и д н о г о  я д р а  з а м е д л я е т  д в и ж е н и е  г р а н и ц ы ,  п о д д е р ж и в а я  н а  в н у т р е н ­

н е й  г р а н и ц е  р а з д е л а  п о с т о я н н у ю  к о н ц е н т р а ц и ю  с* (4 , р )  =  ф  ( и ( 4 ,  р )  =  0 ) .

Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  ( 3 . 4 )  н а  в н е ш н е й  ( т о ж е  с в о б о д н о  д в и ж у щ е й с я )  п о ­

в е р х н о с т и  т р е б у е т  с л е д у ю щ е й  к о р р е к т и р о в к и :

д с
0 ( 4 ) Г - 2 (4 )  =  ц Д Д ) р ( 4 )  -  6 (Т Ь ) Д ( 4 )  -  Э ( Т Ь ) -  ^ , 0 ( 4 )  =  ? ( 4 ) Г 2 (4 ) .

д г

М о д е л ь  р а з л о ж е н и я  г и д р и д а  и  у с л о в и е  б ы с т р о г о  р а с т в о р е н и я  ( 3 . 6 )  о с т а в и м  

б е з  и з м е н е н и й .  Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з :

д с
к{Т [4, р])ф [1 -  с(4, р)/с] =  - Б ( Т [4, р]) —  _  +  В *(Т[4, р]) —

д и

р (*) ^  ^  д г



3. Обобщенная краевая задача ТДС-дегидрирования 309

Д р у г о й  в о з м о ж н ы й  в а р и а н т :  k  =  k ( T * [ t ,  p j ) .  К о г д а  п о т е н ц и а л в н а я  с к о -  

р о с т в  р а с п а д а  г и д р и д а  н а м н о г о  п р е в ы ш а е т  д и ф ф у з и о н н ы е  в о з м о ж н о с т и  

м е т а л л а ,  с о о т н о ш е н и е  з а м е н я е м  локальным р а в н о в е с и е м  c ( t ,  p )  =  с ,  и с -

k

( c ( t , L )  =  g q ( t ) ) ,  т о  и с п о л ь з у е м  у р а в н е н и е  б а л а н с а  п о т о к о в :

k + ( T L ) c ( t , L )  -  k - ( T L ) q ( t )  =  - D ^ l ) d r c ( t , L ) ,  T L ( t )  =  T ( t , L ( t ) ) .

Е с л и  н е о б х о д и м о ,  п р и  к о н ц е н т р а ц и я х  c ( t ,  L )  и  q ( t )  д о б а в л я ю т с я  « т о р м о ­

з я щ и е »  м н о ж и т е л и  [1  — q ( t ) / c j  и  [1  — c ( t ,  L ) / с  j ( с  =  р ф  9  =  k - / k + ) .

В  м е т а л л е  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы  п р и  м о н о т о н н о м  н а г р е в е  с ч и ­

т а е м  п р е ж н и м :  ( в о г н у т ы й )  г и п е р б о л и ч е с к и й  к в а з и с т а ц и о н а р .  Е с л и  у ч е с т ь  

н а г р е в  я д р а  ( н а п р и м е р ,  в  п р и б л и ж е н и и  д в и ж у щ е й с я  п а р а б о л ы ) ,  т о  т е м п е ­

р а т у р ы  Т р  и  Т р  в з а и м о с в я з а н ы  и ,  п о - в и д и м о м у ,  к о р р е к т н е е  с ч и т а т ь  а р р е -  

н и у с о в с к и й  к о э ф ф и ц и е н т  k  з а в и с я щ и м  н е  о т  Т ,  а  о т  Т д  k  =  k ( T * ) .

Е с л и  п о д д е р ж и в а т ь  о т н о с и т е л ь н о  б о л ь ш о е  д а в л е н и е  p ( t ) ,  т о  с л а г а е м о е  

p s p  в  г р а н и ч н о м  у с л о в и и  с у щ е с т в е н н о .  Т е м п е р а т у р а  к о н т р о л и р у е т с я  т о ч ­

н е е  в с л е д с т в и е  в ы с о к о й  т е п л о п р о в о д н о с т и  в о д о р о д а .  В м е с т о  з а д а н и я  T L ( t )  

м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  м о д е л ь  т е п л о о б м е н а  ( н а п р и м е р ,  Н ь ю т о н а )  м е ж д у  г а ­

з о м  и  м е т а л л о м .  П р и  г л у б о к о м  в а к у у м и р о в а н и и  п о д о й д е т  м о д е л ь  н а г р е ­

в а  и з л у ч е н и е м .  П р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  п л о щ а д ь  с о п р и к о с н о в е н и я  ч а с т и ц  п о ­

р о ш к а  н е з н а ч и т е л ь н а .  Е с л и  п о р о ш о к  с п р е с с о в а н ,  т о  с л е д у е т  и с п о л ь з о в а т ь  

м о д е л и  п е р е н о с а  в  п о р и с т о й  с р е д е .  В  п р и л о ж е н и я х  з а к о н  н а г р е в а  с л е д у е т  

с ч и т а т ь  ф у н к ц и о н а л ь н ы м  п а р а м е т р о м  ( у п р а в л е н и е м ) .  Т е м п е р а т у р у  м о ж н о  

в а р ь и р о в а т ь ,  н а п р и м е р ,  с  ц е л ь ю  с т а б и л и з а ц и и  п о т о к а  в о д о р о д а  н а  з а д а н ­

н о м  у р о в н е  ( г и д р и д н ы е  а к к у м у л я т о р ы  д л я  в о д о р о д н ы х  д в и г а т е л е й ) .  П р и ­

м е н и м ы  р а з в и т ы е  о б щ и е  м е т о д ы  м и н и м и з а ц и и  ф у н к ц и о н а л о в  (1 4 ] .

П е р е й д е м  к  н а ч а л ь н ы м  д а н н ы м .  В а р и а н т ы  и х  в ы б о р а  п о д р о б н о  о п и ­

с а н ы  д л я  a - ф а з ы .  К о г д а  д о п о л н и т е л ь н о  у ч и т ы в а е т с я  с ж а т и е ,  с л е д у е т  п о  

к о н т е к с т у  о т л и ч а т ь  L  =  L o  =  L ( 0 )  и  L  =  L ( t ) .  Ф и к с и р у е м  м а л у ю  н а ч а л ь ­

н у ю  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  г р а н и ц ы  р о  <  0  ( | р ( 0 ) |  ^  1 ) и  г и п е р б о л и ч е с к о е  

н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  к о н ц е н т р а ц и и  в о д о р о д а  ( с м .  ( 3 . 9 ) ^ ( 3 . 1 1 ) )

c ( 0 , r )  =  A  +  B r - 1 , a i c ( 0 ,  r )  =  a 2 z ( 0 , r ) ,  r  €  [p 0 , L 0 j.

Т о г д а  о д н о з н а ч н о  о п р е д е л я е т с я  и  н а ч а л ь н о е  к в а з и с т а ц и о н а р н о е  р а с п р е ­

д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы .  О с т а е т с я  у т о ч н и т ь  р а с п р е д е л е н и е  к о н ц е н т р а ц и и  

u ( 0 ,  r )  д и ф ф у н д и р у ю щ и х  а т о м о в  H  в  г и д р и д е .  П о л а г а е м

u ( 0 , r )  =  u  =  c o n s t ,  r  €  [0 , p 0 — e j ,  0  < e  ^  1 , u ( 0 , p 0 ) =  0 .

Н а  о т р е з к е  [p 0 — e ,  p 0 ] с л е д у е т  с г л а д и т ь  р а с п р е д е л е н и е  u ( 0 ,  r )  ф у н к ц и е й ,  

м о н о т о н н о  у б ы в а ю щ е й  и  в о г н у т о й .  З н а ч е н и е  d r u ( 0 ,  Р 0 ) п о д б и р а е м  т а к ,  ч т о ­
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б ы  в е л и ч и н а  В * ( Т * 0 ) д г и ( 0 ,  р 0 ) с о с т а в л я л а  м а л у ю  ч а с т и  п л о т н о с т и  д и ф ф у ­

з и о н н о г о  п о т о к а  в  а - ф а з е  ( <  1 0  — 2 0 % )  п р и  Ь =  0  г  =  р 0 - К о э ф ф и ц и е н т  

д и ф ф у з и и  В *  с у щ е с т в е н н о  м е н в ш е  В .  Д л я  л о в у ш е к  п р и м е м

В в г б о р  н а ч а л в н о й  с к о р о с т и  р 0 с о г л а с о в в ш а л с я  с  у с л о в и е м  С т е ф а н а  б е з  у ч е ­

т а  д и ф ф у з и и  в  Д ф а з е  ( с м .  ( 3 . 1 0 ) ) ,  к о т о р а я  з а м е д л я е т  д в и ж е н и е  г р а н и ц и и  

П о э т о м у  с л е д у е т  в н е с т и  п о п р а в к у ,  н е с к о л в к о  у м е н в ш и в  з н а ч е н и е  | Д0 1 - Э т и  

д е т а л и  с у щ е с т в е н н в 1 л и ш ь  в  т е х н и ч е с к о м  п л а н е  п р и  ч и с л е н н о м  м о д е л и р о ­

в а н и и :  п р и  Ь0 — р0 ^  1 н а ч а л в н а я  с т а д и я  ( Т  — Т 0 ) с л а б о  в л и я е т  л и ш ь  н а  

« х в о с т »  Т Д С - п и к а ,  н о  н е  н а  о с н о в н у ю  ( ц е н т р а л в н у ю )  е г о  ч а с т и  и  с п а д а ю ­

щ и й  ф р о н т .  Н а  к о р р е к ц и и  м о д е л е й  с  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и е й  н е  о с т а н а в л и в а ­

е м с я ,  п о с к о л в к у  т р е б у е т с я  л и ш и  д о б а в и т в  у к а з а н н в г е  к р а е в в ь е  у с л о в и я  д л я  

у р а в н е н и я  д и ф ф у з и и  в  г и д р и д н о м  я д р е .

3 .2 . Ч и сл ен н о е  р еш ен и е к р аев ой  за д а ч и  Т Д С

И з л о ж и м  п о д р о б н е е  а л г о р и т м  ч и с л е н н о г о  р е ш е н и я  к р а е в о й  з а д а ч и  Т Д С -  

д е г и д р и р о в а н и я  с  у ч е т о м  с ж а т и я  и  т е п л о п о г л о щ е н и я  ( 1 6 4 ,1 6 9 ] .  О с т а н о в и м ­

с я  н а  м о д е л и  с  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и е й  и  л о к а л в н в ш  р а в н о в е с и е м  н а  г р а н и ц е  

р а з д е л а  ф а з ,  п р е н е б р е г а я  д е ф е к т а м и  ( г  =  0  ц  =  0 ):

Т  =  А °(Ь) +  Б °(Ь) г 1, г €  [р(t ), Ь (Ь)] , (1 — 7 ) [р 0 — р 3] =  Ь 0 — ь 3, 

А °(Ь) +  Б°(Ь)Ь-  1(Ь) =  Ть (Ь), Б  °(Ь) =  к р 2(Ь)р(Ь), Ть (Ь) =  Д  +  и1.

З д е с в  с 0 =  с ( 0 , Ь 0 ) <  с  < ^  р ( 0 )  =  р 0 . В е л и ч и н н ь  Q ,  с ,  к ,  1  с ч и т а е м  

ПОСТОЯННВ1МИ в  п р е д е л а х  Т Д С - п и к а  Т  € [Т - , Т + ] .

П о с л е  т о г о  к а к  г и д р и д н о е  я д р о  и с ч е з н е т  (р (Ь * )  =  0 ) ,  п е р е х о д и м  к  з а ­

д а ч е  д е г а з а ц и и  б е з  п о д в и ж н и к  г р а н и ц  ( г  €  [0 , Ь * ] ,  Ь * =  Ь ( Ь* ) )  с  у с л о в и е м

д 4-ш (0 , г )  =  0  ^  а * и ( 0 , г )  =  а * -ш (0 , г ) ,  г  €  [0 , р 0 ].

д с  1  д
( г 2 [ В ( Г [Ь, г ] )  — с ^ , Ь €  ( 0 ,Ь * ) ,  г  €  (  р (Ь) ,Ь (Ь) ) ,

д Ь  г 2 д г

с ( 0 ,  г )  =  А  +

д с ф  = (1 - 7 )^  ^ , ^ —1с(1,р)]р(Ь) =  В (тв р ])

дс
В(Ть ) оТ т  =  —1Ъ(ТЬ)с2(Ь Ь), с {1, р(Ь)) =  о  ТЬ(Ь) = Т Ь ) ,
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с и м м е т р и и  d r c (t ,  0) =  0 и равномерным н а г р е в о м  T (t , r ) =  T L (t ) =  T (t ) : 

d t c  =  D (t ) ( d 2 c  +  2r - 1 d r c ) ,  t  e (t * , t * ) , r  e  (0 , L * ) , p>*(r ) =  c (t * , r ) , 

c | l *  =  —b c 2 (t , L * ) , d r c |r = + o  =  0 , D (t ) =  D (T (t ) ) , b (t ) =  b (T (t ) ) .

М о м е н т  в р е м е н и  t*  о п р е д е л я е т с я  у с л о в и е м  J ( t * )  =  b ( t * ) c 2 ( t * ,  L * )  ~  0 .

П р е о б р а з о в а н и е  к р а е в о й  з а д а ч и .  П р и  p  ^  L  м о ж н о  п р е н е б р е ч в  м а л ы м  

я д р о м  ф ф а з ы  и  ч и с л е н н о  п е р е к л ю ч и т в с я  н а  э т а п  д е г а з а ц и и .  Т р е б о в а н и е  

к  т о ч н о с т и  в в и ш с л е н и й  с н и ж а е т с я  н а  э т а п е  о с т а т о ч н о г о  с п а д а  д е с о р б ц и и .  

П о э т о м у  о с т а н о в и м с я  н а  с л е д у ю щ е м  в а р и а н т е :  д в и ж у щ и й с я  и  р а с ш и р я ю ­

щ и й с я  о т р е з о к  [ p ( t ) , L ( t ) ]  п р е о б р а з у е т с я  в  [0 , 1 ] с  п о с л е д у ю щ и м  в ы б о р о м  

р а в н о м е р н о й  с е т к и .  В в е д е м  с л е д у ю щ у ю  з а м е н у  п е р е м е н н ы х :

( t ,  r )  о  ( t , x ) ,  r  =  p ( t )  +  x [ L ( t )  — p ( t ) ] ,  u ( t ,  x )  =  c ( t , r ( t , x ) ) .

К р а е в а я  з а д а ч а  Т Д С - д е г и д р и р о в а н и я  п о с л е  з а м е н в 1 п е р е м е н н в г х :

£  = ( l — p?  d X  ( D ( r ) £ )  + f  x ) £ '  * e  (0- 1 *) - x  e  (0 ’ 1)’

f ( i . x )  s [ p ( t ) ( 1  — x )  +  L ( t ) x  +  ' ,  — w ( t . x ) l y T _ ,
p  +  X ( L  — p )  J L  — р

w ( t ,  x )  s  v ( t ,  r ( t ,  x ) )  =  ( 1  — -  ^ 7 »
( P  +  x ( L  — p ) ) 2 ( p  +  x ( L  — p ) ) 2 ’

/„  ч L o u o  — u p o  L o P o ( u  — u o )
u ( 0 , x )  =  —  ----------------  +  — :------------- --------- ■— —  TT, u  =  c ,

L o — p o ( L o — p o ) [  p o +  x ( L o — p o )]

u o  =  u ( 0 , 1 ) ,  [ Q  — y u ( t ,  0 ) ]  p ( t )  =

D ( T )  d u

D ( T )  d u

( L  — p )  d x x = 1

( L  — p )  d x  

=  — b ( T L ) u 2 ( t ,  1 ) ,  u ( t ,  0 )  =  u  < Q

, ( 0 ) =  o ,
x = o

(1  -  7 )  [р3  -  р 3] =  Г 0  -  Г 3 , Т ь (4 )  =  Т (4 , Г ( 4 ) )  =  Т о  +  V*,

Т  ( 4 , х )  =  А ° ( 4 )  + ------- — г , А °  +  В ° Г - 1 =  Т , В °  =  к р 2 р .
р  +  х ( Г  -  р ) ’ ь ’

Ф о р м а л ь н о  м о ж н о  з а б ы т ь  о  ф и з и ч е с к о м  с м ы с л е  ф у н к ц и и  р (4 )  к а к  г р а н и ц ы  

р а з д е л а  ф а з ,  а  Г (4 ) к а к  р а д и у с а  ч а с т и ц ы ,  и  р а с с м а т р и в а т ь  и х  к а к  ф у н к ц и ­

о н а л ь н ы е  п а р а м е т р ы .  З а м е т и м ,  ч т о  о б о б щ е н н о  к р а е в у ю  з а д а ч у  д л я  у р а в ­
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н е н и я  д и ф ф у з и и  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  с т а н д а р т н о й  ф о р м е :

Ш  =  I  ( * ■  ^  и ( 0 , х ) =  * х ) .

/ д и \
и ( Ь ,  0 ) =  и ,  (^Фэ д х )  а. _ 1 =  - Ь ( т ь ) и 2 (^, 1 ) .

Н о  з д е с ь  « к о э ф ф и ц и е н т ы »  Фг =  Ф г (Ь , х ; и ( - ) )  я в л я ю т с я  н е л и н е й н ы м и  

ф у н к ц и о н а л а м и  о т  р е ш е н и я  и .  Действительно, с ч и т а я  ф у н к ц и ю  и ( Ь ,  х )  

ф о р м а л ь н о  и з в е с т н о й ,  п о л у ч а е м  и з  у с л о в и я  С т е ф а н а  ( с  у ч е т о м  з а в и с и м о ­

с т и  т е м п е р а т у р ы  н а  ( а ,  в ) - г р а н и ц е  Т ( Ь ,  0 ) при х  =  0  о т  ф у н к ц и й  р ( Ь ) ,  д (Ь ) )  

о б ы к н о в е н н о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  д л я  р (Ь ):  р  =  С ( Ь ,  р ,  р ) .  З н а ч е ­

н и е  р о  з а д а н о ,  а  р о  в ы ч и с л я е т с я  ( с м .  п .  1 , 2  и з л о ж е н н о г о  н и ж е  а л г о р и т м а ) .  

П о  р е ш е н и ю  р ( Ь )  о д н о з н а ч н о  о п р е д е л я ю т с я  ф у н к ц и и  Ь ( Ь ) ,  / ( Ь , х ) ,  Т ( Ь , х ) .  

П о  э т и м  п р и ч и н а м  в ы ч и с л и т е л ь н ы й  а л г о р и т м  б у д е т  о с н о в а н  н а  н е я в н о й  

р а з н о с т н о й  с х е м е  и  н о с и т ь  и т е р а ц и о н н ы й  х а р а к т е р .

Неявная разностная схема. В в е д е м  р а в н о м е р н у ю  с е т к у  у з л о в  { ( x i , t n ) } :  

Х г  =  гН,  г =  0 , 1 , . . .  , И ,  Ьп  =  и т ,  г д е  Н  =  1 / И  —  ш а г  п о  п р о с т р а н с т в е н н о й  

п е р е м е н н о й ,  т —  п о  в р е м е н и .  О б о з н а ч и м  с е т о ч н ы е  а п п р о к с и м а ц и и

и г ~  u ( t n , x i ) ,  Г п  ~  L ( t n ) ,  р п  ~  р ( t n ) ,  р п  ~  P ( t n ) ,

Ь п  ~  Г ( Ь п ) ,  а п  =  0 . 5 ( П ( Т [ ф ,  х г ] )  +  П ( 7 ф п , х г - 1 ] ) ) .

И з  н а ч а л ь н ы х  д а н н ы х  и м е е м  Ц 0 =  и ( 0 , х Д  Д л я  а п п р о к с и м а ц и и  у р а в н е н и я  

д и ф ф у з и и  с  п о р я д к о м  0 ( Н 2 + т ) в  т а л е  ( х г ,  Ьп ) и с п о л ь з у е м  ч е т ы р е х т о ч е ч н ы й  

ш а б л о н  ( х г ± 1 Д п + 1 ) ,  ( х г , ф ) ,  ( x i , t n + l ) :

и Г + 1  -  Ц п  =  а п + 11 ( Ц + 1 -  и Г + 1 ) -  « п + 1  ( Ц Г + 1  -  Ц - 1 ) +

т Н 2 ( Ь п + 1  -  р п + 1 ) 2

и п + ^  и п + 1
+ к  п + 1  и г+1 и г - 1

2 Н ( Ь п + 1  -  р п + 1 )

2 а п + 1
к п + 1 =  р п+1( 1  -  х г) +  Ьп+1 х г +--------------- ■-------- -от----------------------г  -  ̂ п + 1 .

г р п + 1  +  хг(Ьп+1 -  рп+1)

К а к  в ы ч и с л я ю т с я  н е и з в е с т н ы е  п о к а  в е л и ч и н ы  р п + 1 , Ь п + 1  и  р п + 1 , Ь п + 1  у к а ­

ж е м  п о з ж е .  З д е с ь  в о с п р и н и м а е м  и х  ф о р м а л ь н о  к а к  п а р а м е т р ы .  И т е р а ц и и  

н а  к а ж д о м  с л о е  п о  в р е м е н и  б у д у т  с в я з а н ы  и м е н н о  с  у т о ч н е н и е м  п р о и з ­

в о д н ы х  р п + ь  Ь п + 1 . Д а л е е ,  у м н о ж и м  о б е  ч а с т и  п о л у ч е н н о г о  р а з н о с т н о г о  

у р а в н е н и я  н а  ( Ь п + 1 -  рп+1)2Н2, обозначим вп+1 =  ( Ь п + 1 -  р п + 1 ) 2 Н 2 / т  и
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п р и в е д е м  п о д о б н ы е  с л а г а е м ы е :

-  с * и ™+ 1  +  а * ! ? ? 1 =  — ^ и ?Л + 1  

  _ ™ + 1
Ьг =  а г :-1  +  0 . 5 ^ к ”  ( 1 ? + 1  — р ? + 1 ) ,

с г =  а ? + 1 +  аП++11 +  5 ? + Ъ  а г =  а ? + 1 — 0 . 5 Н К ? : 1  ( 1 ? + 1  — р ? + 1 ?  

С и с т е м а  р е ш а е т с я  м е т о д о м  п р о г о н к и :

и ™: 1  =  « 2+ 1 2 :  +  в ? : / , г =  1 , . . . , ^  -  1 , п  ^  1 .

У с л о в и я  у с т о й ч и в о с т и  в ы п о л н е н ы  (Н  ^  1 ) :

Ы  ^  |а г | +  |Ьг| =  а ? : 1  +  а ? ^ 1 , 5 ? + 1  >  0 .

Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  и м е ю т  в и д

3 1 " + 1 — 4  и " + 1 +  и " + 1
и ? : 1  =  п ^ ,  ^ ^ ? : 1 ) 3 Ц л 2 Н ( ь г а + 7 _: р + + 1 ) - 2 =  - ь ^ ? + 1 ) ( и ; ? + 1) 2 .

П р о г о н о ч н ы е  к о э ф ф и ц и е н т в 1 д л я  г =  2 , . . . ,  N  — 1  р а в н в 1

аП + 11 +  |  К ? + 1 ( Г „ + 1  — р ? + 1 )
а ? : 1  =  а г+ 1  =

в  " + 1 =в г+ 1  =

5 ? + 1  +  а ? : 1  +  а?  

5 2 + 1 1 "  +

+ 1
+ 1 —

а ? + 1

а ? + 1  — §  К “ + 1 ( Ь ? + 1 — 

— | К “ + 1( Ь ? + 1  — „ ? + , )

р 2+ 1 )

в ? + 1

а 2 + ‘

5 ? + 1  +  а 2 + 1 +  а 2+ 11 —
а ? + 1  _  § к ? + 1 ( ^ 2 + 1  — р ? + 1 )

« 2 + 1

Р а с с м о т р и м  л е в у ю  г р а н и ц у  п р и  г =  1 . П о д с т а в л я я  в  у р а в н е н и е

5 ? + 1  ( и ? + 1 — и П )  =  а ? : 1  +  0 . 5 Н К ? + 1 ( Г ? + 1  — р ? + 1 )  и ? + 1 —

— ( а ? : 1  +  а ? + 1 ) 1 ? + 1 +  | а ? : 1  — 0 . 5 Н К ? : 1 ( Г „ + 1  — р ? + 1 ) !  1 (? + 1

з н а ч е н и е 1 2 + 1 =  с  =  п д , п о л у ч и м

а ? : 1  =
Г? : 1  +  §  к ? + 1 ( Г „ + 1  — р п + 1 ) 

а ? : 1  +  а ? : 1  +  5 ? + 1

в ? : 1  =

5 ? + 1 1 ?  +  С
_ ? + 1  §  7>'2+1— §  К ? : 1 ( Г „ + 1  — р ? + 1 )

_ ? + 1  I „ 2 + 1+  а 2 +  5 ? + 1

1

1
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П о  з н а ч е н и я м  а П + 1  и  в П + 1  в ы ч и с л я ю т с я  а™ + 1 , * =  3 , . . . ,  N .

Д л я  н а х о ж д е н и я  П П + 1 и с п о л ь з у е м  г р а н и ч н о е  у с л о в и е

( з и п + 1 -  п - 1  +  и N - 2 )  = _
-Ь (Т  п + 1 ) ( и  п + 1 ) 2

2 ^ + 1  - р га+1 ) =  ( ь  ) ( N  ) .

П о д с т а в и м  с в я з и

и  N+ 1  =  а П+ 1  и  N+ 1  +  в  N+ 1  и П + 1  =  а П+ 1  и П + 1  +  в  N+ 1
2 =  а М -  1 и М - 1 +  1 , 1 =

и  о б о з н а ч и м

А  =  3  -  4 а ^ + 1 +  а ^ - 11 « ;П + 1 , В  =  о ^ Л в ^ 1 +  в П + \ -  4 в П + 1 . 

Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  н а  в н е ш н е й  п о в е р х н о с т и  п е р е п и ш е т с я  в  ф о р м е  

2 й Ь ( Т П + 1 ) ( В п + 1  -  р п + 1 ) В - 1 (Т П + 1 ) ( В ^ + 1 ) 2 +  А Ц ^ 1 +  В  =  0 .

В ы б и р а е м  п о л о ж и т е л ь н ы й  к о р е н ь  П ^ + 1 к в а д р а т н о г о  у р а в н е н и я .

Н а  к р а е в о й  з а д а ч е  о с т а т о ч н о й  д е г а з а ц и и  н е  о с т а н а в л и в а е м с я .

Алгоритм численного решения. Р а с с м а т р и в а е м  к р а е в у ю  з а д а ч у  Т Д С -  

д е г и д р и р о в а н и я  в  п е р е м е н н ы х  ( 4 , х ) ,  х  е  [0 , 1 ].

1 . О п р е д е л я е м  н а ч а л ь н ы е  д а н н ы е  ф ( х )  =  и ( 0 , х ) .  Д л я  э т о г о  н а х о д и м  

и о  =  и ( 0 , 1 )  и с п о л ь з у я  п р и  4 =  0  г р а н и ч н о е  у с л о в и е

В ( Т ь ) д и
=  - Ь ( Т ь ) и 2 ( 4 , 1 ) ,  Т ь  ( 4 ) =  Т о  +  « 4 ,

Х= 1( Г  -  р )  д х

и  н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  с ( 0 ,  г )  =  А  +  В / г  в  ф о р м е

ф ( х )  =  и ( 0  х )  =  Г о и о  -  и р о  +  Г о р о ( и  -  и о ) _________  и  =  _ <  ф .

, Г о -  р о  ( Г о -  р о ) [ р о  +  х ( Г о -  р о )] ,

П о л у ч а е т с я  у р а в н е н и е  с  о д н и м  п о л о ж и т е л ь н ы м  к о р н е м  и о :

и 2 +  В ( т з ) р о и  В ( т о) р о и  =  0

о +  Ь ( Т о ) Ь о ( Ь о  -  р о )  о Ь ( Т о ) Ь о ( Ь о  -  р о )  .

2 .  В ы ч и с л я е м  н а ч а л ь н у ю  с к о р о с т ь  р?о =  /6 (0 )  и з  у с л о в и я  С т е ф а н а

[ ф  -  7 й ] р о  =  Д Г( Т ( ° ' 0 ) )  ^ ' ( » ) .  ^ ' ( 0 ) =  - Г о ( Я  ~  Ио> ■
Г о -  р о  р о

З д е с ь  к о э ф ф и ц и е т  д и ф ф у з и и  я в л я е т с я  н е л и н е й н о й  ф у н к ц и е й  о т  р о .  

Т е м п е р а т у р а  Т (4 , г )  =  А ° ( 4 )  +  В ° ( 4 ) / г  в  перемениых (4 , х ) :

Т ( 4 , х )  =  Т ь (4 )  +  к р 2 р ( Ь  -  р ) ( 1  -  х )  [ Г ( р  +  х ( Г  -  р ) ) ] - 1 .
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С л е д о в а т е л ь н о ,  в ы п о л н е н о  Т ( 0 ,  0 )  =  Т 0 +  к р 0 р 0 ( Ц 0 — р 0 ) Ь - 1 =  / 0 ( р 0 ) .  

С  у ч е т о м  а р р е н и у с о в с к о й  з а в и с и м о с т и  ^ ( Т )  д л я  н а х о ж д е н и я  рф и м е е м

"0  =  — ( С  » ) р 0  ° 0  е х Р  { — / [ * А <Л >] } ■

Э т о  з а д а ч а  о  н е п о д в и ж н о й  т о ч к е :  р 0 =  Т 0 (  рф )• Функция / 0 ( ^ 0 ) л и н е й н а ,  

н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е  д л я  м е т о д а  п р о с т ы х  и т е р а ц и й  о п р е д е л я е т с я  г р а ­

ф и ч е с к и .  З н а ч е н и е  рф о п р е д е л я е т  н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  Т ( 0 , ж ) .

3. Вычисляем величину р 1 =  р0 +  тр0 и значение Ц? ~  Ц(т) из условия 
(1 — 7) [ро — р?] =  Ц  — Ц?- Определяем температуру Т(т, г) при г € [р1 ,Ь 1], 
используя в выражении В °(т) =  кр?р? вместо неизвестного пока р? на­
чальное значение р0 - В переменных (£, ж) полагаем

Т ( т , ж )  =  Т1 ( т ) +  к р  2 ̂ 0 < ^ ?  — р  ) ( 1  -  ж ) , ж  €  [0 , 1 ].
ь Ц ? [ р? +  ж (Ц ?  — р ? )]  ’

4 .  Н е я в н ы м  м е т о д о м  н а  с л о е   ̂ =  т  р е ш а е м  д и ф ф у з и о н н у ю  з а д а ч у .  П р и  

э т о м  в  ф о р м у л е ,  о п р е д е л я ю щ е й  з н а ч е н и я  К ? ,  в е л и ч и н ы р ? , Ц ? з а м е н я е м  

н а  и з в е с т н ы е  п о к а  т о л ь к о  рф и  Ц  и з  с о о т н о ш е н и я  ( 1  — 7 ) р 2 р 0 =  £ 0 -^0 - 

П о р я д о к  а п п р о к с и м а ц и и  о с т а н е т с я  п о - п р е ж н е м у  0 ( т  +  Н2 ) .

5 .  З н а я  п р и б л и ж е н н о е  з н а ч е н и е  г р а д и е н т а  с г ~  д г с ( т ,  р ? ) , п о д с т а в л я е м  

в  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  г р а н и ц ы

[ С  — 7 С ]Р 1 =  Д Т ( т ,  р ? ) ) с т  

в ы р а ж е н и е  т е м п е р а т у р ы  Т ( т ,  р ? )  ч е р е з  п е р е м е н н у ю  р ?  в  с и л у  с о о т н о ш е н и й  

А ° ( т ) +  В ° ( т ) Т - 1 ( т ) =  Т ь  ( т ) ,  В ° ( т ) =  к ф р ? .

В  п е р е м е н н ы х  (£ , ж ) получаем уравнение д л я  о п р е д е л е н и я  р ?:

-1  • Д / Д р ? ) )  _ _ д м
[С  — у ф р ?  =  — --------------- М х, Мх ~  т -

ц ?  — р ?  д ж ж= 0

1
/ 1 ( р 1 )  =  Т  ( т ) +  к р  1 р 1 ( ц 1 — р 1 ) ц 1 .

З а д а ч у  о  н е п о д в и ж н о й  т о ч к е  р? =  Т ? (  р?) р е ш а е м  п р о с т ы м и  и т е р а ц и я м и .

6. В о з в р а щ а е м с я  к  п у н к т у  3, г д е  мы в ы н у ж д е н ы  б ы л и  и с п о л ь з о в а т ь  

в м е с т о  р? значение  р 0 . Теперь уже в  в ы р а ж е н и н  В ° ( т ) =  к р ? р ?  п о д с т а в л я ­

е м  т е к у щ е е  п р и б л и ж е н и е  р? и  переходим к  пункту 4 .  В  ф о р м у л е  д л я  К ?  

и с п о л ь з у е м  з н а ч е н и е  р? и соответствующее в ы р а ж е н и е  Ц ? =  ( 1 — 7 ) р 2 р ^ - 2 . 

Т а к и х  и т е р а ц и й  ц е л е с о о б р а з н о  с д е л а т ь  н е с к о л ь к о .  Д л я  б о л е е  г р у б ы х  р а с ­

ч е т о в  э т о т  п у н к т  а л г о р и т м а  м о ж н о  о п у с т и т ь .
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Таблица 3.1. Общие значения параметров

bo =  7 ■ 10- 8 Е ь =  120 О h-
1

О О E g =  0 Q =  4 ■ 1022

со1От-Ч

00оCl E d  =  50 To =  400 T  =  0.3

со1От-Ч

юо

ko =  5 ■ 10- 5 Ek =  5 П =  0.15 Y =  0.75 к  =  105

7 .  П е р е х о д и м  н а  с л е д у ю щ и й  с л о й  п о  в р е м е н и  t  =  2 т  и  д е й с т в у е м  а н а л о ­

г и ч н о  п у н к т а м  3 - 6 :  р 2  =  P i  +  т щ  и  т . д .  К р и т е р и е м  о с т а н о в к и  в в г ч и с л е н и й  

с л у ж и т  п р а к т и ч е с к и  п о л н о е  р а з л о ж е н и е  г и д р и д а :  p ( t * )  ~  0 .

8. П е р е х о д и м  к  э т а п у  д е г а з а ц и и  м е т а л л а  с  растворенным в о д о р о д о м .

Вычислительные эксперименты. Р е с о р б ц и е й  в о д о р о д а  п р е н е б р е г а е м :  

д е р  ~  0 .  Н а  р и с у н к а х ,  и л л ю с т р и р у ю щ и х  в л и я н и е  в а р и а ц и й  к и н е т и ч е ­

с к и х  п а р а м е т р о в ,  и з о б р а ж е н ы  г р а ф и к и  п л о т н о с т и  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и и  

J  =  bcj* п р и  л и н е й н о м  н а г р е в е .  З н а ч е н и я  п а р а м е т р о в  с о о т в е т с т в у ю т  у б ы ­

в а н и ю  м а к с и м у м а .  О с т а л ь н ы е  п а р а м е т р ы ,  о б щ и е  д л я  в с е х  г р а ф и к о в ,  б е ­

р у т с я  и з  т а б л и ц ы  3 . 1 .  К р у ж к о м  о т м е ч а е т с я  м о м е н т  о к о н ч а н и я  р а с п а д а  

г и д р и д а .  Р а с п р е д е л е н и е  ч а с т и ц  п о  р а д и у с а м  н о р м а л ь н о е :  с р е д н и й  р а д и у с  

L  =  5  х  1 0 - 3  о т , a  =  1 0 - 3  c m .  И с п о л ь з о в а л с я  н а б о р  и з  1 0  р а д и у с о в ,  э т о г о  

в п о л н е  д о с т а т о ч н о  д л я  д о с т и ж е н и я  з а м е т н о г о  э ф ф е к т а  с г л а ж и в а н и я .

Н а  р и с .  3 .1  п р и в е д е н  г р а ф и к  з а в и с и м о с т и  п л о т н о с т и  п о т о к а  т е р м о д е ­

с о р б ц и и  J  о т  т е к у щ е й  т е м п е р а т у р ы  T  =  T L ( T L ( t )  о  t )  и  м а с ш т а б и р о в а н ­

н ы е  к р и в ы е  L  ■ m a x  J / [ 1 . 5  m a x L  ], p  ■ m a x  J / [2 m a x p ] .  Н а  р и с .  3 .2  п р и в е д е н ы  

г р а ф и к и  J  (T ) при E b  =  1 5 0 .  И з м е н е н и я  п о  у б ы в а н и ю  м а к с и м у м а  с л е д у ю ­

щ и е :  L  =  L m ax =  8  х  1 0 - 3 ; с  р а с п р е д е л е н и е м  ч а с т и ц  п о р о ш к а  п о  р а д и у с а м ;  

L  =  5  х  1 0 - 3 ; L  =  L m in =  2  х  1 0 - 3 . Р и с .  3 .3  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  э н е р г и я  а к т и в а ­

ц и и  д е с о р б ц и и  Е ь  с у щ е с т в е н н о  в л и я е т  н а  д и н а м и к у  п о т о к а ,  м е н я е т с я  в и д  

к р и в о й .  В а р и а ц и и  з н а ч е н и й :  Е ь  =  1 7 0 ;  1 5 0 ;  1 4 0  ( L  =  5  х  1 0 - 3 ) .  Н а  р и с .  3 .4  

J ( )

к а л ь н о е  р а в н о в е с н а я  к о н ц е н т р а ц и я  р а с т в о р е н н о г о  в о д о р о д а  с , н и ж н и й  —  

с  п л о т н о с т ь ю  п о т о к а  р а с п а д а  I h  =  k Q ( 1  — c / c )  ( k 0 =  5  ■ 1 0 - 5 , E k  =  5 ) .  

Ч е м  м е д л е н н е е  д и ф ф у з и я  ( р и с .  3 . 5 ,  3 . 6 ) ,  т е м  н и ж е  и  б о л е е  с м е щ е н  в п р а ­

в о  г р а ф и к .  Р и с .  5  и л л ю с т р и р у е т  в л и я н и е  п р е д э к с п о н е н т ы  д и ф ф у з и и  D o  

(к  =  1 0 6 ) .  И з м е н е н и я  с л е д у ю щ и е :  D 0 =  1 1  х  1 0 - 3 ; 8  х  1 0 - 3 ; 4  х  1 0 - 3 . 

В а р и а ц и и  д л я  р и с .  6  (к  =  1 0 6 ): E d  =  5 0 ;  6 0 ;  7 0 .  Р и с .  3 . 7  и л л ю с т р и р у е т  

в л и я н и е  с к о р о с т и  н а г р е в а .  И з м е н е н и я  с к о р о с т и :  T  =  0 .3 ;  0 . 2 ; 0 . 1 . Р и с .  3 .8  

о т р а ж а е т  з а в и с и м о с т ь  г р а ф и к а  п л о т н о с т и  д е с о р б ц и о н н о г о  п о т о к а  о т  к о э ф ­

ф и ц и е н т а  с ж а т и я .  П р и  э т о м  к  =  1 0 6 , у  =  0 .7 ;  0 .8 ;  0 .9 5 .
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Р и с .  3 .1 .  Г р а ф и к и  J ,  L ,  р .  Р и с .  3 . 2 .  Р а с п р е д е л е н и е  п о  L q .

x 10 x 10

Рис. 3.3. Влияние параметра E&. Рис. 3.4. Влияние параметра Äq.
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х  1017 х 1017

Рис. 3 . 5 .  Влияние параметра ^ 0 . Рис. 3 .6 .  Влияние параметра Е д .

х 10 х 10

Рис. 3.7. Влияние скорости Т. Рис. 3.8. Влияние значения 7 .
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3.3 . М одиф икация алгоритма дл я  П Д -м одели

Р а с с м о т р и м  к р а е в у ю  з а д а ч у  с  п о в е р х н о с т н о й  д е с о р б ц и е й  ( П Д ) :  

д с  1 д  /  г д с  п \

д £  =  Д  д г ( г 2 И т [ 4 , г ] ) д г  -  с ( 4 , г ) г ( 4 , г ) ] ) , г  е  ( р ( 4 ) , Г ( 4 ) )

с ( 0 ,  г )  =  А  +  В  =  Г о с о — ^  +  Г о р о  т у -— с ^ - 1 , со  =  с ( 0 ,  Г о ) ,  
г  Г о  -  р о  ( Г о  -  р о )  г

г (4 , г )  =  ( 1  -  7 ) ^  =  ^ , [ ф  -  7 с ( 4 ,  р ) ]  Р (4 ) =  В ( Т [4, р ] )  ̂

с ( 4 , р )  =  с ,  0 Г  2 =  - Ь Д ь ) ^ 2 +  в (ть ) ^т г , 0  =  ? Г 2 , с ( 4 , Г )  =  £<?(4)
д с

д г

2

Т ( 4 ,  г )  =  А ° (4 )  +  В ° ( 4 ) г  1, г  е  [p , Г ] ,  ( 1  -  7 ) [р о -  р 3 ] =  Г о -  Г ^

А ° ( 4 )  +  В ° ( 4 ) Г - 1 (4 )  =  Ть ( 4 ) ,  В ° ( 4 )  =  к р 2 ( * ) р ( * ) ,  Ть (4 )  =  Т о  +  г Г

П о с л е  т о г о  к а к  г и д р и д н о е  я д р о  и с ч е з н е т  ( р (4 * ) =  0) ,  п е р е х о д и м  к  з а д а ч е  

о с т а т о ч н о й  д е г а з а ц и и :  П (4) =  П (Т (4) ) , Ь(4) =  Ь(Т (4) ) ,

д * с  =  П ( 4 ) (д ;( с  +  2 г - 1 д г с ) , 4 е ( 4 * ,4 * ) ,  г  е  ( 0 , Г * ) ,  ^ * ( г )  =  с ( 4 * , г ) ,

Д 4 )  =  - Ь (4 )^ 2 (4 )  -  П ( 4 ) д г с ^ , д г с |г = + о =  0 ,  с ( 4 ,  Г *)  =  £ < Д ) .

М о м е н т  в р е м е н и  4* о п р е д е л я е т с я  у е л о в и е м  . ] (4 * )  =  Ь (4 * )д 2 ( Д )  ~  0 .  

П реобразование краевой задачи. П о с л е  з а м е н ы  п е р е м е н н ы х

(4 , г )  о  (4 , х ) ,  , г  =  р (4 )  +  х [ Г ( 4 )  -  р ( 4 ) ] ,  и ( 4 ,  х )  =  с ( 4 ,  г ( 4 ,  х ) )  

п о л у ч и м  к р а е в у ю  з а д а ч у :

д и  1  д  /  , „ д и  \  „ д и

Д 0 *5’) Й  +  / ( i ' ж ) й  х  е ( 0 ' 1 ) ,Ы  ( Г  -  р ) 2 д х  V д х /  ’ д х

г • 2 П ( Т )
f  (4 , х )  =  р  ( 1  -  х )  +  Г  х  +--------------— ---------   -  -ш (4, х )

■ш(4, х )  =  г  (4 , г ( 4 ,  х ) )  =

р  +  х ( Г  — р )  . Г  — р

( 1  -  7 ) р 2 р°(4 )  г 2^ (4)
( р  +  х ( Г  -  р ) ) 2  ( р  +  х ( Г  -  р ) ) 2

1
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и ( 0  х )  =  ^ и °  -  и Р °  +  и  -  и °
Ь о р о

Ь о -  Ро ( Ь о — Р о ) Ро +  х ( Ь о — Р о ) ’
и  =  с ,

[ ф  -  у и ( С  0 ) ]  р ^ )  =
Б ( Т )  д и

( Ь  -  р )  д х ж =о
р ( 0 ) =  р о , и ( £ ,  0 ) =  и ,

и ( Ь ,  1 )  =  д д ( Ь ) ,  0  =  д Ь  , © Ь  =  - Ь (Т ь ) д  -„2 ° (ть ) д и

( Ь  -  ) д х Х= 1

(1 — 7 ) [р о — р 3 (^)] =  Ь о — ь 3 (t ) , Ть (© =  Т (^ Ь (^ )  =  То +  v t ,

Т  ( С х )  — А 0 ^ )  +
в о( ^

-, В 0 =  к р 2 р , А 0 +  В  0 Ь - 1  =  Т 1
р  +  х ( Ь  -  р ) :

О б о б щ е н н о  к р а е в у ю  з а д а ч у  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  с т а н д а р т н о й  ф о р м е :  

д и  д  /  д и  \  ^ д и  ,  . , . .

ж  =  д х  Г 1 ж ) + ф 2 а х '  “ ( 0 - х ) = ^

$  д и
и ^ ,  0 ) =  и ,  и ^ ,  1 ) =  д д ^ ) ,  —  [ф з ^  =  - Ь ( Т ь ) g 2 ( t )  -  Ф 4 ^  л _  1 ‘

Н о  « к о э ф ф и ц и е н т ы »  Ф 1 ,2 =  Ф ц 2 ( t ' X ;  и ( - ) ) ,  Ф 3 ,4 =  Ф 3 ,4 ( t;  и ( - ) )  я в л я ю т с я

и

ц н ю  и ^ ,  х )  ф о р м а л ь н о  и з в е с т н о й ,  п о л у ч а е м  и з  у с л о в и я  С т е ф а н а  ( с  у ч е т о м  

з а в и с и м о с т и  Т (С  0 )  от р ( Ь ) ,  р ( © ) уравнение р  =  С ( Ь ,  р ,  р ) .  З н а ч е н и е  р о з а д а ­

н о ,  а  р о  в ы ч и с л я е т с я  ( с м .  н и ж е ) .  П о  р е ш е н и ю  р ( Г )  о п р е д е л я ю т с я  ф у н к ц и и  

Ь ^ ) ,  / (С  х ) ,  Т (С  х ) .  П о  э т и м  п р и ч и н а м  а л г о р и т м  о с н о в а н  н а  н е я в н о й  с х е м е .

Неявная разностная схема. В в е д е м  с е т к у  X i  =  гН,  г =  0 , 1 , . . .  , И ,

Ьп  =  и т ,  г д е  Н  =  1 / И  —  ш а г  п о  х ,  т —  п о  в р е м е н и .  А п п р о к с и м а ц и и :

В ™  ~  u ( t n ' x i ) ' Ь п  ~  Ь ( t n ) ' р п  ~  р ( t n ) ' р п  ~  р ( t n ) ' Ь п  ~  Ь ( t n ) '

а ™ =  0 . 5 ( ^ ( Т [ ф , х ф  +  ^ ( Т [ ф , х ^ ] ) ) .  №  н а ч а л ь н ы х  д а н н ы х  В ®  =  u ( 0 ' X i ) .  

Д л я  а п п р о к с и м а ц и и  у р а в н е н и я  д и ф ф у з и и  с  п о р я д к о м  0 ( Н 2 +  т ) в  у з л е  

( х д t n ) используем ч е т ы р е х т о ч е ч н ы й  ш а б л о н  ( х ^ ц ф щ ) ,  ( х у ф ) ,  ( х , , , ^ + 1):

в ™+ 1  -  в™

Н 2 ( Ь п + 1  р п + 1 ) 2
*П+11 (В П + 1 -  в ™ + 1 ) -

-  а п + 1 ( В п + 1  -  В Д + 1) + К п + ^ ^
В П + 1 -  В Д + 1

2Н

К П + 1 =

+

р п + 1 ( 1  -  x i ) +  Ь п + 1  x i  +

2 а
п + 1

р п + 1  +  х ^ Ь п + 1  -  р п + 1 )
-ьхП+1

( Ь п + 1  -  р п + 1 )

1

1



3. Обобщенная краевая задача ТДС-дегидрирования 321

К а к  в ы ч и с л я ю т с я  н е и з в е с т н ы е  п о к а  в е л и ч и н в 1 р га+ 1 , Г га+ 1  и  р га+ 1 , Ь га+ 1  у к а ­

ж е м  н и ж е .  З д е с в  в о с п р и н и м а е м  и х  формально к а к  п а р а м е т р ы .  И т е р а ц и и  

н а  к а ж д о м  с л о е  п о  в р е м е н и  б у д у т  с в я з а н ы  и м е н н о  с  у т о ч н е н и е м  п р о и з в о д ­

н ы х  р п + 1 , £ га+ ь  Д а л е е ,  умножим обе ч а с т и  у р а в н е н и я  н а  ( £ га + 1  — р г а + 1 ) 2 Л,2 , 

о б о з н а ч и м  з п + 1  =  ( £ п + 1  — р га+ 1 ) 2 ^ 2 / т  и  п р и в е д е м  п о д о б н ы е  с л а г а е м ы е :

Ь  Ц + 11 — Сги ™+ 1  +  ^ ги™.+11 =  — в п + 1 Ц Р ,  

Ьг =  а т + 11 +  0 . 5 ^ к ” + 1 ( Ь га+ 1  — р ^ + Д ^  

с г =  а 7 + 1 +  й т д !1 +  ®га+1 , Ф  =  а ^ + 1 — 0 . 5 ^ К ’П+ 1 ( Г га+ 1  — р га+ 1 ) 2 .

С и с т е м а  р е ш а е т с я  м е т о д о м  п р о г о н к и :

С Т + 1 =  а™ +11 иГ+Н11 +  вГ++11 , * =  1 , . . . , ^  — 1 , п  ^  1 .

У с л о в и я  у с т о й ч и в о с т и  в ы п о л н е н ы  ( h  ^  1 ) :

Ы  ^  |a i |  +  |b i | =  а « + 1 +  а « + 11 , s « + 1  >  0 . 

Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  и м е ю т  в и д :  U « + 1 =  ^ =  n Q  <  Q>

o « + 1  _  o «  1
 ______________= ____ Г г 2 U« + 1 l 2 и «  1 =

т  =  T g  LL « + 1 U w  -  L « U N  =

- l 2
b ^ « ) ( U « ) 2 D ( T « ) 3 U «  -  4 U « - 1 +  U N - 2

+
^га ^га р га

П р о г о н о ч н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  д л я  * =  2 , . . . ,  N  — 1 :

2 h

a « + 1 =  
a i + 1  =

« + 1 +  h K « + 1 ( L « + 1 -  „ n + Ц

s « + 1  +  a « + 1  +  а « + 11 - «+ 1 -  hK «+1(L«+1 -  p « + 1 )2 a ,« + 1

e « + 1  -Д + 1

s « + 1 U «  + 0 .П+ 1 -  h K « + 1 ( L n + 1  -  p n + 1 ) 2 ' e n + 1

s « + 1  +  a « + 1 +  a « + 11 - a « + 1 _ h K i« + 1 ( b « + 1 -  , , « + 1 ) 2 a « + 1г

Р а с с м о т р и м  л е в у ю  г р а н и ц у  п р и  * =  1 . П о д с т а в л я я  в  у р а в н е н и е

5га + 1 ( и ” + 1 — и П )  =  Й2 +  1 +  0 . 5 ^ к ]г + 1 ( Д га+ 1  — р га+ 1 ) 2 и ^ + 1 —

— « + 1 +  аП + 1 ) С Г + 1 +  [ а ^ 1 — 0 . 5 ^ К П + 1 ( Г „ + 1  — р „ + 1 ) 2 1 и (П+ 1
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з н а ч е н и е  ' Д + 1 =  сс

, 1  , Н

а ^ 1 -  ^п + 1 +  Н К П + 1 ( Г п + 1  — р п + 1 ) 2

а п + 1 +  аП + 1 +  ^N+ 1  

§N + 1  Г !  +  с  й ^ 1 — Н K N + 1 ( Г N+ 1  — p n + 1 ) 2

в 2+  = ------------------------ 1------------------------------------------------------------- =а Г1 + 1 +  д ^ 1 +  §N + 1

П о  з н а ч е н и я м  а ^ 1 и  в ^ 1 ВЬ1ЧИСЛЯЮ тся a N + 1 и  в г+ 1 > * =  3 , . . . ,  N .

Д л я  н а х о ж д е н и я  Г ^ + 1 используем граничное у е л о в и е  п р и  х  =  1 .

Алгоритм численного решения. 1 . О п р е д е л я е м  н а ч а л ь н ы е  д а н н ы е .  

Р а с п р е д е л е н и е  к о н ц е н т р а ц и и  с ( 0 ,  г )  =  А  +  В / г  в  п е р е м е н и ы х  ( 4 , х ) :

Т ( х )  =  и ( 0  х )  =  Г о и о  -  и р о  +  и  -  и о ___________ Г о р   и  =  сТ ( х )   и  ( 0  , х ) I , . р . \ 1 , с  —.
Г о  -  р о  ( Г о  -  р о )  [ро +  х ( Г о  -  р о )]

П а р а м е т р  и о  =  и ( 0 , 1 )  находим и з  у с л о в и я  м я г к о г о  с т а р т а  0 ( 0 )  =  0:

Ь Г т Ь 2 =  О Д  #  =  , л ( и  -  и о ) р о  и  =  с =

Ь (Т о )1'« -  -  ( Г о — р )  X X  х = 1  =  ° (Т о )  щ - Р )  Т , и о  - со  -  №

Т е м п е р а т у р а  Т  (4 , г )  =  А ° ( 4 )  +  В ° ( 4 ) / г  в  перемени ых (4 , х ) :

Т (4 , х )  =  Д  (4 )  +  к р 2 р  ( Г  -  р ) ( 1  -  х )  [ Г ( р  +  х ( Г  -  р ) ) ]  1 , Т ь  (4 )  =  Т о  +  N .

С л е д о в а т е л ь н о ,

Т ( 0 ,  0 )  =  Т о  +  к р о р о ( Г о  — р о ) Г - 1 — (рОо).

И з  у с л о в и я  С т е ф а н а  п р и  4 =  0  о п р е д е л я е м  н а ч а л ь н у ю  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  

г р а н и ц ы  р о , р е ш а я  ч и с л е н н о  з а д а ч у  о  н е п о д в и ж н о й  т о ч к е  р  =  Т о ( р ) :

( ф  -  у и ) ро =  - - £ ( / ( Ро ) )  ( [ и  -  и о ] Г ^  ( [ Г о  -  р о ]р о )
1

2. В ы ч и с л я е м  р 1 =  ро +  т ро и  з н а ч е н и е  Г 1 ~  Г (т ) и з  с о о т н о ш е н и я  

(1 — 7 ) [р о  — р 3 ] =  Г 3  — Г 1 -  Н а  о т р е з к е  г  е [р  1 , Г 1 ] о п р е д е л я е м  р а с п р е д е ­

л е н и е  т е м п е р а т у р ы  Т (т ,  г ) , и с п о л ь з у я  в  в ы р а ж е н и и  В ° (т ) =  к ф р ^  в м е с т о  

н е и з в е с т н о г о  п о к а  ф  н а ч а л ь н о е  з н а ч е н и е  ро- В  переменн ы х  (4, х ) п о л а г а е м

Т (т , х ) ^  Ть (т ) +  к р 1 р о (Г 1 -  р 1)(1 -  х ) [ Г 1 (р 1 +  х (Г 1 -  р 1 ))] - 1 .

3. Н е я в н ы м  м е т о д о м  н а  с л о е  4 =  т  р е ш а е м  д и ф ф у з и о н н у ю  з а д а ч у .  П р и  

э т о м  в  ф о р м у л е ,  о п р е д е л я ю щ е й  з н а ч е н и я  К 1 , в е л и ч и н ы  ф ,  Г 1 з а м е н я е м
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н а  и з в е с т н ы е  п о к а  т о л ь к о  Ф  и  Ь о  и з  с о о т н о ш е н и я  ( 1  -  д ) р 2 Ф  =  Ь 2 Ь о .  

П о р я д о к  а п п р о к с и м а ц и и  о с т а н е т с я  п о - п р е ж н е м у  0 (т +  Н2 ) .

4 .  З н а я  н а  т е к у щ е м  э т а п е  п р и б л и ж е н н о е  з н а ч е н и е  г р а д и е н т а  к о н ц е н т р а ­

ц и и  с г ~  дгс(т, р 1 ) ,  п о д с т а в л я е м  в  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  г р а н и ц ы  р а з д е л а  

ф а з  ( у с л о в и е  С т е ф а н а )  [Я  -  у с ] ф  «  В (Т (т, р 1) ) с г в ы р а ж е н и е  т е м п е р а т у р ы  

Т ( т, р1)  ч е р е з  п е р е м е н н у ю  ф  в  с и л у  с о о т н о ш е н и й

А 0( т ) +  В 0( т ) Ь - 1 ( т ) =  Т  (т) , В 0 (т) =  к ф р ? .

В  п е р е м е н н ы х  (С  х )  получаем у р а в н е н и е  д л я  рр

_  Я ( Д ( ф ) )  _ д и  ? т п  , Л Т П  т
[Я  -  7 и ] р 1  =  — р--------------- и х , —

Ь 1 -  1 д х

- З В о  +  4 В 1  -  В 1
~  и х  =

х = о  х  2 Н

/ 1 ( ^ 1 ) =  Т ь ( т ) +  к р 1 ф ( ф  -  р 1 ) Ь - 1 .

З а д а ч у  о  н е п о д в и ж н о й  т о ч к е  ф  =  ф ( ф )  р е ш а е м  п р о с т ы м и  и т е р а ц и я м и ,  

р о _  н а ч а л ь н о е  з н а ч е н и е  ( т  ^  1 ) .

5 .  В о з в р а щ а е м с я  к  п у н к т у  2 ,  г д е  м ы  в ы н у ж д е н ы  б ы л и  в  в ы р а ж е ­

н и и  Т ( т ,  х )  и с п о л ь з о в а т ь  в м е с т о  ф  з н а ч е н и е  р о - Т е п е р ь  у ж е  в  п р е д с т а в ­

л е н и е  В ° ( т ) =  к р 1 р 1  п о д с т а в л я е м  т е к у щ е е  п р и б л и ж е н и е  ф  и  п е р е х о ­

д и м  к  п у н к т у  3 .  В  ф о р м у л е  д л я  К 1 и с п о л ь з у е м  ф  и  с о о т в е т с т в у ю щ е е  

Ь 1 =  (1  -  7 ) р 1  ф Ь - 2 . Т а к и х  и т е р а ц и й  ц е л е с о о б р а з н о  с д е л а т ь  н е с к о л ь к о .

6 . П е р е х о д и м  н а  с л е д у ю щ и й  в р е м е н н о й  с л о й  t  =  2 т  и  д е й с т в у е м  а н а л о ­

г и ч н о  п у н к т а м  2 - 5 :  р 2  =  р 1 +  т ф  и  т . д .  д о  р ( С )  0  ( р  <  Ь / 1 0 ) .

7 .  Р е а л и з у е м  э т а п  о с т а т о ч н о й  д е г а з а ц и и  м е т а л л а  с  р а с т в о р о м  И .

С аморегулирование распада гидрида. П р и м е м  м о д е л ь

ф  =  к ( Т р ) Я [ 1  -  c ( t ' р ) / с ] ,  к  (Г р )  =  к о е х р { - Е / [ Я Т р ] } .

З д е с ь  ф  —  п л о т н о с т ь  п о т о к а  а т о м о в  И ,  в ы з в а н н о г о  р а с п а д о м  г и д р и д а .  

Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  ( в м е с т о  л о к а л ь н о г о  р а в н о в е с и я  с ( ^  р )  =  с ) :

д с
к { т р ) Я [ 1  -  с ( к р ) / с  =  - я ( Т р ) ф  ^ р ф ) .

У к а ж е м  и з м е н е н и я  в  а л г о р и т м е .  И з  у с л о в и я  м я г к о г о  с т а р т а  н а  п о в е р х ­

н о с т и  ( 3 ( 0 )  =  0  с  учетом пренебрежимо м а л о ц  р е с о р б ц и е й  р в р  ~  0 ,

с ( 0 ,  р о )  =  с н  <  с ,  с ( 0 ,  Ь о )  =  со  <  с н , с ( 0 ,  г )  =  ф г )  =  А  +  В / г ,
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п о л у ч а е м  с л е д у ю щ и е  с о о т н о ш е н и я :

Ь (Т о ) %2 =  - D ( T o V ( L o )  =  D ( ï o )  ■ P ,
L o — Po L 0

g q o  =  c o , ( Q  -  Y C h )p o  =  - k ( T [0 , p o ] ) Q  [ l  -  c h / c ] ,

k ( T [0 , p o ] ) Q [ l  -  c h / c ] =  D ( T [0 , p o ] ) G ( c h , c o ) p - 2 ,

G ( c h  c o ) =  L o P o ( c h  — c o ) ( L o — P o ) - 1 .

С  у ч е т о м  в ы р а ж е н и я  T ( 0 ,  p o ) =  T o +  к p o p o ( L o — p o ) / L o п о л у ч и л и  с и с т е ­

м у  т р е х  у р а в н е н и й  о т н о с и т е л в н о  искомых з н а ч е н и й  переменных p o , с щ  c o -
T ( 0 ,  o )

ж е н и е  сщ =  C h (p o ) и  затем в  с и л у  третьего у р а в н е н и я  c o =  c o ( p o ) .  П е р в о е  

у р а в н е н и е  с т а н о в и т с я  скалярным п о  p o  и  р е ш а е т с я  ч и с л е н н о .

В  п у н к т е  3  а л г о р и т м а  п р и  р е ш е н и и  д и ф ф у з и о н н о й  к р а е в о й  з а д а ч и  и з ­

м е н я ю т с я  т о л в к о  п е р в в г е  п р о г о н о ч н в г е  коэффициенты:

m  _  k ( ^ [W b  0 ] ) Q ( L n + 1 — P n + l ) 2 h  M ra+1 _  h K r a + 1 /r „ )2

m  = ------------------ d ( t  [ t „ + b  0 ] )------------------- ’ M ‘ =  K  ( L ’ " + 1 — f t > + 1 ) ’

n + 1 a n + 1 +  M 1n + 1 -  u ( 3 u  +  m ) - 1  « + 1 -  M 12 + 1)

“ 2 =  a ^ + 1 +  a ^ 1 +  s ra+ 1  -  4 u ( 3 u  +  m ) - 1  « + 1 -  M 1n + 1 ) ,

e n + 1 =  s „ + 1 U 2  +  m ü ( 3 u  +  m ) - 1  (И 2 + 1 -  M 2 + 1)  

в 2  =  a 2 + 1 +  a 22+ 1 +  s „ + 1  -  4 u ( 3 u  +  m ) - 1  « + 1 -  M 12 + 1 ) .

В м е с т о  у с л о в и я  м я г к о г о  с т а р т а  н а  п о в е р х н о с т и  м о ж н о  з а д а в а т в  н а ч а л в -  

н у ю  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г р а н и ц ы  р а з д е л а  ф а з .  Т о г д а  м о ж н о  п о д с ч и т а т в  

т е м п е р а т у р у  T ( 0 ,  p o ) =  T o +  к p o p o ( L o -  p o ) / L o . Д а л е е  о п р е д е л я е м  н а ч а л в -  

н у ю  к о н ц е н т р а ц и ю  с ( 0 , p o )  =  сщ и з  с о о т н о ш е н и я

( Q  -  Y C h )p o  =  - k ( T [0 , p o ] ) Q [ l  -  сщ/ c  ] .

З а т е м  н а х о д и м  в е л и ч и н у  с ( 0 ,  L o )  =  co  =  g q o  и з  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я

k ( r [0 , p o ] ) Q [ l  -  c h / c ] =  D ( T [0 , p o ] ) B ( c h , c o ) P - 2 .

В  с и л у  л и н е й н о с т и  п о л у ч а ю т с я  я в н ы е  ф о р м у л ы .

В  м о д е л и  с  п о в е р х н о с т н о й  д е с о р б ц и е й  д о п у с т и м о  и  р а в н о м е р н о е  н а ч а л в -  

н о е  р а с п р е д е л е н и е  к о н ц е н т р а ц и и  ^> (r) =  P 1 Q , П1 <  р .
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В ы ч и с л и т е л ь н ы е  э к с п е р и м е н т ы .  О р и е н т и р у е м с я  н а  м о щ н у ю  в а к у у м ­

н у ю  с и с т е м у ,  п р е н е б р е г а я  р е с о р б ц и е й  ( р з р  ~  0 ) .  Н а  р и с у н к а х ,  и л л ю с т р и ­

р у ю щ и х  в л и я н и е  в а р и а ц и й  к и н е т и ч е с к и х  п а р а м е т р о в ,  и з о б р а ж е н ы  г р а ф и ­

к и  п л о т н о с т и  д е с о р б ц и и  3  =  Ь ( Т ( 4 ) ) д 2 (4 )  п р и  л и н е й н о м  н а г р е в е .  З н а ч е н и я  

п а р а м е т р о в  с о о т в е т с т в у ю т  у б ы в а н и ю  м а к с и м у м а .  О с т а л ь н ы е  п а р а м е т р ы ,  

о б щ и е  д л я  в с е х  г р а ф и к о в ,  б е р у т с я  и з  т а б л и ц ы  3 . 1 .  К р у ж к о м  о т м е ч а е т с я  

м о м е н т  о к о н ч а н и я  р а с п а д а  г и д р и д а .  Р а с п р е д е л е н и е  ч а с т и ц  п о  р а д и у с а м  

н о р м а л ь н о е :  с р е д н и й  р а д и у с  Г  о =  5  х  1 0 - 3 о т , а =  1 0 - 3 с т .  П р и  ч и с л е н ­

н о м  м о д е л и р о в а н и и  и с п о л ь з о в а л с я  д и с к р е т н ы й  н а б о р  и з  1 0  р а д и у с о в .

Н а  р и с .  3 .9  п р и в е д е н ы  г р а ф и к и  з а в и с и м о с т и  п л о т н о с т и  п о т о к а  т е р м о ­

д е с о р б ц и и  в о д о р о д а  3  о т  т е к у щ е й  т е м п е р а т у р ы  Т  =  Т ь (4 )  { Ть (4 )  о  4) д л я  

м о д е л е й  с  р а в н о в е с и е м  н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з  с  =  п ф  ( в е р х н и й  г р а ­

ф и к )  и  п л о т н о с т ь ю  п о т о к а  р а с п а д а  г и д р и д а  1 н =  к ( З р )  ф  [ 1  — с (4 ,  р ) / с ]  

( н и ж н и й  г р а ф и к ) .  Р и с .  3 . 1 0  о т р а ж а е т  в л и я н и е  п а р а м е т р а  Е& =  5; 1 0 ;  1 5 .  

Р и с .  3 .1 1  о т р а ж а е т  з а в и с и м о с т ь  г р а ф и к а  п л о т н о с т и  т е р м о д е с о р б ц и и  о т  к о ­

э ф ф и ц и е н т а  о б ъ е м н о г о  с ж а т и я  ( у  =  0 .7 ;  0 .8 ;  0 . 9 5 ) .  Н а  р и с .  3 . 1 2  п р и в е ­

д е н ы  г р а ф и к и  Т Д С - с п е к т р а  3 ( Г )  ( и з м е н е н и я  п о  у б ы в а н и ю  м а к с и м у м а ) :  

Г о =  Г т ;п =  2  х  1 0 - 3 ; Г о =  5  х  1 0 - 3 ; с  р а с п р е д е л е н и е м  ч а с т и ц  п о р о ш к а  

п о  р а д и у с а м  ( Е ( Г )  =  5  х  1 0 - 3 , а ( Г )  =  1 х  1 0 - 3 );  Г о =  Г т а х  =  8  х  1 0 - 3 .

Ьо

В а р и а ц и и  з н а ч е н и й :  Ьо =  7  х  1 0 - 9 ; 7  х  1 0 - 8 ; 7  х  1 0 - 7 . П р и  в о з р а с т а н и и  п р е д -  

Ьо

о т  м о д е л и  с  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и е й  —  в  н а к о п и т е л ь н о м  э ф ф е к т е  п о в е р х н о ­

с т и .  Э т о т  э ф ф е к т  п р о я в л я е т  с е б я  и  н а  р и с .  3 .1 4 :  н е к о т о р ы й  п е р е г и б  и м е е т  

м е с т о  н а  в т о р о м  ф р о н т е .  В а р и а ц и и :  Е ь  =  1 3 0 ;  1 2 0 ;  1 1 0 .  А н а л о г и ч н а  с и т у а ­

ц и я  н а  р и с .  3 . 1 5 ,  3 .1 6 .  П р и  б о л ь ш и х  Е д  ( Е ( Т )  м е н ь ш е ,  н о  б ы с т р е е  р а с т е т )  

г р а ф и к  н и ж е ,  н о  « з а д е р ж а в ш и й с я »  в о д о р о д  ф о р м и р у е т  п е р е г и б  н а  в т о р о м  

ф р о н т е  ( п л о щ а д и  п о д г р а ф и к о в  р а в н ы ) .  В л и я н и е  п р е д э к с п о н е н ц и а л ь н о г о  

м н о ж и т е л я  к о э ф ф и ц и е н т а  д и ф ф у з и и  Е о  а н а л о г и ч н о ,  н о  м е н е е  в ы р а ж е ­

н о .  Н а  р и с .  3 . 1 7  ( в л и я н и е  к о э ф ф и ц и е н т а  б ы с т р о г о  р а с т в о р е н и я  д )  п л о щ а д и  

п о д г р а ф и к о в  с у щ е с т в е н н о  р а з л и ч н ы ,  ч т о  с в я з а н о  с  р а з л и ч н ы м  н а ч а л ь н ы м  

с о д е р ж а н и е м  а т о м о в  в о д о р о д а  п о в е р х н о с т и .  П о с к о л ь к у  и м е е т  м е с т о  с о о т н о ­

ш е н и е  д (4 )  =  с (4 ,  Г ( 4 ) ) / д ,  т о  д  я в л я е т с я  о г р а н и ч и т е л е м :  ч е м  б о л ь ш е  д ,  т е м  

м е н ь ш е  к о н ц е н т р а ц и я  д (4 )  и  п л о т н о с т ь  п о т о к а .  Р и с .  3 . 1 8  и л л ю с т р и р у е т  в л и ­

я н и е  с к о р о с т и  н а г р е в а  п о в е р х н о с т и .  И з м е н е н и я  с к о р о с т и :  Ть =  0 .3 ;  0 . 2 ; 0 . 1 . 

Р и с .  3 . 1 9  о т р а ж а е т  в л и я н и е  п а р а м е т р а  к о =  5  х  1 0 - 4 ; 5  х  1 0 - 5 ; 5  х  1 0 - 6 . Ч е м  

м е н ь ш е  п л о т н о с т ь  р а с п а д а  г и д р и д а ,  т е м  н и ж е  и  с д в и н у т  в п р а в о  г р а ф и к  

п л о т н о с т и  д е с о р б ц и и  ( т р е б у е т с я  б о л ь ш е  в р е м е н и  д л я  п р о ц е с с а  д е г и д р и р о ­

в а н и я ) .  Н а  р и с .  3 . 2 0  п р и в е д е н о  в л и я н и е  н а ч а л ь н о й  с к о р о с т и  р о  д в и ж е н и я  

г р а н и ц ы  р а з д е л а  ф а з  н а  г р а ф и к  в ы х о д н о г о  п о т о к а  т е р м о д е с о р б ц и и .
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З аклю ч ен и е. В  г л а в е  п р е д с т а в л е н ы  м о д е л и  п и к а  Т Д С - с п е к т р а  в  з а в и с и ­

м о с т и  о т  н а б о р а  л и м и т и р у ю щ и х  ф а к т о р о в .  М н о г о о б р а з и е  г и д р и д о в  с т о л б  

в е л и к о ,  ч т о  о б  у н и в е р с а л в н о й  м о д е л и  р е ч и  н е  и д е т .  С ф е р и ч е с к а я  а п п р о к ­

с и м а ц и я  с о  с л о е м  а - ф а з ы ,  сжимающимся ф я д р о м  и  р а с п р е д е л е н и е м  ч а ­

с т и ц  п о  р а д и у с у  я в л я е т с я  модельным у с р е д н е н и е м  о г р о м н о г о  ч и с л а  ч а с т и ц  

« н е п р а в и л ь н о й »  ф о р м ы  и  о т н о с и т е л ь н о  б о л ь ш и х  р а з м е р о в ,  с о п р и к а с а ю ­

щ и х с я  т о ч е ч н о .  В н е ш н и е  у с л о в и я  д о с т а т о ч н о  м я г к и е ,  ч т о б ы  и с п о л ь з о в а т ь  

л о к а л ь н о  к в а з и с т а ц и о н а р н ы е  с о о т н о ш е н и я .  И з л о ж е н и е  п о с т р о е н о  т а к ,  ч т о  

п р и  н е о б х о д и м о с т и  н е т р у д н о  и з м е н и т ь  к о н к р е т н ы е  б л о к и  м о д е л е й  в  з а в и ­

с и м о с т и  о т  у с л о в и й  э к с п е р и м е н т а .  М о д е л ь  ( в о з м о ж н о ,  с т а т и с т и ч е с к а я )  н а ­

ч а л ь н о г о  ф о р м и р о в а н и я  з а р о д ы ш е й  н о в о й  ф а з ы  и  и х  с л и я н и я  п р е д с т а в л я е т  

с а м о с т о я т е л ь н ы й  и н т е р е с .  Н а с  и н т е р е с у е т  о б щ и й  п о т о к  т е р м о д е с о р б ц и и  и  

о к р е с т н о с т ь  Т Д С - п и к а  в  м а с ш т а б е  п о р я д к а  е г о  м а к с и м у м а .  В  п о л ь з у  р а з ­

р а б о т а н н о г о  п о д х о д а  г о в о р и т  с л е д у ю щ е е .  Р е а к ц и я  м о д е л ь н ы х  г р а ф и к о в  н а  

в а р и а ц и и  п а р а м е т р о в  к а ч е с т в е н н о  с о о т в е т с т в у е т  ф и з и к о - х и м и ч е с к и м  п р е д ­

с т а в л е н и я м .  П р и  о п р е д е л е н н ы х  с о о т н о ш е н и я х  к о э ф ф и ц и е н т о в  п о я в л я ю т с я  

х а р а к т е р н ы е  и з г и б ы  н а  в о с х о д я щ е м  и  с п а д а ю щ е м  ф р о н т а х  п о т о к а ,  н а б л ю ­

д а е м ы е  э к с п е р и м е н т а л ь н о .  Е с л и  о б р а т и т ь с я  к  к о н к р е т н о м у  э к с п е р и м е н ­

т у  ( 1 4 7 ] ,  т о  о т ч е т л и в о  в и д н о ,  ч т о  н и з к о т е м п е р а т у р н ы й  п и к  ( Е г Н з  ^  Е Г Н 2 ) 

с д в и г а е т с я  ц е л и к о м  в п р а в о  с  п о в ы ш е н и е м  с к о р о с т и  н а г р е в а ,  а  д л я  в ы с о к о ­

т е м п е р а т у р н о г о  п и к а  ( Е г Я 2 ^  Е г )  х а р а к т е р н о  с л и я н и е  в о с х о д я щ и х  ф р о н ­

т о в .  Э т о  с у щ е с т в е н н о е  р а з л и ч и е  о т р а ж а е т с я  м о д е л я м и  с  б ы с т р о й  и  м е д л е н ­

н о й  д и ф ф у з и е й .  Р е з у л ь т а т  м о д е л и р о в а н и я  я в л я е т с я  м о т и в и р о в а н н ы м  а р ­

г у м е н т о в  в  п о л ь з у  т о г о ,  ч т о  н и з к о т е м п е р а т у р н ы й  п и к  к о н т р о л и р у е т с я  п о ­

в е р х н о с т н ы м и  п р о ц е с с а м и ,  а  в ы с о к о т е м п е р а т у р н ы й  —  о б ъ е м н ы м и .  П о д о б ­

н ы е  а р г у м е н т ы  п о з в о л я ю т  с у ж а т ь  н а п р а в л е н и е  п о и с к а  в о з д е й с т в и я  н а  э к с ­

п л у а т а ц и о н н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  м а т е р и а л а  ( и с к а т ь  п о к р ы т и е  и л и  с п л а в ) .  

Д е л о  н е  т о л ь к о  в  к а ч е с т в е н н ы х  р е з у л ь т а т а х :  ч и с л е н н о е  м о д е л и р о в а н и е  з а ­

д а ч  в о д о р о д н о г о  м а т е р и а л о в е д е н и я  п о з в о л я е т  к о л и ч е с т в е н н о  п р о с к а н и р о ­

в а т ь  ш и р о к и й  д и а п а з о н  п а р а м е т р о в  и  у с л о в и й ,  в к л ю ч а я  э к с т р е м а л ь н ы е .

В о з н и к а е т  с о б л а з н  о б р а щ е н и я  м о д е л е й  н а  г и д р и р о в а н и е :  с к в о з ь  в н е ш ­

н и й  с л о й  в ~ Ф а з ы  д и ф ф у н д и р у е т  в о д о р о д  в  н а п р а в л е н и и  с ж и м а ю щ е г о с я  

а - я д р а .  Т е х н и ч е с к и  э т о  н а  у р о в н е  п е р е о б о з н а ч е н и й .  Н о  с л е д у е т  и м е т ь  в  в и ­

д у ,  ч т о  г и д р и р о в а н и е  о б ы ч н о  п р о в о д и т с я  п о д  б о л ь ш и м  д а в л е н и е м  ( и  о ч е н ь  

т р у д н о  п р о г и д р и р о в а т ь  п о л н о с т ь ю  ч а с т и ц ы  м е т а л л а ) .  К л а с с и ч е с к а я  к и н е ­

т и ч е с к а я  т е о р и я  г а з о в  д л я  о п и с а н и я  п о т о к а  а д с о р б ц и и  у ж е  н е  с т о л ь  п р и ­

в л е к а т е л ь н а .  П р о и с х о д и т  а к т и в н о е  т е п л о в ы д е л е н и е ,  и н и ц и и р у ю щ е е  о б р а т ­

н у ю  р е а к ц и ю  р а з л о ж е н и я  г и д р и д а .  С и т у а ц и я  н а с т о л ь к о  н е р а в н о в е с н а ,  ч т о  

РТС-диаграммы м а л о  ч е м  м о г у т  п о м о ч ь .  З д е с ь  б о л е е  а д е к в а т н а  с о в м е с т ­

н а я  с и с т е м а  у р а в н е н и й  м а с с о п е р е н о с а  и  т е п л о п е р е д а ч и  в  п о р и с т о й  с р е д е .



3. Обобщенная краевая задача ТДС-дегидрирования 327

х 1017 х 1017

Р и с .  3 .9 .  Л о к а л ь н о е  р а в н о в е с и е .  Р и с .  3 . 1 0 .  В л и я н и е  п а р а м е т р а  Е & .

Рис. 3 .11 . Влияние сжатия (7 ). Ьо
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х 10

Рис. 3.13. Влияние параметра Ьо- Рис. 3.14. Влияние параметра £ 5.

х 1017 х 1017

Рис. 3.15. Влияние параметра Ео. Рис. 3.16. Влияние параметра £ д .
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х 1017 х 1017

Р и с .  3 . 1 7 .  В л и я н и е  п а р а м е т р а  д .  Р и с .  3 . 1 8 .  В л и я н и е  с к о р о с т и  Т .

х 1017 х 1017

Рис. 3.19. Влияние параметра ко. Рис. 3.20. Влияние скорости р(0).





П ар ам етр и ч еская  и д ен ти ф и кац и я 
м оделей водородопроницаем ости

О б р а т и м с я  к  а л г о р и т м а м  о ц е н к и  п а р а м е т р о в  м о д е л е й  в о д о р о д о п р о н и ц а е ­

м о с т и .  Б у д е м  о р и е н т и р о в а т в с я  н а  методы т е р м о д е с о р б ц и о н н о й  с п е к т р о м е т ­

р и и  ( Т Д С ) ,  п р о н и ц а е м о с т и  ( М П )  и  концентрационных и м п у л в с о в  ( М К И ) .  

З а д а ч а  с о с т о и т  в  о п р е д е л е н и и  к о э ф ф и ц и е н т о в  Е ( Т ) ,  а ф т ) ,  д ( Т ) ,  Ь (Т ) ,  § ( Т )  

( з н а ч е н и й  Е о ,  Е д , . . . ,  § о , Е ф  п0 измерениям д а в л е н и я  р ( 4 )  ( р ф 4 ) ) . « Т о ч ­

н а я »  п о с т а н о в к а  з а д а ч и  н у ж д а е т с я  в  у т о ч н е н и и .  Экспериментальные и  в ы ­

ч и с л и т е л ь н ы е  п о г р е ш н о с т и  н е и з б е ж н ы .  О т н о с и т е л ь н а я  д о р о г о в и з н а  э к с ­

п е р и м е н т а  о г р а н и ч и в а е т  п р и м е н е н и е  с т а т и с т и ч е с к и х  м е т о д о в  о ц е н к и  п а р а ­

м е т р о в .  В о з м о ж н о с т и  с о з д а н и я  « т а б л и ч н ы х  д а н н ы х »  т о ж е  о г р а н и ч е н ы ,  п о ­

с к о л ь к у  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т ь  с у щ е с т в е н н о  з а в и с и т  о т  т е х н о л о г и ч е с к и х  

о с о б е н н о с т е й  п р о и з в о д с т в а  к о н к р е т н о й  п а р т и и  м а т е р и а л а ,  о т  м е х а н и ч е с к и х  

и  ф и з и к о - х и м и ч е с к и х  с п о с о б о в  о б р а б о т к и  п о в е р х н о с т и ,  н а л и ч и я  м и к р о п р и ­

м е с е й .  Н а  н а ч а л ь н о м  э т а п е  р а з р а б о т к и  к о н с т р у к ц и о н н ы х  м а т е р и а л о в  ч а с т о  

д о с т а т о ч н о  л и ш ь  о ц е н и т ь  п о р я д к и  в е л и ч и н .  Т а к и м  о б р а з о м ,  н а  п р а к т и к е  

с т а в и т с я  з а д а ч а  д и а г н о с т и к и :  д л я  о б р а з ц а  м а т е р и а л а  п о  и з м е р е н и я м  р ( 4 )  

( р ф 4 ) )  н е о б х о д и м о  у т о ч н и т ь  п а р а м е т р ы  п е р е н о с а  в о д о р о д а ,  г р у б ы е  г р а н и ­

ц ы  п о р я д к о в  к о т о р ы х  и з в е с т н ы :  Е о  е [ Е - , Е + ] ,  . . . ,  Е 8 е [ Е - , Е + ] . И м е ю т ­

с я  т е о р е т и ч е с к и е  о ц е н к и ,  н а п р и м е р ,  п р е д э к с п о н е н т  д и ф ф у з и и  и  д е с о р б ц и и ,  

в ы р а ж е н н ы е  в  т е р м и н а х  ч а с т о т ы  к о л е б а н и й  а т о м а  и  п а р а м е т р а  р е ш е т к и  

( ф о р м у л ы  п р и в е д е н ы  в  (6 8 ] ) .  Н о ,  к а к  п р е д о с т е р е г а ю т  а в т о р ы  ( 2 0 ,  с .  3 6 4 ] ,  

п о д о б н ы е  з н а ч е н и я  м о г у т  о к а з а т ь с я  « с л и ш к о м  и д е а л ь н ы м и » .  В  к о н т е к с т е  

о б р а т н ы х  з а д а ч  и д е н т и ф и к а ц и и  б у д е м  в о с п р и н и м а т ь  к о э ф ф и ц и е н т ы  м о д е ­

л е й  к а к  и н т е г р а л ь н ы е ,  э ф ф е к т и в н ы е  п а р а м е т р ы  п е р е н о с а .

В  м н о г о п а р а м е т р и ч е с к и х  з а д а ч а х  с  з а ш у м л е н н ы м и  и з м е р е н и я м и  е с т е ­

с т в е н н о  о р и е н т и р о в а т ь с я  н а  м е т о д  н а и м е н ь ш и х  к в а д р а т о в  ( М Н К ) .  В о з н и ­

к а е т  п р о б л е м а  п о и с к а  и  в ы б о р а  у р а в н е н и й ,  я в н о  с в я з ы в а ю щ и х  в  с р а в н и ­

т е л ь н о  п р о с т о й  ф о р м е  о ц е н и в а е м ы е  в е л и ч и н ы  с  и з м е р е н и я м и .  М е т о д а м  р е ­

ш е н и я  о б р а т н ы х  з а д а ч  м а т е м а т и ч е с к о й  ф и з и к и  п о с в я щ е н а  о б ш и р н а я  л и ­

т е р а т у р а .  В  ч а с т н о с т и ,  п о д р о б н о  р а з р а б о т а н ы  г р а д и е н т н ы е  а л г о р и т м ы  м и ­

н и м и з а ц и и  н е в я з к и  ( б и б л и о г р а ф и я  и м е е т с я  в  ( 4 ] ) .  Н и ж е  д л я  р а с с м а т р и в а е ­

м ы х  м о д е л е й  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т и  п р е д с т а в л е н ы  а л г о р и т м ы  и д е н т и ф и ­

к а ц и и ,  у ч и т ы в а ю щ и е  с п е ц и ф и к у  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  м е т о д о в .

Глава V
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1 .  Т Д С - И Д Е Н Т И Ф И К А Ц И Я  Н -П Р О Н И Ц А Е М О С Т И

1.1. М одель дегазации и сопряж енное уравнение

Р а с с м о т р и м  д в а  в а р и а н т а .  М о д е л и  с  п о в е р х н о с т н о й  д е с о р б ц и е й  (ПД):

—  =  0 ( 6 ) — 2  -  а Д Т ) с  +  в 2 ( Ь ) г ,  ( Ь , х )  е  =  ( 0 Д *) х  ( 0 , 1 ) ,
д с  д 2 с

т  =  й ( ( )  д Х

д х
—  =  а 1 ( Т ) с  — а 2 (Т )х , с ( 0 , х )  =  с ,  х ( 0 , х )  =  г ,  а Д 0 ) с  =  а 2 ( 0 ) с ,  

с ( Т , х )  =  с ( г , £  — х ) ,  со (Т ) =  с Д )  =  д ( ^ ) д ( ^ ) ,  Т е  [0 , Д ] ,

=  М Ф ( т )  — л (т )  +  о ( т ) ^  , л ( т )  =  ь (^ )^ 2 (^ ) .
иТ д х  х = о

Д л я  у п р о щ е н и я  о б о з н а ч е н и й  в  з а в и с и м о с т и  о т  к о н т е к с т а  з а п и с ы в а е м ,  н а ­

п р и м е р ,  О ( Т )  и л и  О ( Т ) ,  п о д р а з у м е в а я  Т  =  Т (Т ). Д л я  о п р е д е л е н н о с т и  с ч и т а ­

е м  з а в и с и м о с т в  о т  т е м п е р а т у р ы  а р р е н и у с о в с к о й ,  в к л ю ч а я  ф о р м а л ь н о  к о ­

д

а к т и в а ц и и »  Е д  =  Е ^ ~  — Е ^ + ) .  П р и  н е о б х о д и м о с т и  м о ж н о  у ч е с т ь  с л а б у ю  

з а в и с и м о с т ь  ц ( Т )  а  1 / ^ Д  «включая» е е  в  з ( Т ) .  Измеряемое д а в л е н и е  р (Т )  

( т о ч н е е  п р е в ы ш е н и е  д а в л е н и я  н а д  н е к о т о р ы м  « н у л е в ы м »  у р о в н е м )  с в я з а ­

н о  с  п л о т н о с т ь ю  д е с о р б ц и о н н о г о  п о т о к а  J (Т) и н т е г р а л ь н ы м  у р а в н е н и е м  

п е р в о г о  р о д а  и л и  в  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  ф о р м е  Л (Т) =  [р(Т ) +  р { Ь ) / в о ] / в 1 , 

в  г =  с о ^ К  Полагаем, ч т о  вспомогательн а я  з а д а ч а  р  ^  Л  р е ш е н а  п р е д в а ­

р и т е л ь н о  и  в х о д н ы м и  д а н н ы м и  я в л я ю т с я  ф у н к ц и и  в р е м е н и  р (Т ) ,  Л (Т ). 

О т л и ч и е  м о д е л и  с  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и е й  ( О Д )  в  г р а н и ч н о м  у с л о в и и :

ц в ( г ) р ( г )  — л  (т )  =  — в ( г ) с х ( г ,  0 ) ,  л  (т )  =  Ь (т ) с о (т ) .

Т а к и м  о б р а з о м ,  в  в ы к л а д к а х  д л я  П Д - з а д а ч и  с л е д у е т  ф о р м а л ь н о  п о л а г а т ь  

д  =  1 , д  =  0  и  заменять концентр а ц и ю  д (Т ) н а  с о (Т ) . К о э ф ф и ц и е н т ы  д е с о р б ­

ц и и  ( э ф ф е к т и в н о й  р е к о м б и н а ц и и )  в  о б о и х  с л у ч а я х  о б о з н а ч а е м  б у к в о й  Ь.

Д о  н а ч а л а  Т Д С - э к с п е р и м е н т а  п л а с т и н у  н а с ы щ а ю т  в о д о р о д о м  п р и  п о ­

с т о я н н о й  т е м п е р а т у р е  Т  и  п о с т о я н н о м  д о с т а т о ч н о  в ы с о к о м  д а в л е н и и  р .  

П о с л е  о к о н ч а н и я  п е р е х о д н ы х  п р о ц е с с о в  п о л у ч а е м  с о о т н о ш е н и я

ц в р  =  Ь д 2 , д д  =  с ,  а 1с  =  а 2 с  ( Т  =  Т ) ,

г д е  с ,  С —  у с т а н о в и в ш и е с я  к о н ц е н т р а ц и и  д и ф ф у н д и р у ю щ е г о  ( а т о м а р н о г о )  

и  з а х в а ч е н н о г о  л о в у ш к а м и  в о д о р о д а .  К о н с т а н т ы  с ,  С а п р и о р и  н е и з в е с т н ы .  

П о с л е  б ы с т р о г о  о х л а ж д е н и я  о б р а з ц а  ( о т к л ю ч е н и я  т о к а  н а г р е в а )  и  о т к а ч ­

к и  г а з а  и з  к а м е р ы  п р о и с х о д и т  п о в т о р н ы й  н а г р е в  п л а с т и н ы  п о  м о н о т о н н о м у
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( о б ы ч н о  л и н е й н о м у )  з а к о н у  Т (£) £ [Т - , Т + ]. В р е м я  о к о н ч а н и я  э к с п е р и м е н ­

т а  ф о п р е д е л я е т с я  п р а к т и ч е с к и  п о л н о й  д е г а з а ц и е й :  .](Ь) ~  0, Ь ф ф.
О д н и м  и з  э ф ф е к т и в н ы х  п о д х о д о в  к  р е ш е н и ю  о б р а т н в г х  з а д а ч  м а т е ­

м а т и ч е с к о й  ф и з и к и  я в л я е т с я  м е т о д  с о п р я ж е н н ы х  у р а в н е н и й  (5 7 ] .  А д а п ­

т и р у е м  о б щ у ю  с х е м у  м е т о д а  к  р а с с м а т р и в а е м о м у  к л а с с у  з а д а ч  п а р а м е т ­

р и ч е с к о й  и д е н т и ф и к а ц и и .  П у с т в  з а д а н в 1 у р а в н е н и е  с* =  А с  в  о б л а с т и

=  (0, ф ) х (0, .£) и  краевые условия ,  г д е  А — интегро-дифференциальный 
о п е р а т о р .  С ч и т а е м  А л и н е й н ы м ,  а  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  в  о б щ е м  с л у ч а е  н е л и ­

н е й н ы .  И с п о л ь з у я  и н т е г р и р о в а н и е  п о  ч а с т я м ,  д л я  п р о и з в о л ь н о й  д о с т а т о ч ­

н о  г л а д к о й  ф у н к ц и и  ф (Ь, ж ) п о л у ч и м

0
ц  г  £ г  *

ф (Ь, ж ) [ с ,  — А с] =
0 . /0 0 Э0

с (Ь , ж ) [ф* — А * ф ]  ^ж ^Ь +  / .

С л а г а е м о е  /  с о д е р ж и т  в е л и ч и н ы ,  с в я з а н н ы е  с  к р а е в ы м и  у с л о в и я м и .  Е с л и  

ф и к с и р о в а т ь  р е ш е н и е  ф (Ь , ж ) с о п р я ж е н н о г о  у р а в н е н и я  ф* =  А * ф ,  т о  п о л у -  

/ = 0

т а л ь н ы е  д а н н ы е .  Д л я  с о п р я ж е н н о г о  у р а в н е н и я  н е  ф и к с и р у ю т с я  к р а е в ы е  

у с л о в и я .  В ы б и р а я  р а з л и ч н ы е  « п р о с т ы е »  р е ш е н и я  ф  =  ф ф ф ж )  и з  б е с к о н е ч ­

н о г о  и х  ч и с л а ,  п о л у ч а е м  с и с т е м у  у р а в н е н и й  /  =  0  д л я  о ц е н и в а н и я  Д , . . . ,  в .

Уравнения для оценки параметров. В н а ч а л е  п р и в е д е м  в ы к л а д к и  д л я  

о б щ е г о  с л у ч а я .  К о г д а  д е ф е к т а м и  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  ( щ  =  0 )  и  с т а в и т с я  

з а д а ч а  о ц е н к и  о с н о в н ы х  п а р а м е т р о в  { Д ,  Ь ,д ,  8 } ,  в ы р а ж е н и я  у п р о щ а ю т с я  и  

м о ж н о  п е р е й т и  к  р а з д е л у  1 .2 .  П р о и н т е г р и р у е м  я в н о  л и н е й н о е  у р а в н е н и е  

д л я  Д ф  ж ) и  п о д с т а в и м  п о л у ч е н н о е  в ы р а ж е н и е  в  у р а в н е н и е  д и ф ф у з и и .  И с ­

п о л ь з у я  и н т е г р и р о в а н и е  п о  ч а с т я м ,  д л я  г л а д к о й  ф у н к ц и и  ф ( ф ж )  п о л у ч и м

г д с  д 2 с
ф ( ф ж )  —  — Д ( Ь )  д ж 2 +  а 1 (Ь )с (Ь ,ж )  — ^ж^Ь =  . . .  =

— г I  ф ( ф ж )  ^ ж  а 2 ( Ь ) е х р |  —у  а 2 — с у  ф ( 0 ,ж )  ^ ж +

д с д ф
+  ^  [ф Ж 0 ) +  ф ( ( . Д + 1  с 0 ( г ) 0 д ж

ж ) Г ф  +  Г ( ( ) ф )  — а Л ) ф ( ( ,  ж ) +
0 0

+  а Д ф ^ "  а 2 ( т ) е х р  |  J  а 2 ф )  ^ в | ф ( т ,  ж ) ^ т ( 1 .1 )

С  ц е л ь ю  и с к л ю ч е н и я  п о с л е д н е г о  с л а г а е м о г о  ( д в о й н о г о  и н т е г р а л а )  п о д ч и -

0

I*

0
С I* *

0
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н и м  ф у н к ц и ю  ф ( 4 , ж )  с о п р я ж е н н о м у  л и н е й н о м у  о д н о р о д н о м у  у р а в н е н и ю

д ф  д 2 ф  Ф * г И  л
—  =  — Е ф — 2  +  й 1 ф  — а ^  а 2 ( т ) е х р | у  а 2 3 в | ф ( т ,  ж ) 3 т .  ( 1 .2 )

П о д с т а в и м  в  с о о т н о ш е н и е  ( 1 . 1 )  с  у ч е т о м  у р а в н е н и я  ( 1 . 2 )  в в щ а ж е н и е  к о н ­

ц е н т р а ц и и  с о (4 ) ч е р е з  п л о т н о с т и  д е с о р б ц и и  3  =  Ь [ с о / д ] 2 и  в в ф а ж е н и е  п л о т ­

н о с т и  д и ф ф у з и о н н о г о  п о т о к а  Е с х (4 , 0 )  и з  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я :

д ф  ^
3 4  +

о
— с  /  ( . . . )  3 4  — с  /  ф ( 0 , ж )  3 ж  +  /  д ^ Ь - 1 3 Е д ф

Уо Уо Уо д ж

+  /  {У  — Р в Р  +  Ь д2 } [ ф ( 4 , 4 )  +  ф ( 4 ,  0 ) ]  3 4  =  0  ^  — с  . . .  
о

л* м*
— с . . .  +  /  . . . 3 4  +  /  { 3  — Ц 8 р } [ ф ( 4 ,4 )  +  ф ( 4 , 0 ) ]  3 4  +

о о

+  д ( 4 ) [ ф ( 4 , 4 )  +  ф ( 4 ,  0 ) ]  Ю* -  [  д (4 )  [ ф ( 4 , 4 )  +  ф ( 4 ,  0 ) ]  3 4  =  0 .
о

П о в е р х н о с т н а я  к о н ц е н т р а ц и я  д (4 )  и с к л ю ч а е т с я  в  с и л у

Ь д 2 =  3 ,  д ( Т о ) д ( 0 ) =  с ,  То =  Т ( 0 ) ,  д ( 4 * ) =  0 .

К р о м е  т о г о ,  с л е д у е т  п о д с т а в и т в  с , с  с  у ч е т о м  н а ч а л в н о г о  н а с в г щ е н и я :

Ь с 2 д - 2  =  ц в р  ^  с ,  а 2 с  =  а 1с  ^  с  ( т  =  Т ) .

Н е с м о т р я  н а  в н е ш н ю ю  г р о м о з д к о с т и ,  и м е е м  с у щ е с т в е н н о е  п р е и м у щ е с т в о  

п е р е д  и с х о д н о й  с о в о к у п н о с т в ю  д и ф ф е р е н ц и а л в н в 1х  с в я з е й .  П о с л е  в в г б о р а  

« п р о б н и к »  ф у н к ц и й  ф ( 4 , ж )  и  п о д с т а н о в к и  в в щ а ж е н и й

Е ( 4 )  =  Е о и Ё Л , . . . ,  8 (4 )  =  8 о и Е з , и ( 4 )  =  е х р  {  — 1 / [ Е Т  ( 4 ) ] } ,

п о л у ч а е м  у р а в н е н и я  в и д а  / ( Е о ,  Е д , . . . ,  в о , Е ф  =  0 .  Д а в л е н и е  р ( 4 )  и  п л о т -  

3 ( 4 )

з н а к о м  и н т е г р а л а ,  ч т о  в а ж н о  с  в в ш и с л и т е л в н о й  т о ч к и  з р е н и я .  В а р в и р у я  

у с л о в и я  н а с ы щ е н и я  р ,  Т ,  « у п р а в л е н и е »  и ( 4 )  ( т .  е .  т е м п е р а т у р у  Т ( 4 )  н а  о т ­

р е з к е  в р е м е н и  [ 0 ,4 * ] )  и  в ы б и р а я  р а з л и ч н ы е  р е ш е н и я  ф ( 4 ,  ж ) л и н е й н о г о  с о ­

п р я ж е н н о г о  у р а в н е н и я  ( 1 . 2 ) б е з  к р а е в ы х  у с л о в и й ,  п о л у ч а е м  н е о б х о д и м о е  

к о л и ч е с т в о  у р а в н е н и й  д л я  о ц е н и в а н и я  п а р а м е т р о в  Е о , . . . ,  Е 8 .

Вы бор сопряж енны х функций. 1 . П о л о ж и м  ф ( 4 ,  ж ) =  в ( 4 ) ж .

П о д с т а в л я я  в  с о п р я ж е н н о е  у р а в н е н и е  (1.2), п о л у ч и м

в ( 4 )  =  а 1 ( 4 ) в ( 4 )  — а 1 ( 4 ^  а 2 ( т ) е х р  |  J  а 2 ( в ) 3 ^ ф ( т ) 3 т .
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О б о з н а ч а я  y  ( t )  =  — . . ) d r  , п е р е й д е м  к  л и н е й н о й  с и с т е м е

f 3 ( t )  =  a i ( t )  [ в ( t )  +  Y ( t ) ] , Y ( t )  =  a,2 ( t )  [ P ( t )  +  y ( t ) ] , Y ( t * ) =  0 .

О т с ю д а  о п р е д е л я е м  ф у н к ц и ю  ф  ( t ) : 

d
d t ( в  +  y )  =  [ a i  +  a 2 ] ( e  +  Y ) ,  в  =  a i [ P  +  y ] ,

^ ( t )  +  Y ( t )  =  ^ ( t * )  e x p  I  — ( a i  +  a 2 ) d s  j ,

^ ( t )  =  в ( t * )  1  — a i ( r ) e x p j  — J  [ a i ( s )  +  a 2 ( s ) ] d s j d r  .

С  у ч е т о м  о д н о р о д н о с т и  n o  ф ф ,  x )  примем нормировку P ( t * )  =  1 . Д а л е е  

н е т р у д н о  к о н к р е т и з и р о в а т ь  у р а в н е н и е  f ( D o , . . . , E s ) =  0  ( з а п и с ь  f ( x ) \ ba  

о з н а ч а е т  р а з н о с т ь  f  ( b )  — f  ( a ) ) .  Ф а к т и ч е с к и  в  у р а в н е н и и  о т с у т с т в у ю т  д и ф ­

ф у з и о н н ы е  п а р а м е т р ы  D o ,  Е д  при таком выборе ф у н к ц и и  ф .  К о э ф ф и -  

D ( )

э к с п е р и м е н т о в ,  к о г д а  у с л о в и я  т а к о в ы ,  ч т о  д и ф ф у з и я  ф а к т и ч е с к и  я в л я е т с я  

е д и н с т в е н н ы м  л и м и т и р у ю щ и м  ф а к т о р о м .

П р и  T ( t )  =  T e =  c o n s t  ( е с л и  п о с л е  вакуумирования о с у щ е с т в и т ь  с к а ч к о ­

о б р а з н ы й  п о в т о р н ы й  н а г р е в  д о  т е м п е р а т у р ы  э к с т р а к ц и и  Т е ) с о о т н о ш е н и я  

у п р о щ а ю т с я .  Н а п р и м е р ,  д л я  Т е =  Т  п о л у ч а е м  в ы р а ж е н и я

в ( t )  =  [ a i  +  a 2 ] - 1  [ a 2 +  a i e x p  { ( a i  +  a 2 ) ( t  — t * ) } ] , a i  =  a i ( T ) ,  

f  =  Д д в р  g b - i / 2 {  [ i g  +  2 ] [ 2 g ] - i e ( 0 ) +  i a i [ 2 ( a i  +  a 2 ) ] - i x  

x  [1  — e x p { — ( a i  +  a 2 ) t * } ]  |  +  J  | ( ^ s p  — J ) ф  +  V b - i  J  в j  d t  =  0 .

С к а ч к о о б р а з н ы й  н а г р е в  ч р е в а т  в о з н и к н о в е н и е м  с у щ е с т в е н н о г о  г р а д и е н т а  

т е м п е р а т у р ы  в  о б р а з ц е  и  н е о б х о д и м о с т ь ю  к о р р е к ц и и  д и ф ф у з и о н н о г о  у р а в ­

н е н и я .  Ц е л е с о о б р а з н о  м о д и ф и ц и р о в а т ь  э к с п е р и м е н т :  п о с л е  н а с ы щ е н и я  о б ­

р а з ц а  в о д о р о д о м  с л е д у е т ,  н е  и з м е н я я  т е м п е р а т у р у  Т ,  с б р о с и т ь  д а в л е н и е  

с  п о м о щ ь ю  д о п о л н и т е л ь н о й  в а к у у м и р у е м о й  е м к о с т и .  П р и  н е о б х о д и м о с т и  

т е м п е р а т у р ы  н а с ы щ е н и я  и  д е г а з а ц и и  м о г у т  б ы т ь  р а з л и ч н ы м и ,  и з м е н е н и я  

в  в ы к л а д к а х  н е п р и н ц и п и а л ь н ы .  Н е с т а ц и о н а р н ы й  э к с п е р и м е н т  с  м е д л е н ­

н ы м  н а г р е в о м  То ^  Т е б о л е е  и н ф о р м а т и в е н ,  н о  т р е б у е т  б о л е е  с л о ж н о г о  

м а т е м а т и ч е с к о г о  о б е с п е ч е н и я .

2 .  Р а с с м о т р и м  в а р и а н т  ^ > ( t , x )  =  в  ( t )  s i n  a x  ( ^ ( t ) c o s  a x ) :  

j 3 ( t )  =  [ D ( t ) a 2 +  a i ( t ) ] e  ( t )  — a i ( t )  f  a 2 ( r ) e x p  |  f  a 2 ( s ) d s \ f t  ( t )  d r .
t
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Определив 7  (t) =  — Jt* * (. . .) d r , преобразуем уравнение в систему

в  =  [D a2 +  a i]e  +  aiY, Y =  a 2 [в +  y] , Y(t*) =  0.

Если дегазацию проводитв при постоянной температуре T(t) =  Т,  то можно 
выписать явные аналитические выражения. Характеристический полином 
системы при D  =  D(T), а  =  афт) равен Л2 — (a1 +  а2 +  D a 2)A +  D a 2а2 . 
Дискриминант (a1 +  а 2 +  D a 2) 2 — 4D a2a2 =  4а1а2 +  (а1 — а2 +  D a 2) 2 
положителен, имеется два различных положительных корня:

2 Лц2 =  й1 +  a2 +  D a 2 щ [4 и1И2 +  (а1 — й2 +  D a 2)2] / . 

Следовательно, с точностью до постоянного множителя 

в (t) =  (Л2 — Л1)- 1  [(a2 — Л1) exp{A1(t — t*)} — (a2 — Л2) exp{A2 (t — t*)}]. 

Параметр а можно брать равным ш п / ( 2 ^ ^ и  a =  a(Do, . . . ,  E s).

3. Аналогично рассматривается ф =  в (t)exp аж и вариант T(t) =  Т. 
Функция ^(t) определяется теми же формулами с заменой D на — D.

Итак, способами 1-3 можно получить любое количество уравнений 
f  =  0, варьируя а. Это количество можно «удвоить», рассматривая отрезок 
[0 До], -Ф =  -^/2 , и граничное условие cx(t, ф ) =  0 в силу симметрии концен­
трации в пластине. Типовые выкладки не приводим. Отметим лишь, что 
появится произведение ф Д ф ф )с(ф ф ), в котором о концентрации c(t, ф ) 
информации нет. Это влечет дополнительное ограничение фх(ф ф ) =  0. 
Замечание 1. Интеграл от функции ф(ф, x)c(t*, ж) полагался равным нулю 
в силу c(t, ж) ^  0 с ростом времени t. Тем самым неявно речь шла только о 
тех решениях сопряженного уравнения, которые, если и растут с увеличе­
нием времени, то относительно медленно. Иначе следует аппроксимировать 
распределение c(t*,x), например, частичной суммой ряда (см. раздел 1 .2 ).

1.2. И дентиф икация без учета деф ек тов

Будем считать обратимый захват и ресорбцию второстепенными фактора­
ми (а  ̂ ~  0  ^sp ~  0). Параметры а̂  можно оценить после того, как найдено 
удовлетворительное согласие с экспериментом выбором D, g  b, s.
Замечание 2. В ОД-модели граничное условие Dcx(t, 0) =  6c§ (t) в пределе 
(t ^  + 0 ) формально противоречит равномерному начальному распределе­
нию c(0, ж) =  <р(ж) =  с, ж £ [0, ф  На самом деле в процессе вакуумирования 
перед ТДС-дегазацией функция <р(ж) успевает немного «прогнуться» на 
краях под действием уже активированной десорбции. В алгоритмах иден­
тификации <р(ж) будет использоваться только интегрально (в соответствии 
с обобщенным решением), так что искажением можно пренебречь.
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О б ъ ем н ая  десорбци я. Граничные условия Дсх |0,£ =  ±Ьс0 £ нелинейны. 
Но по постановке обратной задачи функция 3 =  Ьс0 £ известна как функ­
ция времени. Поэтому формалвно (без учета погрешностей эксперимента 
и обработки измерений) можем рассмотреть линейную краевую задачу II 
рода, заменив Ьс§ £ на плотность десорбции 3 (Ь). Сделаем замену времени 

и после преобразований оставим прежнее обозначение Ь

dc d2c dc
dt dx2 ’ dx =  J(t) , I e  =  - J  (t),x=o dx с

J  (t) =  D 1(t)J ( t )  J  (t) =  b(t)co(t) =  b(t)c2(t).

Можно было бы сразу перейти к безразмерному (характеристическому) по­
казателю времени диффузии Т /-2 и нормировкам x /— c/c, но в дальнейших 
промежуточных выкладках это не является принципиальным.

По постановке ТДС-эксперимента в режиме «быстрое охлаждение — 
медленный нагрев» имеем J (0) ~  0 или по крайней мере J (0) ^  J max. 

Решение краевой задачи представимо в форме (56, гл. 2]

c(t,x) =  с — [  J (т){G (x ,t;0 , т ) +  G (x,t; -, т )} dr, 
o

^   ̂ 1 2 ^  Гп 2п 2 ,G ( x , t ; y , т  ) =  -  +  е т р |  - р - (т
1 2 ^  ( п2п 2 , . т nnx nny

1   — t ) I cos —— cos-  -  - 2 -  -n=1

G — функция Грина (4, стр. 28]. Явное представление концентрации Co(t):

Г  ~ 2
co(t) =  с — J  J (т)K (t — т ) dr, K (s) =  - 1 +  2 ^  exp - 2 

n=2m

n 2n 2

t — т / r*D (s)ds, a
вместо J (т) будет J  (т). Выражение co(t) следует подставить в равенство 
J( t)  =  b(t)c(;(t) (лучше в ф З  =  ^ ф б ). Функция J(t)  известна, поэтому 
получаем семейство уравнений для оценки параметров:

+(t; D o,E d , bo,Eb) = 0 , t G [ti,t2] С (0, t*).

Ta же зависимость с учетом cx( t ,-o) =  0 получается для отрезка [0,-o] 
(-o =  - /2  — центр симметрии). Имеется в виду «эквивалентная» задача

Ct =  Dcxx, X G (0,-o), +(x) =  c, Dcx(t, 0) =  bco, cæ(t,-o) =  0.

s

Формально можно считать, что обратная задача параметрической иден­
тификации существенно упрощена: осталось подобрать константы в явной
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формуле. Но коэффициент диффузии П  входит в выражение под симво­
лами интеграла и ряда, что делает этот этап нетривиальным. Если иметь 
в виду итерационную процедуру оценивания, то, ограничиваясь частичной 
суммой ряда, можно вычислять интегралы типа свертки

Jn(t) = J  1  (т) ехр |  -  Плт !  П(в)йв^йт =  0 ( п -2)

(п =  2 т ,  т  € М) как решения линейных начальных задач

п 2П2
1 п (£) =  2̂~ П(^)1п (^) +  1 (t ), 1п(0) =  0.

При численной реализации уравнения следует нормировать на 1тах.

Замечание 3. Образно говоря, ряд для функции К (в) (0 < в ^  1) сходится 
плохо, спасает (почленное) интегрирование. Чтобы при аппроксимации не 
оперировать частичной суммой с большим числом слагаемых, для малых 
в

гс 1 гс  ̂ п 2  ̂ 4 л
1 + ^ ехИ  -  п =  ~ Т = ^ ^  еХР \ -  ~ J } , 9 =  р ]  П(^ )(1̂  М

п=1 * П —гс т

Здесь возникает задача «склейки» двух частичных сумм с небольшим чис­
лом слагаемых на рассматриваемом отрезке времени ТДС-пика.

Если равновесная концентрация с известна, а поток регистрируется в 
относительных единицах (1 (Г)/1тах), то уровень плотности термодесорб­
ции 1тах находится после опыта из материального баланса:

/Л* /Л*
с  = 2 1 (т) Лт ^  2 1 (т) 1та1х Лт =  ш т а х .

то то

О пределен ие к о эф ф и ц и е н та  десорбции. Рассмотренное выше тожде­
ство Ф(Г, По,Ер,Ьо,Еь)  =  0 позволяет составлять любое количество урав­
нений f  (По, , Ьо, Еь) =  0. Оценка значений По, Е р , Ьо, Еь по одной экспе­
риментальной кривой возможна, но требует решения системы уравнений 
численными методами. Поставим в некотором смысле противоположную 
цель: ценою дополнительной экспериментальной информации свести вы­
числения к минимуму. Это повысит и точность оценивания.

Будем исходить из того, что техника определения равновесных концен­
траций в диапазоне с =  с(р,Т) а  уф (закон Сивертса) отработана. Коэф­
фициент диффузии при фиксированной температуре достаточно надежно 
определяется методом проницаемости, когда за счет большого перепада
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давлений на входной и выходной сторонах мембраны при относителвно 
ВВ1СОКИХ температурах и не слишком малых £ достигается диффузионный 
режим проницаемости. Подробный анализ DLR (diffusion limited regime) 
представлен в (68]. По времени запаздывания to (точка пересечения с освю 
t асимптоты графика количества H , проникшего сквози мембрану) находят 
D =  £2/(6to) (48]. При этом не обязателвно достижение входной концентра­
ции со ~  с — главное, чтобы переходные процессы на входе относителвно 
быстро приводили к установлению co(t) ~  со =  const t > е (е ^  t*). 
Неявно предполагается, что этот началвнвгй всплеск co(t) существенно не 
изменит началвное распределение <̂ (ж) =  0 (хотя в модели входной поток 
—Dcx(t, 0) формально не ограничен). Варьирование температуры образца 
в эксперименте позволяет оценить значения D o Ед.

Гораздо сложнее определять параметры поверхностных процессов, по­
скольку SLR (surface limited regime) характерен для невысоких темпера­
тур и давлений. При этом градиент концентрации мал, модель упрощается 
(в классе обыкновенных дифференциальных уравнений), но резко падает 
точность измерений. В ТДС-эксперименте (обычно То =  Т(0) — комнат­
ная температура) по мере нагрева SLR плавно переходит в DLR. Самое 
интересное (окрестность пика потока) происходит на этапе активного «со­
измеримого» взаимодействия диффузии и десорбции. По этим причинам 
рассматриваем распределенную модель. Чтобы повысить точность оцени­
вания и упростить математическое обеспечение считаем, что помимо ТДС- 
кривой J (t)  известны равновесная концентрация с (при заданных услови­
ях насыщения p, Т) и температурная зависимость D =  D(T) (в аррени- 
усовском случае D o Е д). Не обязательно это потребует дополнительных 
экспериментов. Параметры поверхностных процессов существенно зависят 
от трудноконтролируемых внешних условий: окислы, примеси, шерохова­
тость . . .  В этом одна из причин разброса оценок. Объемные же параметры 
с, D «старого» конструкционного материала известны и отражены в спра­
вочной литературе. Изменение свойств поверхности может быть и целена­
правленным: например, напыление защитного (микро)слоя.

По заданному закону нагрева Т =  T(t) определим функции

a(t) =  exp j Пу У  D (T(s)) d s j ,  Jn (t) =  a -n2( t ^  J (т )ап2(т) dr, n =  2m. 

Суммируя достаточное количество Jn , находим концентрацию

co(t) ^  с — 2£-1 S (t) — 4£-1 {j2(t) +  . . .  +  J 2fc (t)}, S(t) =  [  J  ( r ) dr.
o

Подставляя J  =  [p +  p/doj/Ф  и интегрируя слагаемые с p по частям, при­
ходим к выражению функций Jn (t) через давление p(t) без производной.
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Фиксируем отрезок 1, ^2] С (0, Ь*), соответствующий пику ТДС-спектра 
3(Т(Ь)). На началвном отрезке времени [0, ^1] измерения малоинформатив- 
нв1 и имеется рассогласование краевых условий модели при Ь ^  + 0  (если 
мыслить в терминах классических решений краевых задач). Остаточную 
дегазацию (Ь > Ь2) также те рассматриваем по причине 3 ^  3тах.

Алгоритм идентификации модели сводится к подбору Д  Еь из условия 
3 (Ь) =  60 ехр{—ЕД[ЕТ]}с0(Ь), Ь € [ДД]- Ориентируясь для определенности 
на значения Еь в несколько десятков кДж, представим экспоненту в нор­
мированной форме (Д  и(Ь) =  ехр{-104/[ЕТ(Ь)]} (Еь =  10^кДж). После 
логарифмирования приходим к линейному по 1п 60 и V соотношению:

Л(Ь) =  1п {3 (Ь)с0 2 (Ь)} =  1п 60 +  V 1пи(Ь) =  1п 60 — V 104 [ЕТ(Ь)] 1.

На плоскости {Г-1 , Л} имеем отрезок прямой, по пересечениям которой 
с осями координат находим значения 1п 60, V (60, Е Д  Аппроксимацию дан­
ных прямой можно строить и в координатах {Г, ЛТ}.

У точнение р асп р ед ел ен и я  с(Ь,ж). Перейдем к выводу выражения для 
концентрации атомарного водорода с(Ь, ж) с учетом неравномерности на­
чального распределения. В новом времени Ь =  Д*Еф)З8 , оставляя прежнее 
обозначение Ь, рассмотрим краевую задачу на полови ином отрезке [0 , Д]:

дс д2с дс
дЬ дж2 , дж =  3  =  Е -1 3, I едж

=  0, с(0, ж) =  Дж).
£о

Вследствие симметричности «прогиба» начальной концентрации примем 
Дж) =  с — А(ж — Д ) Д  А > 0. Чем больше к Л 1, тем ближе распределение 
Дж) к предварительному равномерному уровню насыщения с в окрестно­
сти середины пластины ж =  Д . Чтобы излишне не усложнять выкладки 

к =  1 к > 1 
вы. Значения параметров А и с связаны граничным условием

сл(0 ,0) =  Д(0) =  А^ =  3(0) =  Е - 1  (0)6(0)[с — А^0]2

и материальным балансом дегазации (в исходном времени)

( £о л -х Д/ Дж) Зж =  сД — 3 АД =  / 3 (т) Зт =  А*.
Д  Д

В выборе начала всплеска десорбции (Ь =  0) имеется некоторый произвол. 
С учетом вогнутости функции д  уже 3 (0 ) =  Е ( 0 )А^ =  0 , но по-прежнему 
3(0) ^  3тах. Считавм 3 (Ь) заданной функцией (по результатам измере­
ний), а соотношение 3 (Ь) =  6(Ь)с0 (Ь) используем для оценки параметров.

0
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Сделаем замену, приводящую граничные условия к однородным:

а =  с +  С _ М !  1 (() |  = | ! |  +  /(г ,х ) , * |  = 0 ,
£ дг д х 2 дх о/о

с(0, х) =  <д(х) =  с (1 (0) =  А£), / (г, х) =  - 2 1  +  (Х ££о) ,7.

Восполвзуемся представлением [56, гл. 2]
Д о  Д  Д о

с (г ,х )=  С 2( х Д , г ) д а д  + / С 2( х Д , г - т) / (т ,е )д<1т,
■)о -)о -)о'0 J0

оо, . . 1 2 ^  г , ппх пл£ / п ^ 2
с '2(х' ^ ) = То + ехС  -  с о з - ^  , Мп =  ( - ^ )  .

п=1
Посколвку нас интересует концентрация с(г, 0) =  со (г), то полагаем х  =  0. 
Первв1й интеграл (влияние началвного распределения) равен

До г (-о 1
II =  с у  С 2(0 , {, г) =  с у  — =  с.

/
2 Д До

12 =  - £ !  J  С2(0Д,г  -  т )1  (т) й£йт +

+  /* Г с2 (0 Д ,г  -  т )М  1 (т ) й£йт =
О .70

■t /*Г щ 2 ^
J  (т) dr.

= -  k j „ J  (т) d r + L
<0 2 1 J

Le +  Д ex p { (r  -  i K }L n—1

Интеграл с производной й1 /йт почленно преобразуем по частям:

|  [J  ( 0  -  J (о)] +  <0 J  (О j r  Ц--
n—1

2 “
-  <0 n— 1

Окончателвно с учетом 1 /n 2 =  п2/6  получаем

c0(t) =  c +  H  (t) — f  K  (t — r  ) J  ( r ) dr, K  (s) =  G2(0, 0, s),

1 2 rt
 J ( 0 ) У ] —  exp { — pnt)  — T  J ( r ) V e x p { ( r  — t)un} dr.

—, цп <0 J0 —in—1 n—1

H  (t) =  |  J  (t) — J  (0)

0
oo I 

H  (0) =  0,<0 I 2 ^  1 f a
e + to £  un  e x p ( —" n i}n—1
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<7(0) =  А7. В исходных переменных имеем представление

Г  Г  / \2
7о К (^ (Ь ,т )) 3 (т) Зт, у(Ь,т) =  у  Е(в) Зв, =  ( — ) .

Величина в квадратнвгх скобках монотонно убывает с 7/4 до 7/12. Для 
оценки параметров исполвзуем функционалвное соотношение

7(Ь) =  3 1/2(Ь) =  С0(Ь)61/2(Ь), Ь € [^1,^2] С (0,7*).

сс
Е (Т), то определение параметров десорбции 6^ Еь сводится к аппроксима ­
ции данник Л(7) =  1п {3 (Ь)/с2} прямой в координатах {Г-1 ,Л } ({Г,ТЛ}). 
Искомыми переменными являются 1п 6̂  и V =  10-4 Еь.

Аналогично рассматривается задача с условиями с(Ь, 0) =  с(Ь,7) =  с0(Ь). 
Считая сс(7) функциональным параметром, получим выражение с(Ь, ж) че­
рез соответствующую функцию Грина. Для оценки параметров модели по 
информации 3 (Ь) используем соотношение Е(7)сж(7, 0) =  3(7), подставив в 
интегралвное представление левой части функцию С0 (Ь) =  у /3 (Ь)/6(Ь).

Замечание 4. Посколвку входные данные Ь0 =  0  3 (Ь) известнв1 с погреш­
ностями, то вместо 3(0) =  Е (0)Д (0) =  Е(0)А7 для определения констан- 

А > 0
условия согласования граничного условия Е сх(Ь, 0) =  6с§(7  ̂ с начальным 
с(0, ж) =  д(ж) при Ь ^  +0 запишем фЕА7 =  л/Ъ д(0) =  л/Ъ[с — А70]. Квад­
ратное уравнение (относителвно л/А > 0) имеет корни разного знака, выби­
раем положительный. Исключая из рассмотрения началвную стадию экс­
перимента (Ь <71) и отдавая предпочтение интегральным соотношениям, 
определяем значение А го материального баланса с70 — А73/3  =  А*.

7
ние д(ж) =  с — А(ж — 70)2к, к > 1. Замену, приводящую граничные условия 
к однородным, оставим прежней. Функцию 3 (Ь) воспринимаем как фикси­
рованный функциональный параметр. Вместо д  =  с будет

7(0, ж) =  д(ж) =  с — А(ж — 70)2к +  7-1 (ж — 70)2.3 (0).

А > 0

сх(Ь, 0) =  3 (Ь), 7Х(Ь, 0) =  0, Ь ^  +0 ^  2кА7^ко1 =  3(0).
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В выкладках изменится лишь интеграл влияния <д(ж) (было Д =  с):

t »  1 .
До

Ii(t)  = G2(0 ,C,t) £(£) d{ и  с +  J(0)4o
Jo 6 2k(2k +  1)

Здесь ограничились «главным значением»: ряд по ехр{-ц Д } сколь угодно 
мал при достаточно больших Ь. Итак, корректируя величину /1 и прене­
брегая внеинтегральными экспонентами, имеем верхнюю оценку

co(t) и  \ с +  J(0)4o

J  (0)4)

1 1 J(0)4
1 2

с —
2k(2k +  1)

6 2k(2k +  1)J

-  /  K (y(t, r ) ) J (т) dr, t »  1.
Jo

Отметим, что без учета второго слагаемого (первого вычитаемого) в правой 
части получаем обобщенное решение для варианта <Дж) =  с :

co(t) и  с -  [  K ( y ( t , r ) ) J (т) dr. 
o

г* 

o

Погрешность такого приближения {co(t) — ...}  имеет вид

- J(0)4o[2k(2k +  1)]- 1  — e(t), e(t) ^  + 0 , J ( 0 ) =  D - 1(0 ) J (0 ).

J (t)
J(0) J(t)

знаком интеграла. Заменим J ( 0 ) =  2fcA4ok - i , где мотетанта A > 0 опреде­
ляется из квадратного по переменной \[А  уравнения согласования

V d ^ (Q ) =  v W ( 0 ) ^  2kD42fc-i =  1 Ь[с — A4ok]

или интегрального соотношения материального баланса дегазации.

Т Д С -и д ен ти ф и к ац и я  п ри  постоянной тем п ературе . Насыщаем пла­
стину при T(t) =  Т =  const. Затем «сбрасываем» давление (например, 
с помощью дополнительной вакуумированной емкости) и определяем плот­
ность десорбции J(t) , не меняя Т. Это приведет к упрощению: значения 
D =  D(T), b =  b(T) постоянны. Но такие эксперименты менее информа­
тивны, их потребуется несколько для оценки параметров D o E d , bo E 5.

t = 0
бокий, плотность десорбционного потока определяется надежно, в центре 
пластины еще равновесная концентрация. В рамках модели ограничимся 
квадратичным начальным распределением с(0 ,ж) =  Дж) =  с — А [ж — 4o]2 -

t
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Ввиду большого разброса порядков величин нормируем слагаемые и 
выделим удобные для численного анализа безразмерные величины:

, 4тах** , 4  (0)** А^2Х1 =  дт— , А  =  — —— , А2 =  -
КД К  ж1с

1 1 ^  1 г 4п2п2г
12 + д А  п2 е х р |  —

П=1

А^2—  =  Ж1Л2 ,
с

— =  1 -  N  (*; Ж1) -  А1 ̂  I  Ко ( 4т,
с * * 70 Ж1* * 4тах

где К 0ф) =  1 +  2 ^ ^с=1 ехр { — 4п2п2^^. Вместо максимума 4тах можно 
использовать другое значение, характеризующее порядок величины 4(*). 
Функция Коф) не определена в нуле: сначала следует почленно вычислять 
интегралы, а затем уже суммировать. Интегралы

4П(*) = ехр |  —-4п2п 2 ----- Т ]-4(т) 4т
0 Ж1 *

можно вычислять, используя линейное уравнение (с нормировкой 4тах)

4п2п 2
4̂га(*) = -------Г— 4п(-) +  4 4га(0) =  0.Ж1 *

При Т(Ь) =  Т начальное значение 4(0) не является малым, поэтому лучше 
ориентироваться на стандартные подпрограммы для жестких систем.

Д ля параметрической идентификации используем соотношение

I  (*) =  л/Ьсо (*), Ж2 =  ^  ^  Ж2 , * е  [*1, *2] с  (0, * *).
су  Ь 1тах с

Для определения Жц ж2 (а значит и К  =  К(Т), Ь =  Ь(Т)) по 4(*) ( I  =  л /4) 
с учетом зашумленности измерений целесообразно воспользоваться мето­
дом моментов. Домножая указанное соотношение на функции М (*) и ин­
тегрируя по £ е  [*1, *2^̂ уравнения / (Ж1,Ж2) =  0  линейные по Ж2-

Ж2
физически реальном диапазоне. Варьируя отрезок [Д, *2] и функции М (*) 
(линейные, квадратичные, тригонометрические), имеем возможность выде­
лять лишь часть измерений (наиболее надежные) и придавать различный 

4(*) *1 *2
*

Итак, за основу берем на отрезке времени [*1,*2] уравнение 

К (*; Ж1,Ж2) =  Ж2 +  N(*; Ж1) +  А1 у  [  К о ( ^  4т — 1 =  0
-тах ** 70 ' Ж1** 4 4тах
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относительно переменных х 1 =  £2/(Пг*), х2 =  1тах/(сл/Ь). Ряд К о(0) расхо­
дится. Сходимость «спасает» почленное интегрирование. Метод моментов 
позволяет улучшить сходимость и ограничиться меньшим числом слагае­
мых. Кроме того, происходит сглаживание погрешностей измерений.

Сформулируем компактно схему параметрической идентификации.
Пусть равновесная концентрация с =  с(Т) известна. Возможны следую­

щие модификации ТДС-эксперимента. После насыщения при Т =  Т быстро 
охлаждаем образец (отключаем ток нагрева), вакуумируем и затем быстро 
(но равномерно) нагреваем материал до той же температуры Т. При этом 
за начало отсчета времени г =  0 принимаем повторное достижение Т. За 
короткое время нагрева концентрация в приповерхностном объеме успева­
ет несколько понизиться, но насколько неизвестно, так что параметр А > 0 
также подлежит оценке. Либо без охлаждения используем дополнительную 
вакуумируемую емкость большого объема.

А

Далее из согласования граничного условия с начальным выражаем Ъ:

Подставляя в уравнение F ( t;x \ ,X 2) =  0 пропорциональную зависимость 
X2 (xi) «  ДХГ и удерживая конечное число членов рядов, получаем аппрок­
симацию f  (t; Xi) =  0. С учетом различного рода погрешностей приходим к 
скалярной среднеквадратичной задаче ||f  |ф2[од*] ^  min по х 1. Для коэф­
фициента диффузии диапазон порядков определяется из физических сооб­
ражений, а приближение находим из J (0) =  Dtp'(0) =  DA£. «Отдельные» 
значения J  (t) избегаем использовать, речь лишь о начальном приближе­
нии. Параметр s определяется насыщением: psp  =  Ъс2 (Г =  Г).

Замечания. Пусть равновесная концентрация с неизвестна. Заметим, что 
функция F  линейна то переменным Х2 и £ =  A/с : £ в определение N  
входит множителем, а в дроби A i следует выразить 1/с из соотношения 
£о — £ 0 3  =  $*/с. Ограничиваемся частичными суммами рядов. Методом 
моментов получаем три уравнения, линейных по Х2 и £. Из двух уравнений 
определяем зависимости X2 (xi), £(xi) и подставляем в третье. Снова зада­
ча сводится к скалярной. Выражения громоздки, но в основе — подсчет 
интегралов, а не решение краевых задач на каждой итерации.

Что касается численного диапазона параметров, то, фиксируя поря­
док диффузионного времени £2/D , изменяем поверхностное время £4/Ъ

д(х)  dx =  J (т) dr  =  £*, £ =  2£0 ^  с£0 — 3 iA£j] =  S*.

D p'(0) =  Ъд2(0), DA£  =  Ъ [с — A£2 ]2 ^  Ъ =  b(D).
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в окрестности А / ^  (по порядкам). Можно ориентироваться на соизмери­
мость диффузии и десорбции по шкале скоростей ^/А  и Ь/А.

Укажем коррективы, когда регистрируется 3т (Ь) =  3 (Ь)/3тах. Из ма­
териального баланса (с нормировкой 3тах и А =  ж1А2с/^2) получаем не 
значение А, а выражение 3тах(х1, с, 3т (0)), которое позволяет представить 
А  А1 через ж1; с, 3т (0). После определения ж1; ж2 коэффициент Ь вычис­
ляется из выражения ж2 =  / тах(ж1, с, 3т (0))/(сл/Ь). Лучше сразу обозна­
чить Ж2 =  1 / (сл/Ь) и использовать соотношение Ж2/(Ь )/3тах =  со(ф /(с3тах). 
Чтобы избежать подобных усложнений, калибровку измерений желатель­
но провести предварительно, например, по результатам экспериментов 
насыщения-дегазации для определения равновесной концентрации с. Все 
зависит от возможностей экспериментального комплекса. В математиче­
ских выкладках будем поступать единообразно. Если нет возможности 
определять абсолютные значения 3 (Ь) по регистрируемому давлению р(Ь), 
то при малой скорости нагрева полагаем 3 (Ь) =  вр(Ь) и производим эту 
подстановку во всех формулах, считая в дополнительным параметром.

Сопряженные уравнения. Подробнее остановимся на эксперименте, ко­
гда можно считать <̂ (ж) ~  с, 3 (0) 0 (3(0) ^  3тах): насыщение, быстрое
охлаждение, вакуумирование, медленный нагрев. Обычно Т(Ь) =  То +  ьЬ 
(Т(Ьт ) =  Ттах ^  ь =  0, Ь ф Ьт ). В интегральном измерении рассогласова­
ние при Ь ^  +0 равномерного насыщения с граничным условием

Т еж(Ь, 0) =  Ь(Ь)с0(Ь) 03 =  Ьс0)

несущественно. Если не ссылаться на теорию обобщенных решений крае­
вых задач, то можно считать, что к началу отсчета времени выполняется 
|(с — со(0))/с | ^  1 и на отрезках [0, в], [А — £,Ф, 0 < в ^  А реализуются гра­
диенты концентрации, соответствующие (в классическом смысле) гранич-

3(0) ~  0 ознэч&бт, что нзчшгьнсш температура НИЗ” 
ка (например, комнатная) и десорбция еще слабо активирована (Ь(0) ~  0). 
Нули (~  0) понимаются в относительных масштабах.

Соотношение вида (1.1), получаемое преобразованием по частям двой­
ного интеграла от произведения ф[с* — ^ с жж], после подстановки решения 
сопряженного уравнения А  =  — М ф ф хх упрощается:

А дс
0 =  — с ф(0,ж) Зж + [ф(Ь, 0) +  ФФА)] -

Уо Уо дж
, /"* * ,-АфЗЬ +  / с о ^ —  

о Уо дж
ЗЬ.

о

I*

Подразумеваем (фс)ф ~  0, т. е. «пробная» функция ф если и растет, то 
значительно медленнее, чем убывает концентрация на этапе остаточной 
дегазации. Варианты ф =  1, ф =  ж дают общий материальный баланс.
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Д ля функции ф(Ь, ж) =  в(Ь) ехр аж с учетом 4  =  Ьс0 получаем

с I
X [1+ехра£] +  ¥а[ехра£  — 1] =  — [ехра£ — 1], с£ =  2 /  4 (т) (т, (1.4)

а  7о
 ̂ /*£ >. /*£* /*£* _____

в(Ь) =  ехр |  — а 2у  Б ( т | ,  X  = J  в<1 (М, ¥  = J  в^л /Ь - ^4 й4.

Параметр а  варьируем в пределах сравнимости по порядку а£ ~  1. Это 
касается как функции ехр{аж}, так и в(£)- В случае а =  1/£ в аргументе 
экспоненты в(Ь) — безразмерное характеристическое «время диффузии». 
Замена а на —а  не меняет функцию в(Ь) значения X, ¥  и уравнение с 
точноствю до множителя. При предельном переходе а ^  0 получаем ф =  1.

Замечание 5. Аналогично получаем линейные по X , ¥  уравнения для

ф =  в(£)вш ах, ф =  в(Ь)сов ах, в(Ь) =  ехр | а 2̂  Б ( т ) ( т | .

Здесь уже функция в(Ь) растет, поэтому следует проанализировать условие 
равенства нулю интеграла от ф(Д, ж)—(Д,ж) по ж € [0, £]. В силу симметрич­
ности —(Ь, ж) относительно ж =  £о =  £/2 этого можно добиться, например, 
выбором а£ =  2п (для вш) и а£ =  п (для сов). Но при этом уравнения вы­
рождаются. По сходным мотивам не рассматриваем краевую задачу на от­
резке [0,£о] с условием симметрии — х(Ь,£о) =  0 и ограничение фх(Ь,£о) =  0. 
Следует воспользоваться приближением распределения —(Д,ж), например, 
параболическим по ж выражением с(Д,ж) =  с(Д,ж; Б , Ъ) (см. далее).

Подытожим вышеизложенное схемой оценки коэффициентов модели 
Б (Т), Ъ(Т), в(Т ) (Бо, Е в ,  Ъо, Еъ, во, Е 3). Как минимум нужно два экспе­
римента с различными температурами насыщения Т, чтобы при известном

Ъ( )

д*
с£ =  2 4 (т) йт, дв'р =  Ъс2 (Г =  Г)

о

определялись параметры зо и Е 5. Желательно варьировать давление р, 
чтобы значение с существенно изменилось, и скороеть нагрева V. Для оцен­
ки величин Бо, Е в  Ъо, Е& берем по два уравнения (а =  а 1, а 2) вида

/  =  —  X  +  —  ¥  — 1 =  0, к  =  ехр а£ +  1 вф =  в(Ь) ехр аж). 
с с ехр а£ — 1 4 '

Заметим, что функция в(Ь) зависит только от Бо, Е в  а. Параметрами 
эксперимента являются р, Т , V То, ТтаХ) а значения а  задаются численно.
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Во избежание плохой обусловленности системы можно добавить семейство 
уравнений /  =  0. Производные выражений X , У по переменной о вычис­
ляются под знаком интеграла. Из-за большого разброса порядков величин 
перейдем к комплексам переменных и параметров, например:

/  =  о Ы X  +  У  -  1 =  0, .  = ^  , Ь =  ^  , 3  =  3ст2Д,
с I  I

X  =  — f  J ( t ) f ( t )  dt, Y  =  — f  fD )V b~ 3 j  dt, a£ ~  1.
t* Jo t * Jo

1 ft* „ -  1 rt*
-  J( t) f3(t) dt, Y =  -  
t * Jo t * Jo

Далее можно следовать методу наименьших квадратов (MIIK):

F(Do, E d , bo, Eb) =  ^  a i f 2 ^  min, a  > 0.

Замечание 6. От предэкспоненты Do в функции f ( t)  можно избавиться, 
выбирая а2 =  а 2/Do и задавая значения а. При необходимости вместо 
равномерного начального распределения p(x)  =  с следует использовать 
уточнение p(x)  =  с — A[x — ^o]2fc. Интегрирование функции —c(0, х)ф(0, х) 
приведет к появлению слагаемого, линейного по A  Значение A > 0 опре­
деляется материальным балансом дегазации (равновесную концентрацию с
считаем известной). Согласование краевых условий Dip'(0) =  bp2(0) (t =  0)
дает дополнительное уравнение связи искомых величин Do, E d , bo, Eb-

Уточним алгоритм для варианта Т = Т (D, b =  const). В качестве проб­
ной функции фиксируем ^ ( t , x )  =  f ( t ) e x p а х  f (t) =  exp{—a 2Dt}. Чтобы 
избежать зависимости подынтегральных функций в X , У от оцениваемых 
параметров, удобно положить а 2 =  а 2/Dt*: f ( t )  =  exp{—а 2t/t*}. Тогда X  
становится известным числом, а интеграл У  известен с точностью до мно­
жителя:

X  =  J t X  У  =  DImaxt* УX  — J maxt*X , Y Y ,

X  =  -1 / '  * f  (t ) dr, У  =  t-  / '  *̂  f  ( t ) dr.
t * 7o J max t * 7o ^max

f = 0

f  (xi, x2) =  c X  A 1k (x 1 ) ДхГ +  а 2У x2 — 1 =  0, (1.5)

  ^max a   J maxt * / \ _ exp{y *Jx i } +  1
x2 c V ^  1 , K xi exp {а^ x i}  — 1.

Выбираем два значения а  и, исключая линейно входящую пвременную x 2 , 
решаем численно уравнение для у =  фЕ\, x 1 =  I 2/(Dt*)  G [x-,x+].
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Внесем поправку в резулвтате зам ены  началвной равномерной концен­
трации <̂ (ж) =  с(0, ж) =  с на Дж) =  с — А(ж — б°)2ф А > 0. Для опреде­
ленности ограничимся к =  1. При ввгчислении интеграла от произведения 
—с(0, ж)0(0, ж) появится дополнительное слагаемое Ь:

: д  /л
(с0)|°*Уж =  — ^>(ж)ф(0,ж) Уж =  —с / "0(0, ж) Уж +  Ь,

/О Л )  Уо

Ь =  А /(ж  — б°)20Уж =  А(б ^  0+  8) [ехр стб — 1] — А  [ехр стб +  1]. Уо 4ст0 ст2
А(б2ст2 +  8 )г_ _ ,  11 Аб 

""" 2 I/° 4ст3 ст2

В левой части уравнения (1.5) (в функции / )  добавится слагаемое

М  =  _ [б2ст2 — 4кбст +  8  =  —ц Гжтст2 — 4х(жД ДжГ +  8  .
4с ст2 4ст 2

В последнем равенстве сделаны указанные выше подстановки

ст2 =  Ж ■ ж1 =  Ж ■ ОС>'0 =  =  1 «»>• А2 = .

Если точность измерения начального уровня 1 (0) недостаточна, то преоб­
разуем величину А2 :

1  (0)4* Аб2 , , . .
А2 =  -А-У— = — —  =  —  ^  А2 =  А2(ж1).

бс бс ж1с

1. Пусть равновесная концентрация начального насыщения с известна. 
Константа А > 0 определяется материальным балансом:

Д о  Д *
/ <̂ (ж) Уж =  / 1 (т) Ут =  5*, сб° — 3 Аб0 =  5*.о о о

Согласование краевых условий дает зависимость Ь =  Ь(^):

^ ^ '(0 )  =  Ь̂ >2(0), \ZDAi  =  ДЬ[с — Аб§] ^  ж2 =  ж2(ж1).

В уравнении (1.5) с добавкой М  в левой части и заменой ж2 (жД остается 
одна переменная жц Н ачальное приближение ж° находим из DAб =  1 (0). 
Коэффициент §(Т) определяется начальным насыщением: дзр =  Ьс2.

2. Если равновесная концентрация с неизвестна, то материальный ба­
ланс дает выражение с =  с (А), а согласование краевых условий приводит 
к функциональной зависимости ж2 =  ж2 (жц А). Следовательно, нужно два

ст
нений /  =  0 целесообразно использовать и со отношения /  =  0.
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В заключение текущего пункта остановимся на определении Ь(Т) при 
условии, что зависимость О(Т) известна. Такая необходимость возникает, 
когда исследуется «старый» конструкционный материал с модифициро­
ванной поверхностью (примеси, окислы, напыление. . . ) .  При этом экспери­
мент проводится не в условиях, когда лимитируют поверхностные процессы 
и можно считать градиент концентрации практически нулевым (точность 
измерений низка), а при достаточно высоких температурах и с учетом урав­
нения диффузии. Из уравнения (1.4) определяется значение

У  =  Ь0 1 /2/" д(Ь)иЕъ(Ь) М (у =  (3 0 ^ 1 ,  и =  ехр {[2ЯТ] : }). (1.6)
то

Из двух таких уравнений (а =  од,2) исключаем Ьо'

/* £ * р гt■* т _1
У2У 1 = Ъ ^ ) и Еъ (Г) М Д1(Г)иЕъ (Ь) М .

о о

Это скалярное уравнение для энергии активации Еь, решаем его числен-
Ьо

постоянной температуры Т(Ь) =  Т уравнение (1.5) (и его последующая мо­
дификация) при известном значении Х1 =  £2/(0Г*) становится линейным 
по оставшейся искомой переменной Х2 =  ! тах/(сл/Ь).

П араболическое приближ ение (О Д ). Напомним стадии ТДС-экспери- 
мента: насыщение, охлаждение, вакуумирование, нагрев. Начнем с вариан­
та равномерного равновесного начального уровня с(0, х) =  Д х ) =  с. Схо­
димость алгоритмов оценивания в нелинейных задачах обычно локальная. 
Поэтому актуален выбор предварительной аппроксимации. «Куполообраз­
ный» характер распределения концентрации с(Ь, х ) известен. Поэтому в 
качественном плане за первое приближение удобно взять параболу:

с(Ь, х ) «  с(С х) =  Б(Г) — Л(Г)(х — £0)2, £ =  2£0, В (0) =  с.

Симметрия выполнена, функция Б  (Г) > 0 аппроксимирует «срединную» 
концентрацию с(Ь,£о), А(Ь) ^  0, Ь > 0. Напомним, что в модели с объем­
ной десорбцией и Д х ) =  с краевые условия не согласованы при Ь ^  +0. 
Решение краевой задачи понимается в обобщенном смысле. Значение А(0) 
определяем граничным условием, а Д х ) =  с означает, что в интеграль­
ные соотношения можно подставлять равномерное начальное распределе­
ние, пренебрегая «малым прогибом» на краях. Равновесная концентрация с 
оценивается по итогам дегазации интегрированием .] (Г). Константу А  =  Ао 
в параболе д(х)  и функцию А(Г) будем различать по контексту.
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Из материального баланса и граничного условия имеем:

Д  Д  Д
С  — 2S(t) =  c(t, ж) dx =  B (t)i — A(t) — , S(t) = J ( t ) dr,

do 12 do

D(t)cx(t, 0) =  b(t)cg(t) ^  iD (t)A (t) =  b(t) [B(t) — A (t)^ ]2.

Выразим отсюда функции A(t), B(t) через коэффициенты модели D ,b и 
известные величины с , S (t). В итоге находим аналитическое выражение 
c(t, ж) =  c(t, ж; D, b). Относительно функции времени \/A  получаем квад­
ратное уравнение с корнями разных знаков, выбираем положительный. Да­
лее подставляем выражения A =  A(D,b), B =  B(D ,b) в правую часть 
равенства-определения co(t) =  c(t, 0) и оцениваем значения параметров 
Do =  Do, E d  =  E d , bo =  bo, Eb =  Eb из функционального соотношения

J  1/2(t) =  b1/2(t)co(t), t e  [ti,t2] С (0 ,t*).

J(t)
десорбции. Если же нацелиться на «независимость» параболической мо-

t
баланса с заменой J  =  bcĵ . Подставив зависимость B =  B(A) из гранично­
го условия, получаем дифференциальное уравнение A  =  f  (A). Начальное 

A(0) c =  B(0) =  B(A(0))
Первое приближение окажется полезным и в ситуации, когда затруд­

нительно варьировать зн ачения Т, p , v. Приведенная выше система f  =  0 
(ф =  e(t) exp аж, а  =  од,2) может оказаться плохообусловленной. Уточним 
уравнение ( 1 .1 ) для вариантов ф =  в (t) sin аж (cos аж):

Ф +  X  sin a i  +  Y a[cos a i  — 1] — — [1 — cos ai] =  0,
а

Ф +  X  [1 +  cos ai] — Y a sin a i  — — sin a i  =  0,
а

Ф = J  Ф(Е,ж)с(Е,ж) dж, e(t) =  exp { а 2̂ D (r) d r | .

c(t , ж)
ражение c(t *,ж; D ,b). При этом можно оставить явную формулу по иско-

D, b
чений id, b, полученных решением обратной задачи по квадратичному при­
ближению. Попутно изложен вариант схемы простых итераций. При необ­
ходимости, когда регистрируется только относительный масштаб J / J max, 
следует провести нормировку уравнений на J max и соответствующие преоб­
разования. В общем случае при p /d i ^  p /(do, di) во всех формулах делаем 
подстановку J  =  dp и воспринимаем d дополнительной переменной.
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Если ограничиться отрезком [0, £o] (cx(t,£o) =  0), то аналогично (1.1)

Г̂0 Г£0 f t* pt* / /~)/) 1} \ £q

0 = lo (фс)|ц dx -  c/ o ^lt=o dx + j 0 J ^L=o dt + j 0 D ( c | “ ) dt.
x=0

Концентрацию c(t,£o) аппроксимируем выражением c(t,£o; D, b) или функ­
цией времени c(t, £o; D , b). Для ф =  x, ф =  e(t)exp  ctx первым слагаемым 
пренебрегаем. В случае роста в (t) следует вместо неизвестной концентра­
ции c(t*, x) брать приближение c(t*, x) с переменными D ,b или фиксиро­
ванными оценочными значениями D , b. Поскольку такие уравнения f  =  0 
более грубые, то их целесообразно использовать в качестве стабилизато­
ров, добавляя к основным слагаемым в целевой функции MIIK величину 
a f 2 с достаточно малым параметром регуляризации a  > 0.

Аналогично используется любая гладкая симметричная относительно 
x =  £o вогнутая функция c(t, x; A, B , ...) .  Помимо полиномов целесообразно 
использование фундаментального решения уравнения диффузии.

Перейдем к изложению модификации алгоритма оценивания для пара­
болического начального распределения < (̂x) =  с — Ao(x — £o)2, £o =  £/2, 
Ao > 0. Напомним, что рассмотривается симметричная по постановке экс­
перимента краевая задача ТДС-дегазации с объемной десорбцией:

ct =  Dcxx, c(0,x) =  <^(x) =  >̂(£ — x), Dcx(t, 0) =  bco, Dcx(t,£) =  —bcf.

Коэффициенты диффузии и десорбции зависят от времени посредством 
температуры (Г =  T o +  vt). Если иметь в виду очень тонкие пленки (по­
крытия), то поверхность становится основным лимитирующим фактором. 
Уравнение диффузии воспринимаем второстепенным. В порядке квадра­
тичной аппроксимации в тонком слое откажемся от дифференциального 
уравнения, но оставим требование материального баланса. Итак,

c(t, x) œ c(t, x) =  B(t) — A(t)(x — £o)2, A(0) =  Ao, B (0) =  с.

Равновесную растворимость водорода с =  с(р, Г) «  уф считаем известной. 
Функция B(t) >  0 аппроксимирует концентрацию c(t,£o), A(t) > 0 (t ф 0). 
Определим константу Ao в < (̂x) по результатам дегазации:

rt* Во
S* =  / J (т) d r =  / [с — Ao(x — £o)2] dx =  c£o — 3—1AoB§. o o o

Согласование D ^'(0) =  bco (DAo£ =  b[c — Ao£;]2, t =  0) краевых условий 
определяет функциональную зависимость Do/bo =  fo (E  — E d )'■

D ob-1Ao£ =  exp {(Ed — E 6)/[RTo]}[c — A o^]2. (1.7)
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Теперь конкретизируем квадратичную аппроксимацию с. Из условия ма­
териального баланса выразим функцию В(Ь) и подставим в с(Ь,х):

Подставив это представление аппроксимации с(£, х) в граничное условие 
О(Т)сж(£, 0) =  Ь(Т)с0(£), выражаем функцию А(£) через коэффициенты мо­
дели О, Ь и известную по экспериментальным данным зависимость Н (£). 
Оба корня квадратного уравнения относительно А(£) положительные, вы­
бираем меньший из них, чтобы выполнялось со(£) > 0. Вернемся к исходной 
обратной задаче. Из условия у/1  =  с0\/Ь, £ € [И,Ф] С (0,£*), получаем сле­
дующее соотношение для оценки параметров Оо, Ер,  Ьо, Ер-

В рамках параболического приближения равенство приближенное. Норми­
руем уравнение на 1тах и выделим безразмерные переменные:

Е
ременные X (£) =  X (Т(£)), У (£) =  У(Т(£)) «аррениусовскими»:

Заметим, что параметры начального распределения водорода Ао, с входят 
в полученное соотношение лишь неявно посредством функции 1  (£).

Преобразуем теперь У  с учетом связи Оо/Ьо =  / 0(Ех ) (см. (1.7)):

У =  Уоехр { -  Еу/[КТ]}  =  ^о ехр { -  Е х / [ Я П ] }  ехр { -  Е у / [ К Т ]},

с(£, х) =  Н  (1)1 1 — А(£) [х2 — 1х + I 2/6].

I  (г)ь1/2(т) =  з г ^ т ^ л / !  +  2Н (г)Ь(т)\зп(т)] 1 - 1 , 1  =  V I .  (1.8)

тах

о зоо  ’ о ^ х ^ ’ х  ь р

Обозначив г(£) =  2Н(£)/(£*1тах), получаем соотношение

Хо =  £*1тахЬо, Уо =  3° о , Е х  =  Е ь -  Е р , Е у  =  Е р  -  0.5Еь.

/(£; Х о,Е х,У о, Е у ) =  I(£)1т1тах ! +  г(£)Х -  ! У =  0. (1.9)
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Величина / max определяется данными {̂ >, D,b}. Запись Zo =  Zo(bo) 
означает, что значения с, Ao уже найдены, a J ( t)  при решении обратной 
задачи воспринимается как фиксированная функция времени.

X

X  =  Xo exp { — E x /[R T (t)]} =

=  exP {Ex / № ] }  exp { — E x /[R T (t)]}.

Подставляя в уравнение (1.9), получаем выражение f  =  f  (t; Z o ,E x , E y ).
J (t)

параболической аппроксимации целесообразно следоватв \  111К:

F (Z o ,E x , E y ) =  ||f  | | l 2 ^  min, L2 =  L2 [ t i ,t2], [ t i ,t2] С (0 ,t *).

Производные функции F  по указанным аргументам можно выписать явно 
(подсчет интеграла по квадратурной формуле считаем элементарной опе­
рацией). Приближение значения bo (Zo(bo)) берем из соотношения

J  (0) =  b(To)co,,(0) =  bo exp{—Eb/[RTo]}[c — A o^]2.

Именно как начальное приближение, поскольку в ТДС-эксперименте зна-
J(0)

Далее переходим к локальному уточнению оценок D o  E d  bo Eb в со­
ответствии с распределенной моделью. При этом учитываем, что искомых 
независимых переменных три в силу зависимости Do/bo =  fo(Eb — E d ).

Замечание 8. Задача усложняется, когда равновесную концентрацию с 
приходится считать неизвестной. Тогда задача 4-х мерная в соответствии с 
обозначением в соотношении (1.9). Значения с, Ao выражаются через оце­
ниваемые параметры X o  E x , Yo, E y из уравнений баланса и (1.7).

Модификация эксперимента. Пусть пластина является перегородкой 
камеры. После начального насыщения и охлаждения (с последующим мед­
ленным нагревом, без скачка T(t) =  Т) откачка газа проводится только 
с одной стороны (ж =  £). Остановимся на модели с объемной десорбцией:

Ct =  Dcxx , c(0, ж) =  с, ^sp — bc2 =  —Dcx(t, 0), Dcx(t,^) =  — bc|.

Как начальное рассмотрим квазистационарное приближение:

c «  c(t, ж) =  B(t) — A ( t^ ,  ^sp — bB2 =  DA =  J, bB2 =  ^sp — J,

Dcx (t, 0) =  Dcx(t, ф  =  —DA, DA =  b[B — A^]2 =  J.
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Параметры О, Ь, в (в, л/Ь/О) оцениваем из соотношения 1  =  Ьс2

V I  =  л / р В р - 1  -  1 £ ^ О -1 , Ь € [0, Д].

Аналогично рассматривается приближение с =  А(Ь)х2 +  В(Ь)х +  С(Ь). 
Чтобы выразить А, В, С через в, Ь, О имеем два краевых условия и ма­
териальный баланс. Искомые параметры оцениваются по измерениям из
у/ 1  (Ь)Ь- 1 (Ь) =  Се(Ь), Ь € [0,Д]. Линейную и квадратичную модели можно

1
дует дифференцировать баланс по Ь и переходить к уравнению А =  / (А).

1 .3 . В ы ч и сл и тел ь н ы е эк сп ер и м ен ты

Тестирование «ступенчатой» схемы идентификации проводилось в следу­
ющей последовательности [139]. Сначала численно моделировалась плот­
ность десорбции и коэффициенты модели «забывались». Затем использо­
валось параболическое приближение. Вычислительные затраты невелики, 
что позволяет проводить большой объем вычислений и оценить порядки 
коэффициентов. Затем для уточнения использовалась распределенная мо­
дель с применением интегральных операций обработки измерений. 
Рассмотрим краевую задачу ТДС-дегазации с объемной десорбцией:

сг =  Осхх , с(0, х) =  д(х), Осх(Ь, 0) =  Ьс̂ о, Осх (Ь,£) =  -Ьс2.

Здесь О(Ь) =  О(Т(Ь)), Ь(Ь) =  Ь(Т(Ь)), Т(Ь) =  То +  ьЬ, V > 0, начальное 
распределение параболическое: < (̂х) =  с -  А[х -  £о]2, А  > 0  £о =  £/2.

Ч исленное моделирование десорбции. Решение нелинейной краевой 
задачи основано на неявных разностных схемах [71]. Введем сетку с 
шагам и т, Н по Ь, х  в замыкан ии П =  [0,Д] х [0,£]. Обозначим ч ерез к, г 
(.к € { 0 , . . . ,  М }, г € {0, . . . ,  N }, т =  Ь*/М, Н =  £/Щ  номера точек сеток по 
Ь ^ х  ̂ ск ^  с(Ьк, х г). Рассмотрим схему с весами: ак =  О ( Д ), Д  € [ЬкДк+ ф

с‘ +1 -  4  ,, т)а ск+1 -  д  +  с‘_, + 4 «  -  2<Д'  +  4 +
— Т—  =  (! -  т)ак--------- Н2---------- +  так------------- Н2------------ .

Д ля определенности полагаем т =  !/2 , Д  =  Ьк +  т/2, тогда погрешность 
аппроксимации есть 0 ( т 2 +  Н2). В обозначениях дк =  2 +  в/ак, в =  2Н2/т, 

=  ск+1 +  ( -  2 +  в /ак) ск +  ск_ 1, получаем соотношение

скЛ1 -  дкск+1 +  ск+1 +  Вгк =  0, к к  0. (1.10)

Начальные значения известны: со =  д(хг)• Следуя методу прогонки, ищем 
приближенные значения концентрации в форме

ск =  агск+1 +  вг +  7гс§, г =  !, 2 , . . . ^  -  !, к к  !. (1.11)
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Прогоночные коэффициенты при г =  2 , . . . ,  N  — 1:

О  =  [<&_! — ОД-1]-1 , А =  афА - 1  +  ^ к-1|, 7* =  7,-107

Записав соотношение (1.10) на к-ом слое (к +  1 ^  к ^  к — 1) для г =  1, 
получаем начальные коэффициенты 01  =  71 =  1/ 5^ 1, А  =  ^ ^ / д к щ -  

В граничном узле справедливо сх(7кА) «  [ск_ 2 — 4ск_ 1 +  3ск]/2Л, 
с погрешностью аппроксимации 0(Л,2). Из краевого условия

Ьк[сж]2 =  [ — с к-2 +  4ск-  — 3ск](2Л,)- 1  (Ък =  Ъ(7к), О к =  £(7к)),

подставляя значения с к_ 2 и с к_ 1 из соотношения (1 .11), получаем квад­
ратное уравнение для переменной =  ск, к ^  1 :

2 ^Ък 2 /  . л. \
^  +  у3 +  ^ - 1(^ - 2  — 4) ̂  +

+  ^7х-2 +  7х-1(ах-2 — 4)) с0 +  (Аг- 2  +  вх - 1(ах- 2  — 4)) =  °.

В силу симметрии д  граничные концентрации равны, поэтому решение 
ищем при условии с§ =  ск. Запишем уравнение для хя  компактно:

2КЪк +  (С +  Н  ) ^  +  В  =  0, С  =  3 +  — 1 С,

н  =  7«-2 +  7Л -1Ф В =  Ау-2 +  Ау-1 С С =  °Л-2 — 4.

Покажем, что при достаточно малых шагах по времени т корни уравнения 
имеют разный знак (В < 0). Действительно, из соотношений 01  =  1/дк-ъ 
дк- 1  =  2 + 2 ^ 2/(ак т ), о, =  1 /(дк- 1  — 0 , - 1), г =  2 , . . . ,Ж  — 1  следует а* > о , -  
и а , е  (0,1). При т < Л,2/ а к имеем а  7 (1 /3 ,1 )  дк-1 > 4,

А  =  ^1к-1(9к-1)-1 > 0, Т*-1 > 0, в  =  а*(в*-1 +  ^ к-1) > 0,

В =  Ау-2 +  Ау-  1(° т -2 — 4) < Ат-2 — 3^ - 1  =

=  Ат-2 — 3 [ау-1 (Ау- 2 +  ^ ,к_ 1')] < — ̂ к -!. 

к
числяем наборы коэффициентов о, А  7- Значения концентрации в гра-

ск =  с0к > 0
Обратным ходом прогонки находим приближения в остальных узлах слоя. 
Точность вычислений контролируется материальным балансом:

г£ г£ гt
/ д(ж) 7ж = с(7,ж) 7ж + 21 7 (т) 7т, 7 (А =  Ъ(7)с§ ^(7).

Уо А  А  ’
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Помимо этого проводимся контрольный расчет но другой разностной схе­
ме: на k-ом слое по времени сначала в двух внутренних узлах находились 
приближенные значения ck, с2 (с^_2 , с^_1) по явной схеме (чтобы аппрок­
симировать граничные градиенты), затем выполнялась стандартная про­
гонка по слою. Вместо можно использовать новые полученные значе­
ния. Вычисления повторяются итерационно до установления. В целях те­
стирования алгоритма параметрической идентификации рассматривался 
следующий широкий диапазон параметров модели: D : 10-10 — 10- 5 cm2/s; 
b : 10-25 — 10-10cm4/s; с: 1016 — 1018 1/cm 3; £ : 10-2 — 10- 1 cm; D 0 : 10-4 — 
10- 1 cm2/s; E D : 10—60kJ/mole; b0 : 10-15—10-4 cm4/s; E b : 50—120kJ/mole. 
Плотность термодесорбции обычно представляют в зависимости от време­
ни или текущей температуры при монотонном нагреве (рис. 1.1, 1.2).

Из-за разброса порядков величин проводилось масштабирование:

x =  £z, z G [0,1], u =  c/с, ut =  D uzz, D uz |0 1 =  i b u ^  =  ± J ,

D  =  D /£2, b =  bc/£, u(0, z) =  1 — A[z — 0.5]2, A =  A£2/c.

С ростом энергии активации поведение плотности десорбции J  (t) каче­
ственно меняется. Но, например, в диапазоне Eb > 70 десорбционный поток 
практически одинаковый, лимитирующим фактором является диффузия. 
При этом модель вырождается: с0у =  0  J  =  Dcx|0 =  —Dcx|̂ .

Рис. 1.1. ТДС-пик: (t, J ). Рис. 1.2. ТДС-спектр: (T, J ).
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П рименение функции Грина. После того как численно получена функ­
ция 3(7) =  Ъ(7)с0 ^(7), рассмотрим линейную краевую задачу:

с  =  П(7)сжж , с(0,ж) =  д(ж), Псж(7, 0) =  3(7), Псж(7,-) =  —3(7).

Представим концентрацию со(7) с помощвю функции Грина (см. § 1.2):

2 Сt Г -  4 1 г Ф
со(7) =  с — -  у^ 3  (т) Зт — М  — +  ехР \  — 3 „7 (7, 0)|  —

4 со л t р  t 2

— -  ^  ехР {— 3 „7 (7, т ) } 3 (т) 7 (7, т) =  у  П (Ф =  (^-П) .

Заменим в квадратной скобке экспоненту на [ехр{— 7 (7, 0)} — 1] +1:

2 г t о  4 о
со(7) =  д(0) — -  3 (т) Зт +  4 А ^  ^„(7) — -  ^ 3 „ ( 7 ) ,  М =  Мо,

0 „=1  „=1

т - 1 — ехР{ — 3 „7 (7, 0 )} 7 т  _  [ t г /. м т / ч л^„(7) = -----------    , 3„(7) =  / ехр{ — ц„7 (7, т ) | 3 (т) Зт.
Зо

rt

о

Начальные данные: гд(0) =  3„(0) =  0  3(0) =  П(То)А-,

П д'(0) =  Ъд2 (0) ^  А =  8-- 3 [ПЪ- 1 — ^П Ъ - 1(ПЪ- 1 +  с-) +  0.5с-
То

Интегралы 3„(7) удобно вычислять интегрированием линейного дифферен­
циального уравнения (с нормировкой 3тах): 3„ =  — ц„П 3„ +  3  3„(0) =  0. 
Значения 3„+ 1(7) (7 > 7о > 0) существенно меньше 3„(7). При численной 
реализации ряды заменялись частичными суммами:

2 -1 М1 4
со(7) ^  5о(7) =  д(0) — -  3 (т) Зт +  4 А ^ ^ „ ( 7 )  — - ^ 3 „ ( 7 ) .

о „=1  „=1

При некоторых {N1, N2} могут появляться значения 5о(7) < 0. Из физиче­
ских соображений корректируем аппроксимацию граничной концентрации: 
£о(7) =  0- Вычислительные эксперименты показали, что для соизмеримо­
сти остатков рядов N 2 должно быть в 5-6 раз больше N 1. В указанном 
диапазоне параметров модели обычно достаточно N 1 =  5, 6 . Подчеркнем: 
нас интересует не установление при 7 ^  1 (тогда достаточно нескольких 
членов рядов), а «срединный» участок [71, 72] С (0,7*) как наиболее инфор­
мативный для обратной задачи. Сравнение графиков со(7) с разностным
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х  1015 х 1СТ

Рис. 1.3. Функции Хп (Ь). Рис. 1.4. функции Аип — Зп/1.

аналогом показывает, что функция Грина может быть эффективно исполь­
зована для оценки параметров нелинейной модели. Характерный вид вспо­
могательных функций приведен на рис. 1 .3-1.4 (£ =  10-2 , Оо =  5 х 10-3 , 
Е в  =  1ф Ьо =  10- 4  Еь =  100, То =  300, V =  2  с =  1018, N 1 = 6  N 2 =  30).

Параболическое приближ ение. Экспериментальные погрешности при 
определении плотности десорбции X (Ь) могут достигать нескольких десят­
ков процентов. К тому же, при £ ~«нано», когда в объеме, по-видимому, 
уже неадекватно уравнение диффузии, параболическая аппроксимация мо­
жет оказаться не столь уж грубой. Полагаем

с(Ь, х) «  с(£, х) =  В(Ь) — А(Ь)(х — £о)2, £ =  2£0, В (0) =  с, А , В >  0.

Функцию А(Ь) отличаем от А =  Ао =  сош! в <^(х) по контексту.
Из краевого условия О(Т)сх (£, 0) =  Ь(Т)с2(£, 0) получаем выражения

В(г) =  / в (т )£А(ь)ь- 1 (т ) +  А(г)£2, т = т(г),

В (0) =  с =  / О ( Т о)£А(0)Ь-1 (То) +  А(0)£2, То =  Т(0).

А (0) =  А о > 0

А(0) =  4£-2 [с +  2£-1О(То)Ь-1 (То) (1 — /с£Ь (Т о)О -1 (То) +  1)]. 

Имеем движущуюся параболу с(£, х) =  д /В(Т)£АЬ- 1 (Т) — А(Ь)х(х — £).
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Подчиним указанное приближение материальному балансу:
Г t Г t ri
/ c(0,x) dx — 2 b(T(т ) )c2(r, 0) dr = c(t,x) dx.

J 0 J  0 J  0
Уравнение для функционального параметра A(t)  получаем дифференци- 

t

w х bb-1 — D D -1 — 4 л /A(t)Db£-1 /ч , 4
A(t) =  3A (t)----------------- , V ( )--------- , T  =  T  (t). 1.12

W W 3 +  £ ^ A ( t ) b £ D - 1 W V ;

При линейном нагреве b(t)/b(t) — D (t)/D (t) =  v(Eb — E D)/[R T 2].
На рис. 1.5 показаны профили концентрации u =  c/c, полученные раз­

ностным методом и с помощью параболической аппроксимации. Отличия, 
разумеется, есть, но они всё меньше с уменьшением толщины £, а вычис­
лительные затраты на параболическое приближение незначительны.

В ли ян и е д еф ек то в . Рассмотрим задачу ТДС-дегазации с учетом обра­
тимого захвата водорода равномерно распределенными дефектами:

dc d 2c dz , .
— =  D — 2 — a 1c +  a2z, —  =  a 1c — a2z, t > 0, x G (0, £),
dt d x 2 dt

c(0,x) =  <^(x), z(0,x) =  ^ (x) =  ̂ (x )a 1a - 1 (T = T), x  G [0,£],

D Xdx =  bd,  D £o dx
=  —bc2  c0(t) =  c(t, 0), et (t) =  c(t,£).

Здесь z(t,x ) — концентрация захваченного водорода, а̂  — коэффициенты 
обратимого захвата (|щ] = l /s ) .  Считаем, что а̂  в пределах ТДС-пика сла­
бо зависят от Т: сц =  const >  0. Изменения для случая аррениусовских 
зависимостей афТ) непринципиальны. Рассмотрим схему с весами:

ck+1 ck ck _  2ck +  ck ck—1 _  ock—1 +  ck—1
C =  (i _  ,)D(Ck) Ck+1 %  +  Ck-1 +  *D (& ) Cm %  +  ^

-  (1 _  a)(a1 ck _  a2Zk) _  a(a1 ck+1 _  a2Zk+1),

zk+1   zkzi zi =  (1 — a)(m ck — a2zk) +  a (a ick+1 — a2z k+1 ), £k e  [tk,tk+i].

Выразим zk+1 из второго уравнения и подставим в первое. Полагая

a 1
a  =  0.5, £k =  tk +  0.5т, s =  2h2T 1, qk =  2 +

Fk =  ck -, +Fi ci+1 + D(Ck ) a2 +  2т 1

D(Ck )

2

1 +
a2 +  2т 1

cik +  cik 1 + î 2a2zk
i-1 +  D({k ) a2 +  2т-1

s
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П О ЛУЧИМ

ск-11 — qkс?+1 +  ск+11 +  =  0, к 1  0. (1.13)

Это равенство с точноствю до обозначений совпадает с (1.10). Задача све-
к

после нахождения приближенных значений концентрации во всех узлах 
добавляется определение концентрации в ловушках:

г, =  [й2 +  2т ^  1 аДс^ 1 +  ск) — (а2 — 2т 1)гк 1

Вычисления контролируем условием материалвного баланса:

г £ г£ г t
/ [Д х) +  ф(х)] Зх =  / [с(7,ж)+ г(7,х)] Зх + 21 3 (т)Зт, 3 
о о о

На рис. 1.6 показано влияние дефектов на плотности десорбции при значе­
ниях -  =  0.01 Ъо =  10-4 , Е в  =  28, То =  300, V =  0.5, с =  1017 (график 
плотности потока десорбции без учета дефектов изображен пунктиром).

0 50 100 150 200 250 300 350

Рис. 1.5. Концентрации и й .  Рис. 1.6. Влияние дефектов.

И д ен ти ф и к ац и я  при  постоянной тем п ературе . ТДС-дегазация прово­
дится при температуре насыщения (Т (7) =  Т =  сопвй). Значения П =  Т (Т) , 
Ъ =  Ъ(Т) постоянны. Выразим с помощью функции Грина граничную кон­
центрацию со (7) которая определяет плотность десорбции 3(7) =  Ъс§ (7)
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(более подробно технические выкладки приведены в разделе 1.2):

— =  1 -  N  (Ъ; хД -  Ах у  [  К 0( (1т,
с Ъ* 70 Х16* / утах

N  .  А 2
с

1 1 ^  1 г 4я2пЧ
12 + п2 е х р { -  ~ Х Д ~

П=1

Т2 Л УтахС л У (0)Ъ* АТ2
Х1 =  ^ Т - , Ах =  , А2 = — —  =  Г.иЪ* Тс Тс х 1с

Функция Ко (8) =  1 +  2 ^2Пг=1 ехр{—4п2п 28} не определена в нуле, поэтому 
сначала следует почленно вычислять интегралы, а затем суммировать. 

Для параметрической идентификации используем соотношение

л /7 Щ  =  I (Д =  ^/Ъсо(Г), Х2 =  ^  ^  Х2-1-(- ) =  Со(Ъ),
су  ь 1тах с

которое в более подробной записи принимает вид

С(Ъ; Х1, Х2) =  Х2 +  N (Ъ; Х1) +  А1^  /  Ко ( ^ й т  -  1 =  0.
1тах Ъ * 70 Х1Ъ * утах

Здесь Х1 =  Т2/ ( и  *), Х2 =  1тах/(сл/Ь), Ъ е  [ДД2] С (0Д *). Считаем рав­
новесную концентрацию с =  с(р,Т) известной. Из материального баланса 
(десорбция идет с двух поверхностей) находим величину А  =  Ао > 0:

До пи
/ д(х)  йх = У(т) йт =  5*, Т =  2То ^  сТо — 3 АТ° =  5*.

Уо Уо

Ъ

(0) =  Ъу2(0), иАТ =  Ъ [с — АТо ]2 ^  Ъ =  Ъ(и).

Подставляя в уравнение С(Ъ; Х1,Х2) =  0 связь Х2 =  х2(х1) ~  ДХГ и удер­
живая конечное число членов ряда, получаем приближение /  (Ь; Х1) =  0. 
С учетом погрешностей приходим к скалярной задаче ||/1|^2[* 1,*2] ^  т ш  

Х1
решения этой задачи для различных N 1, N2 (графики подписаны в по­
рядке убывания точки пересечения с осью ординат). Параметры прямой 
задачи: Т =  10-2 , Ъо =  10-4 , Е ь =  100, и  =  5 х 10-0 , Е в  =  15, Т =  300, 
с =  1018. Заметим, что стачала с ростом N 1 невязка уменьшается, но затем 
сказывается погрешность возрастающего объема вычислений. Независимо
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от этого точность решения обратной задачи растет. Начальное приближе­
ние коэффициента диффузии берем из ■](0) =  ^<^(0) =

Сопряженные уравнения. В § 1.2 для <(ж) =  с получено уравнение

/  (жц ж2) =  СХ А1к(ж1)фжТ +  <г2Ф ж2 — 1 =  0, (1-14)

2 СС л ^шахО / \ ехр{<7 ф Ж1} +  1
^ =  ТТ—, А1 = ----— , К(Ж1) =------ г_ ,__,------ .

Di* О; ехр{<г фЖТ} — 1

В случае <(ж) =  с — А(ж — О )2 в левой части добавится слагаемое

А А2
М  =  2 [XV2 — 4к£ст +  8  =  [ж1(С2 — 4к(ж1)фЖГ +  8  .

Согласование краевых условий дает зависимость Ь =  Ь(^):

^ < ;(0) =  Ь<2(0), \ZDAl  =  8Ь[с — А ^] ^  ж2 =  ж2(ж1).

В уравнении (1.14) с добавкой М  в левой части и заменой Ж2(Ж1) остается 
ж1 ж1

приближение ж° находим из соотношения DA^ =  .](0). На рис. 1.8 показаны 
корни уравнения Ф(ж^ =  / (Ж1,Ж2 (Ж1)) +  М(Ж1) =  0 для значений I  =  10-2 , 
Ь° =  10-4 , Е ь =  10ф Dо =  5 х 10-3 , Е п  =  15, Т =  300 с =  1018.

\\f\W

Рис. 1.7. £ 2-невязка f  «  F  =  0.

1 5 "

1 0 ­

5 ­

0­

-5 ­

- 1 0 -

- 15_

Рис. 1.8. Корни f  +  M  =  0.

а д

И дентификация при линейном нагреве. Рассмотрим краевую задачу 

е* =  D(^)cxx , с(0 ,ж) =  <(ж), D(^)cx(^, 0) =  Ь(^)с°, D(^)cx(^,^) =  —Ь(^)с|.
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Здесь, как обычно, используем сокращенные обозначения D(t) =  D(T(t)), 
b(t) = b(T(t)). Нагрев пластины считаем линейным: T(t) = Т о +  vt, v > 0. 
Начальное распределение растворенного атомарного водорода считаем па­
раболическим: < (̂x) =  с — A[x — £о]25 A > 0  £о =  £/2- Для численного моде­
лирования воспользуемся данными по вольфраму, являющемуся одним из 
конструкционных материалов [68]: с =  5.084 х 1016 1 /с т 3 (Т =  1300К), 
То =  300 К, Т =  2 К /s, t* =  500 s, £ =  0.1 cm, Ьо =  6 х 10-12cm4/s, 
Eb =  39.559 kJ/mole, D 0 =  4.1 х 10- 3 cm2/s, E D =  37.629 kJ/mole. Зависи­
мости плотности термодесорбции J  от температуры начального насыщения 
водородом и скорости нагрева представлены на рис. 1.9,1.10.

J x 10 500 700 900 1100 1300

300 500 700 900 1100 1300
T

T

Рис. 1.9. Зависимость J  (t) от Т. Рис. 1.10. Зависимость J  (Г) от Т.

Д ля оценки значений предэкспонент и энергий активации диффузии 
и десорбции использовались метод наименьших квадратов (MIIK) и ме­
тод моментов (ММ) применительно к уравнению (1.9) ( /  =  0), в которое 
подставлены: выражения X  Y; аррениусовские зависимости D(T), b(T); 
T(t) =  То +  vt] выражение D0 =  D0(b0, E D, E b) из соотношения (1.7). На 
рис. 1.11,1.12 показано, что задача | |/ |Д 2 ^  min (L2 =  Х [Д Д 2], ti =  50 s, 
t2 =  450 s) хорошо обусловлена по каждому из коэффициентов b, D (один 
из них фиксировался равным «истинному» значению). При этом дополни­
тельное соотношение (1.7) не учитывалось при построении поверхности на 
рис. 1.12, но для рис. 1.11 оказалось необходимым его использование, иначе 
отсутствует экстремум в физически оправданном диапазоне.

Более подробно остановимся на уравнении / (t ; Zo, E x , E y ) =  0, по­
лученном после подстановки в (1.9) выражений X  Y и Do в соответ­
ствии с формулой (1.7). «Истинные» значения параметров: Z0 =  0.119,
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Рис. 1.11. Экстремум по b. Рис. 1.12. Экстремум по D.

Е*х  =  1.929, EX  =  17.849. На рис. 1.13,1.15 варьируется лишь один из па­
раметров E x , Еу.  Решение задачи | | / | | l 2 ^  min по Zo дает относительную 
погрешность ö(Zo) =  |Zo — ZQ |/ZQ =  0.52. Это приводит в соответствии 
с формулой Z0 =  Z0(b0) к ö(b0) =  0.77 и ö(Do) =  1.17 в силу соотноше­
ния (1.7). Постоянство значений E x , E y  означает постоянство Ер, Еь-

I f II M

Обратимся к методу моментов. Обозначим
Д2

Ф*Mi =  M*(Zq, E x , Е у) = [  Ф*Ф)/(t; Zq, E x ,Е у)  dt.
Jti

EX
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I f II м

E
Y

Ограничимся функциями Фф£) =  t/t* , Ф2(^) =  t2/ t j , Фз(^) =  t* /t, t i  =  50, 
t2 =  450 (t* =  500). Эксперименты показали, что использование метода 
моментов дает точность в среднем такую же, как и метод наименьших 
квадратов (см. рис. 1.14,1.16). Применение параболического приближения 
позволило решить обратную задачу для исходной распределенной модели 
с погрешностями 152%, 20%, 30%, 7% для bo, £% Do, E d соответствен­
но. Имеем в виду, что это общая погрешность, включающая погрешность 
численного решения прямой задачи моделирования термодесорбции J(t).

Подчеркнем, что параболическое приближение является грубым для ис­
ходной краевой задачи. Его задача — «попасть в порядки» оцениваемых 
коэффициентов b, D. Значения предэкспоненты bo определяется заметно 
хуже, что объясняется его малым абсолютным значением (коэффициент 
при квадрате концентрации). Можно было бы перейти к двойной точности 
вычислений на всех этапах моделирования, но это излишне при зашум­
ленных входных данных обратной задачи. Начальные приближения энер­
гий активации Еь, E d в диапазоне нескольких десятков кДж /моль можно 
указать из физико-химических соображений. Приближение bo(Zo) берем в 
силу

J (0) =  b(To)Co;,(0) =  bo e x p { -Е ь /[RTo]}[с -  A ^ ]2.

Именно как начальное приближение, поскольку в ТДС-эксперименте зна-
J(0)

Далее переходим к локальному уточнению оценок bo, Е^, D o  E d в со­
ответствии с исходной распределенной моделью. При этом учитываем, что 
искомых независимых переменных 3 вследствие Do/bo =  fo(Eb — E d )•



1. ТДС-идентификация водородопроницаемости 367

Методом сопряженных уравнений для ф(Ь,х) =  fî(t) exp{ax} получаем: 

в (t) =  exp{a2y (t*,t)}, y {t, t } =  J  D(s) ds ( в (t*) =  1),

F  (a) =  x a X  +  a 2 Y  +  в  (0)a-2 {2A — a 2(c — A[t(j — t x a -1 ])} = 0 ,  (1.15)

et*

X  =  I e ( t ) J (t) dt, Y  =  [  e ( t )D ( t ) \ /b - 1 ( t )J (t) dt, к  =  exp a t  +  1 .
У о Уо exp a t  - 1

Имеем семейство уравнений. Выбирая значения a =  8, 9,10,11 (a t  ~  1) 
и решая численно систему уравнений, получаем общую относителвную по­
грешности (вместе с прямой задачей) определения энергий активаций менее 
0.1% (их влияние на кинетику оченв велико). Предэкспонентв1 оцениваются 
менее точно (b0: 8%, D0: 1.7%).

На рис. 1.17,1.18 представленв1 поверхности G =  F 2(9) +  F 2(11) при 
фиксированнв1х « h c t h h h b i x » b =  b* и D  =  D* соответственно. Видно, что 
для коэффициента десорбции важно найти хорошее началвное приближе­
ние. На рис. 1.19—1.22 криввш 1, 2, 3 соответствуют a =  8, 9,10 (указано 
максималвное значение относителвной погрешности). Один параметр ва-

F = 0
обусловлено по каждому из параметров модели. Таким образом, последо- 
вателвное применение представленных этапов параметрической идентифи­
кации позволило восстановитв параметры модели с относителвной погреш­
ностью, которая с запасом «поглощается» точностью ТДС-эксперимента.

G G

Рис. 1.17. Экстремум G(b). G (D )
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F х 10 F х 105

Ъо Еь

Еь

F х 10 F х 105

ЕD

Рис. 1.21. Вариация Оо Рис. 1.22. Вариация Ер-
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1 .4 . Ф ун к ц и и  Г ри н а и ур ав н ен и я  Р и к к ати

Перейдем к ТДС-модели с динамическими граничными условиями:

е*(£, ж) =  Р(£)схя(г, ж ), с(0, ж) =  ^(ж) =  -  ж),

со (г) =  сДг) =  ^^(^), <?(̂ ) =  —ь(^)^2( )̂ +  р(г)сх(г, о).

Как следствие выполняется с(г,ж) =  с(г, I  — ж) сх(г, 0) =  — сх(г, ф . Па­
раметр локалвного равновесия поверхности и объема $ считаем постоян­
ным. Он получается из баланса к+ (Т)с0 у(г) — к- (Т)д0 у (г) =  ± Р (Т )сж| 0  ̂
в случае изотропности поверхности и относителвной малости правой части: 
$ =  к- /к+ , Ек- Ек+, с|ж=0у =  с0у(г) =  дд0у(г). Вследствие симметрии
90 =  9£ =  9  3  =  &92 ([6] =  с т 2/з). Считаем <̂ (ж) =  с =  $9- Равномер­
ное началвное распределение растворенного водорода уже не противоречит 
граничному условию 9 =  — Ьд2 +  Р с ж(£, 0) при г ^  +0.

Изложим несколвко подходов к решению обратной задачи параметри­
ческой идентификации. Для этого сначала в компактной форме подыто­
жим представленный ввпие материал для модели с объемной десорбцией, 
в которой 3 (г) =  Ь(г)с0 Д£) =  ± Е (г)сф 0у ([&] =  с т 4Д ).

Считая потенциалвно функцию 3 (г) известной, переходим к линейной 
краевой задаче. Здесв два аналогичных варианта: фиксируем для урав­
нения диффузии граничные условия I рода С0/(£) =  I(£ )/у /Щ ), I  =  у/3, 
или II рода ±Е (г)сх|0у =  3 (г). Для определенности остановимся на втором 
варианте. Линейности краевой задачи позволяет найти явное представле­
ние решения с(г, ж) (а значит и интересующих нас концентраций С0у(£)) 
через соответствующую функцию Грина. Следует, конечно, иметь в виду, 
что «явность» формулы условна при наличии символа бесконечной сум­
мы. Полученное таким способом формальное выражение С0у(£; Е , Ь, 3(■)) 
подставляем в уравнение измерений I (г) =  у/6(£)с0у(г), г € [ДД2] С (0Д*). 
Здесь уже 3 (г) является конкретной входной информацией. Явное урав­
нение С (г; ^ 0 ,Е д  ,&0 ,Еь) =  0 (тождество по г) используем для оцен­
ки коэффициентов диффузии и десорбции. А именно, заменяем ряд ча­
стичной суммой, применяем методы моментов (для получения уравнений 
/ (Е 0,Е д ,Ь 0,Еь) =  0) и наименьших квадратов ||С |ф 2[цд2] ^  ш т .

Заметим, что можно расширить возможности для решения обратной 
задачи, добавив несколько иной вариант линеаризации исходной нелиней­
ной модели: следуя схеме «предиктор-корректор», достаточно представить 
квадрат граничных концентраций с0ф£) в форме С0у(г) 1  (£)/у /Щ ) .

Метод сопряженных уравнений дает дополнительное («независимое») 
семейство уравнений для оцениваемых параметров. При этом входные дан­
ные являются аргументом помехоустойчивых интегральных операторов.
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Для достаточно тонких мембран, когда основное внимание уделяем мо­
делированию поверхностнв1х процессов и возможно более грубое описа­
ние распределения концентрации в объеме, работоспособно параболическое 
приближение c(t, x) ~  c(t, x). При этом переходим от распределенной моде­
ли к ОДУ, что существенно упрощает численное решение обратной задачи 
с точноствю, «соизмеримой» с точноствю ТДС-эксперимента. Эффектив­
ной представляется комбинация методов оценивания, чтобы избежатв пло­
хой обусловленности системы однотипных уравнений.

Адаптируем изложенное для динамических граничных условий. 
Условие началвного насыщения и общий баланс имеют вид

rtt
ps(T)'p =  Ъ(Т)[с g-1 ]2, с £ +  2 q =  с[£ +  2д- 1] = 2 /  J  (т ) dr.

J о

Для оценки so, E s необходимо как минимум два эксперимента при извест­
ных значениях Ъ, д. Основная проблема — определение Do, Ep,  Ъо, Еь, д.

П рименение функции Грина II рода. Исполвзование функции Грина 
для линейной краевой задачи II рода, как это делалосв для модели с объем­
ной десорбцией, остается без принципиалвных изменений. Следует толвко 
в преобразованном времени вместо J  исполвзоватв функцию G:

cx (t, 0) =  G(t) =  q(t) +  J (t)D - 1(t), t =  t1.

В исходном времени производная q(t) выражается ч ерез b(t), J  (t), J(t) 
в силу определения J  =  bq2. Но дифференцирование эксперименталвных 
данных некорректно с вычислителвной точки зрения. Для граничной объ­
емной концентрации co(t) =  cg(t) справедливо представление

co(t) =  сдфЪ-1 J  =  с — f  {q(r) +  J (т) } K (7 (t, т)) dr, £ =  2£o,
J о

2 Г t 1 " 00
Гп =  ( ^  , Y ( t , r ) =  /  D(s) ds, K (s) =  £ 1 +  2 ^  exp { -  pns]

T  ̂ n=1

Ограничимся частичной суммой ряда и слагаемые с q(r) преобразуем по 
частям (именно в такой последователвности, иначе появится расходящий-

q(t )
ние y /J ( t) /b(t), q(0) =  с/д. Интегралы можно подсчитыватв как решения 
обыкновенных дифференциалвных уравнений. Далее для оценки величин 
д, Do, Ep,  Ъо, Еь применяем методы моментов и наименвших квадратов. 
Если температура постоянна (Г =  Г), то D ,Ъ =  const, y (t, т ) =  (t — т )D.
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Уточнение для параболического распределения д(х)  =  с — A[x — £o]2 
следующее (при t =  t1 в выкладках формально заменяем J  на G):

<G(0)|t/ =  [q(0) +  J  (0)]D -1 (0)|t =  D(0)A£D-1 (0) =  A£, 

co(t) =  gVb-1 J  =  с — A£
£ 4 ^  1 f

-2  +  ex^  — ^ nY(t , 0)Z
n=1 n

— [  К (7 (С Т))(с(т) +  7 (т))йт, дд(0) =  со(0) =  <р(0).
Со

Сопряженные уравнения. Приведем соотношения метода сопряженных 
уравнений для равномерного варианта д(х)  =  с. На решениях уравнения 
ф-I =  —ОфХх получаем аналог соотношения (1.1):

0 =  / ф(^*,x)c(^*,x) йх — с ф(0,х) йх+
Jо Со

+  I  (с +  у ) [ф(ф0 ) +  Ф (М ) ]м  +  I со°дхх п й*. (1 .16 )
o o ж=0

Выберем ф(t, х) =  e (t)ex p  ах, в (t) =  exp{—a 2 ̂ D ( t )d r }. Тогда первым 
слагаемым можно пренебречв в силу ф ^  0, с ^  0 с ростом t. Слагаемое, 
содержащее q, следует проинтегрировать по частям с учетом в  =  —D a 2 в - 
Началвная концентрация с =  g q {  q(0) =  q ) находится с точноствю до 
неизвестного пока параметра z =  g£ из материального баланса

rt*
с£ +  2с =  c£[z +  2]z-1 =  2 J (т) dT =  S*.

Jo

После элементарных преобразований соотношение (1.16) примет вид

z -+ a £
f  =  а £ к Х  + [а£к +  z]a2Y  — S* =  0, (1.17)

z + 2

X  =  I  *e J  dt, Y  =  I  *eDVb-1Jd t ,  к  =  exp a£ +  1 .
0 0 exp a£ — 1

Уравнение f  =  0 целесообразно нормировать величиной J maxt*:

— — z +  a£ - — 1 /*̂* J(t)
f  =  a£X +  [а£к +  z] C +  S* =  0, S* =  -  \  dt,

z +  2 t * Jo Jmax

X  =  — f  в (t; D) dt, Y  =  -  [  * a 2D(t) e(t; D) dt.
t * Jo J max t * Co \/b(t) Jmax ^max
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В случае ТДС-эксперимента с постоянной температурой T(t) =  Т можно 
сделать интегралы независящими от оцениваемых параметров D(T), b(T) 
подстановкой a2 =  <r2/D t*. В общем случае удобно фиксировать характер­
ное значение энергии активации E* и представлять e x p { -E / R T } в форме 
степени uv(t), где u(t) =  exp{—E */R T }, v  =  E / E *, T  =  T (t).

Как минимум для оценивания пяти параметров Do, E d , bo, E &, g по 
уравнениям f  =  0 при обработке данных одного эксперимента следует 

a
a  лучше дополнительно использовать f  =  0. Коэффициент g исключается, 
если известна равновесная растворимость с. К тому же есть еще параметры 
so и E s, для определения которых два эксперимента — минимум (без уче­
та ошибок измерений). Поэтому целесообразно сначала экспериментальные 
данные обработать по модели с объемной десорбцией и зафиксировать по­
лученные оценки Do, Ep.  Теперь уже в трех экспериментах можно в урав-

a
виду, что при отсутствии информации об абсолютных значениях потока 
J (t) и подстановке J (t) =  9p(t) появится дополнительная переменная в.

Рассмотрим сопряженные функции ^ ( t , x )  =  в  (t) sin ax  (cos ax).
Аналогично выводу (1.17) конкретизируем уравнение (1.16):

Если брать а£ =  2п для вш и а£ =  п для  сов, то Ф =  0, но уравнения 
вырождаются. В общем случае для аппроксимации интеграла Ф (с учетом 
экспоненциального роста в  (Г) при таком выборе сопряженных функций) 
следует найти хорошее приближение с(£*,ж), х  € [0,£\. Выберем параболу:

Для начала остановимся на случае д ^  Л. Из материального баланса и 
граничного условия получаем соотношения

f  =  Ф +  X  sin a£ +  Y  [ga cos a£ — ga — a 2 sin a^j —

— с a -1 [1 — cos a£] +  g -1 [c0(t*)e(t*) — с] s ina£ =  0, 

f  =  Ф +  X  [1 +  cos a£] — Y  [ga +  a 2 +  a 2 cos a£j —

— с a -1 sin a£ +  g -1 [1 +  cos a£][c0(t*)e(t*) — с] =  0,

c(t, x) «  c(t, x) =  B (t) — A(t)(x  — £0)2, A(t), B(t) > 0.

D(t)ëx(t, 0) =  £D(t)A(t)  =  b(t)g 2[B(t) — A(t)£0 j2.
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Первое уравнение линейное по переменным А и Б , а второе приводит к 
квадратному уравнению относителвно у/А  >  0 с положительным дискри­
минантом и корнями разных знаков. Можно ограничиться и линейными 
уравнениями, если в силу соотношения 3 =  Ьд2 заменить последнее слага­
емое первого уравнения на 2 у / 3/Ь, а правую часть второго на 3.

В общем случае, когда накопление на поверхности существенно, уравне­
ние материального баланса оставим, а граничное условие запишем в форме

ЗЕ(3)А(3) =  3(3) +  д-1 [Б(3) — А(£)З(5], А(0) =  0, Б(0) =  с.

Дифференцируя по £ бадане и подставляя выражение Б  =  Б  (А) в гранич­
ное условие, получаем линейное дифференциальное уравнение для А(3). 
Следовательно, получаем явные выражения Б  =  Б(£; Е ,д ), А =  А(£; Е ,д ). 
Далее либо сразу подставляем аппроксимацию с(3*,ж) ~  с(3*,ж) в уравне­
ние /  =  0, либо воспринимаем параболическую модель самостоятельно и 
оцениваем коэффициенты модели Д  Ь, д из соотношения

д(£) =  / 3 (£)Ь-1 (£) =  д-1 [Б(£) — А(£)^2] , £ е  [£1, £2] С (0, Д ).

Стараясь максимально уменьшить размерность обратной задачи, фик­
сируем приближения ~  До, Е д  ~  Е д  по модели с объемной десорбцией. 
Тогда выражение для с(3, ж) будет содержать д, Ьо, Еь и /  =  / (д, Ь0, Еь). 

Наконец, для отрезка [0, Зо] укажем, как использовать аналог (1.16):
До До Д*

/  = (фс)фЗж — с ф(0,ж) Зж +  / 3 (З)ф(З, 0) 3£+
Зо Зо Зо

+  д(3)[ф(3, 0) +  ф(М)]Ю* +  /  Д
о

д*

V - дф > дф
1С дж) <о — дд аж ж=о

3£—

— / д(£) [ф>(3,0) +  ф(М )] 33, ф(3, ж) =  в(£)7 (ж), д(3) =  V Ь-1 3. 
о

Для параболического начального распределения растворенного водорода 
<̂ (ж) =  с — А [ж — Зо]2 вместо с ф(0, ж) следует интегрировать функцию 
^>(ж)ф(0, ж) по ж е  [0, Зо] • Константа А > 0 (отличаем ее от А(3)) уточняется, 
например, условием мягкого старта д(0) =  0  Е(0)<Д(0) =  Ь(0)^2(0)/д2.

И нтегро-диф ф еренциальное уравнение Риккати. Рассмотрим мо­
дель ТДС-дегазации с динамическими граничными условиями:

с* =  Е(£)ежж , с(0,ж) =  < (̂ж), со(£) =  ее(3) =  дд(3),

<?(3) =  Я(3) — Ь(£)д2(£) +  Е(3)сДЗ, 0), Я(3) =  цДЗ)р(З),

р(3) =  ф  / 3 (т)ехр {(т — £)3-1} Зт, 3(3) =  Ь(3)д2(3).о о
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Функцию R  =  R(t) (ресорбцию) отличаем от универсальной газовой посто­
янной R  по контексту. Начальные данные симметричны (<p(x) =  <p(x — £)), 
g =  const. Для определенности с читаем < (̂x) =  с =  const, поправку для 
варианта < (̂x) =  с — A[x — £о}2, A  =  A 0 > 0  £ =  2£о, укажем позже. Кон­
станта A  при известной равновесной концентрации насыщения водородом с 
определяется по итогам дегазации. Для обратной задачи параметрической 
идентификации входными данными являются функции времени p(t) и J (t).

Сделаем замену времени Г =  /0  Dds t

Считаем q(t) функциональным параметром, а уравнение (1.19) — дополни­
тельным соотношением к линейной краевой задаче (1.18). Сделаем замену, 
приводящую граничные условия к однородным:

При т =  £ ряд расходится, так что подразумевается почленное интегриро­
вание. В исходном времени сх(£, 0) =  сх(С 0) =  сх(С £) =  сх(£,£),

Окончательно динамическое граничное условие запишется в форме

ct(t,x)  =  cxx(t,x),  c(0, x) =  с, co(t) =  ce(t) =  gq(t), (1.18)

cx(t, 0) =  -cx(t ,£)  =  q(t) +  [J(t) -  R(t)]D -1 (t). (1.19)

C(t, x) =  c(t, x) -  gq(t), Ct(t, x) =  Cxx(t, x) +  f  (t), 

f  (t) =  —gq(t), C(0,x) =  <C(x) =  0, C(t, 0) =  C(t, £) =  0.

Запишем решение с помощью функции Грина (56, гл. 2]:

П=1

cCx (t, 0)

cx(t, 0) =  - 4g Y  JQ q(T) exP { — —~£n ~ J  D(s) ds} dT

q(t) =  R(t) -  b(t)q2(t) 

4gD(t) s p f  f  ,f /** { —2 П2 /** }
Jo q(T) exp j  -  —£ ^ J  D(s) d s jdT .  (1.20)£
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Аналогично рассматривается вариант квадратичного началвного распре­
деления атомов водорода д(х)  (д(0) =  д-1 д(0), ф(х) =  — А[х — £о}2 +  А£о).

Полученное уравнение (1.20) с квадратичной нелинейностью (которая 
входит и в функцию Я(Ь) при «расшифровке» р(Ь)) будем классифици- 
роватв как интегро-дифференциал иное уравнение Риккати нейтрально­
го типа. Уравнение эквивалентно исходной краевой задаче в том смыс­
ле, что решение д(Ь) однозначно определяет решение с(Ь,х). Аналогия с 
функционально-дифференциальными уравнениями нейтрального типа (81] 
связана с тем, что избавиться от производной д в правой части интегри­
рованием по частям нельзя, так как появится расходящийся ряд. В по­
рядке аппроксимации можно ограничиться конечной суммой и восполь­
зоваться интегрированием по частям. Нас интересует отрезок времени 
[ДД2} С (0Д*), соответствующий выраженному пику термодесорбции (из­
мерения при Ь ~  0, Ь, малоинформативны). Чтобы не оперировать большим 
числом слагаемых целесообразна «склейка» частичных сумм двух разло­
жений (1.3). При этом от интегралов можно избавиться введением новых 
переменных, переходя к системе уравнений. Для мощной вакуумной систе­
мы ресорбцией пренебрегают (Л(Ь) =  0), что упрощает уравнение. Уравне­
ниям Риккати посвящена обширная литература (см. монографию (25]).

Параболическое приближение. Для тонких мембран в качестве прибли­
жения распределения объемной концентрации примем

с(Ь,х) «  с(Ь, х) =  В(Ь) — А(Ь)(х — £о)2, 2£о =  £, В(0)  =  с;

д(х)  =  с ^  А(0) =  0; д(х)  =  с — Ао(х — £о)2 ^  А(0) =  Ао.

Связь поверхностной и объемной концентраций в форме условия быстрого 
растворения дд(Ь) =  с(Ь, 0) и материальный баланс

Д о  Д о  Д
д0 +  / д(х)  йх =  д(Ь) +  / с(Ь, х) йх + ■](т) йт 

ао ао ао

дают представление функций А(Ь), В(Ь) через функцию д(Ь). Подставляя 
далее вместо сх (Ь, 0) выражение сх (Ь, 0) в исходное динамическое граничное 
условие, получаем искомую аппроксимацию — обыкновенное дифференци­
альное уравнение типа Риккати для поверхностной концентрации д(Ь).

Для обратной задачи оценки параметров модели ТДС-дегазации име­
ем скалярное уравнение для поверхностной концентрации д(Ь) и уравнение 
измерений I(Ь) =  л /Ь(Ь)д(Ь) («фазовое состояние» известно с точностью 
до неизвестных априори параметров десорбции Ьо, ЕД.  При использовании 
метода моментов интегрируем произведение М (Ь)д(Ь) по частям с последу­
ющей подстановкой выражения д(Ь) =  I(Ь)/\/Ь(Ь) (или д =  Д в р / л/Ь).
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О цен ка п оверхностны х парам етров . Пусть в ТДС-эксперименте из­
вестна равновесная растворимость (с =  й(Т)Др, Т =  Т — температура 
насыщения); температурная зависимость D(T) (Do, E d); начальное насы­
щение равномерное (<р(ж) =  с); нагрев относительно медленный и практи­
чески равномерный (T(t) = Т о +  vt). Поверхность конструкционного мате­
риала модифицирована (примеси, окислы, напыление, шероховатость . . . ) .  
Требуется оценить коэффициенты прилипания s, десорбции b ( J  =  bq2) 
и локального равновесия g. С точки зрения обратной задачи нас интересу­
ют численные зависимости s(T), b(T), g(T). Их физическая интерпретация 
зависит от выделенных стадий взаимодействия водорода с твердым телом. 
Считаем s, b, g обобщенными интегральными показателями переноса — эф­
фективными коэффициентами (ад)сорбции, рекомбинации и растворения. 
В изотропном приближении полагаем g =  const, Г £ [Г- , Г+].

В рамках модели динамического взаимодействия поверхности и объема

gsp =  bq2 =  bg-2 c2 ^  с =  gb-1/2^ g s  фр (Г =  Т).

Зная зависимости fc(T), b(T) и значение g, н аходи м  s(T). Коэффициент g 
оценивается материальным балансом дегазации

ft*
c + 2 q  =  С  [l +  2(g.£)-1 ] =  2 / J  (r) d r

Jo

(это может потребовать высокой точности определения J  (t)) или непосред­
ственно по известным данным с, q (например, q соответствует монослою).

b( )
Ограничимся в уравнении (1.20) первым слагаемым суммы 

q(t) =  - /  <q (r)a (r) d r -  J ( t) , a(t) =  exp { Ж  J  D(s) d s j .  

Домножая уравнение на a(t), получаем линейное уравнение

7 (t) =  - (t) 7 (t) -  a ( t ) J (t), 7 (t) =  J  q (r)a (r)  d r . 

Интегрируя с учетом y(0) =  0, последовательно находим функции времени

/ t*
а -1 (т Ж т) d r =  / (t) (q(t*) -  0) .

Подставляя выражение q(t) =  / (t) в соотношение J (t)  =  b(t)q2(t), имеем 

Л(t) =  ln { J ( t ) / -2 (t)} =  lnb0 — v 104[RT(t)]-1 (l04v =  Eb), t £ [t1, t 2].
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В координатах {Г-1 , Л} ({Г, ТЛ}) это отрезок прямой, по пересечениям 
которой с осями координат вычисляются оценки значений Ъо, Еь-

Укажем следующий шаг процедуры итерационного уточнения. Фикси­
руя функцию уф£) =  7 (£), учтем второе слагаемое в ^  (п2 =  9):

Обозначая интеграл через 72 (£), приходим к линейному уравнению 
72 =  —4дО£-172 — . . .  и соответствующему уточнению д(£) =  / 2 (£)-

2 .  Т Д С - и д е н т и ф и к а ц и я

Д Л Я  Д В У Х С Л О Й Н Ы Х  М Е М Б Р А Н

Если трудно изготовитв прочную пластину, то исследуемый материал на- 
пБ1ляют (когда это возможно) на подложку. Самостоятелвная задача — 
покрытия, в том числе и защитные от водородной коррозии. В обратных 
задачах будем учитыватв лишь основные параметры (лимитирующие фак­
торы) и ограничимся первым приближением. В окрестности такого реше­
ния можно «подключатв» второстепенные процессы, минимизируя локаль­
ными алгоритмами невязку экспериментальных и модельных кривых.

2.1 . О бъем ная десорбция

Примем для слоев модель сь =  В(Ь)ехх, щ =  Д (£ )и хх,

В(Ь)сх Д  0 ) =  Ъ{Ь)с2 (£), с(0 ,х) =  с, х  С [0 ,Ь],

D*(^)щx(^,£) =  —Ъ*(£)и|(£), щ(0,х) =  и, х  С [0,£].

Используем два начала отсчета по толщине, т. е. значение х  =  Ь для перво-
х = 0

как обобщенное, либо полагаем, что на границах начальные концентрации 
Со(0) =  с(0, 0 )  иД0) =  и(0,£) чуть ниже равновесных с, и. В интеграль­
ных соотношениях это несущественно. Схема метода ТДС прежняя: рав­
новесное насыщение при р =  р, Т = Т , затем охлаждение, вакуумирование 
и медленный нагрев (Т(Ь) =  Т о +  v^). Условия таковы, что теплопереда­
ча значительно быстрее массопереноса. Параметры второго слоя помечаем 
звездочкой. Если возникает еще один индекс, то * перемещаем наверх. 

Для полноты модели необходимо добавить условия сопряжения:

ВсхД ,  Ь) =  В*ихД ,  0), й(£)с(С Ь) — й*(£)и(С 0) =  — В с х (С Ь).
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Первое уравнение означает отсутствие накопления водорода на стыке сло­
ев, второе является балансом потоков. Коэффициентв1 скоростей обмена 
между слоями атомами водорода также аррениусовские по температуре, 
k(t) =  k(T(t)), k*(t) =  k*(T(t)). Начнем с простейшего варианта: процес- 
св1 обмена на ствше существенно быстрее диффузионного отвода и имеет 
место локалвное квазиравновесие концентраций. Тогда имеем соотношения

Dcx (t,L)  = D*ux (t, 0), c ( t , L ) =  Yu(t, 0), 7  =  k*k-1 .

В рассматриваемом диапазоне температуры Т £ [Т- , Т +] (давления насы­
щения p относителвно малы) считаем контактную поверхноств динамиче­
ски изотропной в смысле Ek ~  Е£, т. е. в процессе дегазации 7  =  const. 
Равновесные концентрации и коэффициент 7  =  c/U считаем известными, 
как и характеристики водородопроницаемости подложки D, b, s. Уровни 
c, U определяются пар ой Т, p. Значен ие 7  не является независимым:

дер =  Ьс2, дз*р =  Ь*и2 ^  7  =  к,к  1 =  у  зЬ*Ь-1з - 1 , Т  =  Т.

Условие 7  =  соп8  ̂ ^дачет зЬ*/з*Ь =  сошф т. е. Е* — Е , =  Е 3 — Ер. предпо­
ложение о динамической изотропности на стыке дает соотношение между 
параметрами поверхностных процессов. Следующее возможное упрощение: 
коэффициенты в, 8* слабо зависят от температуры, их при Т  7 [Т- , Т +} 
также можно считатв константами (формально Е 3 ~  0, Е* ~  0). Тогда 
Еь ~  Е*. Это частный случай общей задачи. Даже в таких грубых упро­
щениях неизвестными остаются пять параметров кф Еф ^ ф  Е ф, Ьо.

Если существенна температурная зависимость 7  =  7 (Т), то нетрудно 
внести изменения в выкладках ниже. Равновесные концентрации с, и, соот­
ветствующие начальному насыщению при р =  р , Т  = Т , известны. В прин­
ципе можно все параметры считать неизвестными и дальнейшее восприни­
мать лишь как технику вывода уравнений, связывающих в недифференци­
альной форме оцениваемые параметры с экспериментальными данными.

Итак, в сформулированном приближении имеем нелинейную краевую 
задачу с условием локального квазиравновесия на стыке слоев:

сг =  Бсхх , с(0, х) =  с, Осх(Ь, 0) =  Ьс2о, Бсх(Ь, Ь) =  Б*их(Ь, 0),

сь (Ь) =  дио(Ь), иг =  0* и х:х , и(0,х)  =  и, В*их(Ь,£) =  —Ь*и2.

Краевые условия не согласованы при Ь ^  +0 в классическом смысле. По­
этому при идентификации будут использоваться интегральные соотноше­
ния (уменьшение со(0), иД0) незначительно). Для уточнения за начальные 
можно взять не равномерные распределения, а параболические.
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Квазистационарная аппроксимация. Начальные концентрации водо­
рода с(0, ж) =  < (̂ж), и(0,ж) =  ^>*(ж) не фиксируем (равномерное распреде­
ление является интегральным приближением). Если с* 0  и* ~  0 в отнО“ 
сительном масштабе, то полагаем, что с(Ь, ж), и(Ь, ж) имеют вид квазиста­
ционаров — линейных функций по ж с медленно меняющимися во времени 
коэффициентами. Итак, ищем при Ь ^  0 концентрации в форме

с(Ь,ж) =  В(Ь) +  А(Ь)(ж — —), ж е  [0,—], А >  0, с(Ь,—) =  В(Ь), 

и(Ь, ж) =  В*(Ь) — А*(Ь)ж, ж е  [0,»], А* > 0, и(Ь,0) =  В*(Ь).

От условия «склейки» потоков В сфЬ,—) =  В * ( Ь ,  0) отказываемся, пре­
небрегая диффузионным перетоком атомов водорода из слоя в слой. Ис­
комыми являются функции времени А(Ь), В(Ь), А*(Ь), В*(Ь). Физические 
параметры (аррениусовские коэффициенты диффузии и десорбции) фор­
мально считаем заданными до тех пор, пока не ставится обратная задача.

Локальное равновесие с(Ь, —) =  уй(Ь, 0) влечет равенство В =  дБ*. Гра­
ничные условия Всж(Ь, 0) =  Ьсд, В*йх(С») =  —Ь*й| принимают вид

В(Ь)А =  Ь(Ь)[В — А—]2, В*(Ь)А* =  Ь* (Ь)[В* — АФ]2.

В начальный момент времени выполняется В (0) =  с, В*(0) =  и. Это позво­
ляет найти величины А(0) и А*(0), решая относительно л/А, ДА*  квадрат­
ные уравнения с корнями разных знаков. Получаем явные выражения для 
начальных распределений с(0, ж), и(0, ж). Кроме того, из первого уравнения 
находим выражение В =  В(А), а затем из второго

А* =  А*(В*) =  А*(д-1 В) =  А* (А).

Разумеется, А* (В*) А* (А) — разные функциональные зависимости. В скоб­
А*

А

г ь г£ г * г ь г£
/ с(0, ж) Уж + и(0, ж) Уж — 2 — Ут = с(Ь, ж) Уж +  / и(Ь, ж) Уж =

Уо Уо Уо Уо Уо
г 2 "2 — I —

=  В (Ь)в  — А(Ь) —  +  В *(Ь)» — А*(Ь) "2 , У(Ь) =  -°"2—- ,

где —о(Ь), —-(Ь) — плотности десорбции с соответствующих сторон (условно 
левой и правой) двухслойной пластины. Следует подставить выражения 
В* =  д -1 В, В =  В(А), А* =  А*(А) и продифференцировать по Ь с учетом

2—(Ь) =  —о(Ь) +  —фЬ) =  Ь(Ь)с)2 +  Ь*(Ь)и| =  В(Ь)А +  В*(Ь)А*(А).
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В итоге получим уравнение A  =  f  (A) с начальными данными A(0). Ин­
тегрируя его численно при заданных параметрах модели, получаем A(t).  
Далее экспериментальную плотность десорбции J (t) аппроксимируем мо­
дельной, варьируя D, b, D *, b* (или только D *, b*, когдa D, b известны).

С учетом отсутствия значимого перетока атомов H  между слоями, про­
ще ограничиться «односторонним» материальным балансом:

f  L t \ 1  /Л  , f L / Л , dA L 2 dB(A)c(0,x) dx — J0(r ) dr =------c(t,x) dx ^  —---     D A  =  0.
J0 J0 J0 dt 2 dt

D b D * b*
можно добиться совпадения модельной и экспериментальной десорбции. 
Для этого в общий материальный баланс подставляем выражения c(0, x), 
û(0, x) и экспериментальный поток J  (t). Тогда левая часть — известная 
функция параметров модели и времени. Подстановка зависимостей B (A), 
B* =  y -1 B(A), A*(A) дает алгебраическое уравнение для A(t).

Замечание 1. Предположение о локальном квазиравновесии на стыке дик­
тует определенные экспериментальные ограничения: не должно быть «пе­
рекосов» в дегазации слоев. По-видимому, следует ориентироваться при 
выборе толщин слоев L, £ на сравнимость по порядкам безразмерных ком­
бинаций лимитирующих параметров: L 2D/b  ~  £2D*/b*.

Остановимся на соизмеримости дегазации. Перейдем в каждой краевой 
задаче к безразмерным переменным d, z, с =  c/c, û =  и / и :

L 2 d =  [  Ddr,  
Jo

x  =  Lz, £2d =  /  D* dr, x  =  £z,
o

de d2c de
dd  =  dZ2' Z G [ ' ]' dZ

dû d2U rn dû
d d  =  z e [0' 1]' dZ

Lbc ,2
-D  co'

о, d rdz

de
dz

=  0,

£b*u
D* u2.

Подчеркнем, что для каждого слоя — свое характерное время, определя­
емое коэффициентами диффузии D, D *. Чтобы рассчитывать на локаль­
ное равновесие на стыке, целесообразно толщины слоев L, £ выбрать так, 
чтобы «диффузионные времена» (dt/dd)  были сравнимы: L 2/ D  ~  £2/ D *. 
Тогда, так как «новые» коэффициенты десорбции равны Lbc/D , £b*u/D*, 
желательно bc/L ~  b*u/£, т. e. Ьд/ L  ~  b*/£. Если же ориентироваться на 
безразмерные комплексы L2D/b, £2D*/b*, то b/L4 ~  b*/£4.

o 1

o 1

П ар аб о л и ч еская  ап п рокси м ац и я . Начальные концентрации д(х) ,  <^*(х) 
заранее не фиксируем. Рассмотрим аппроксимацию без учета уравнения



2. ТДС-идентификация д ля  двухслойных мембран 381

диффузии в объеме. Считаем только, что приток атомов водорода к по­
верхности пропорционален градиенту концентрации (с коэффициентами 
диффузии О и О*). Ищем распределение в слоях в форме парабол:

с(Ь, х) =  В(Ь) — А(Ь)(х — Ь )2, х  7 [0,Ь], А >  0, В  =  с(Ь, Ь),

и(Ь,х) =  В*(Ь) — А*(Ь)х2, х  7 [0,£], А* > 0, В* =  и(Ь, 0).

«Склейка» потоков, причем без перетока водорода из слоя в слой, выполне­
на: Осх(Ь,Ь) =  О*их (Ь, 0) =  0. Из локального равновесия с(Ь,Ь) =  ди(Ь, 0) 
находим В(Ь) =  дВ*(Ь). Внешние граничные условия дают

2ЬОА =  Ь[В — АЬ2}2, 2£О*А* =  Ь*[В* — А*£2]2.

Обозначая Л(Ь) =  л/А, Л*(Ь) =  ДА*,  получаем

В  =  Л^2ЬОЬ-1 +  \ 2Ь2, В* =  Л*у^ 2£О*Ь-1 +  Л2£2.

В начальный момент времени выполнены равенства В (0) =  с, В*(0) =  и, 
откуда находим величины Л(0), Л*(0) и выражения распределения концен­
траций с(0, х), и(0, х) через значения с, и, О(0), Ь(0), О*(0), Ь*(0). 

Чтобы выразить величины А, В, А*, В* через О, Ь, О*, Ь*, помимо

В  =  дВ* : Л  (Л, Л*) =  Л^2ЬОЬ-1 +  Л2Ь2 — уЛ*^2£О*Ь-1 — дЛ2£2 =  0,

нужно еще одно уравнение. Найдем его из материального баланса: 

г Ь г£ г Ь г£
/ с(0, х) йх + и(0, х) йх — 2 3 йт = с(Ь, х) йх + и(Ь, х) йх =

Уо Уо Уо Уо Уо

=  ВЬ — 3-1АЬ3 +  В£д-1 — 3-1А*£3, 23 =  3о +  3  ̂ =  Ьс̂  ̂+  Ь*и2.

Подставляя выражения В  (А), А* (В*) =  А *(В /д) =  А* (А) и дифференци­
руя по Ь, получаем обыкновенное дифференциальное уравнение ТА =  f  (А). 
Вследствие отсутствия перетока можно ограничиться балансом для одного 
слоя. В итоге получаем численную процедуру, позволяющую при заданных 
О, Ь, О*, Ь*, с, и определять функции со(Ь), щ(Ь). Далее варьируем сво­
бодные параметры модели в заданных пределах с целью аппроксимации 
экспериментального потока: Ьс2 +  Ь*и2 ~  23, Ь 7 [Ь1, Ь2] С (0, Ь*).

Ф ункц ии  Грина. Переходим к задаче идентификации распределенной мо­
дели, считая, что начальные оценки параметров по линейному или парабо­
лическому приближению найдены. Для защитных покрытий десорбцион- 
ные потоки с различных сторон двухслойной пластины будут существенно
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различными. Поэтому измерение суммарной плотности 27 =  7о +  7  ̂непер­
спективно для обратных задач. Эксперимент следует усложнить: пластина 
служит перегородкой камеры, с обеих сторон производится вакуумирова- 
ние и измерения десорбции 7з(7) =  Ьс2, 7Д7) =  Ь*и|. Соответствующую 
модификацию для линейного и параболического приближений опускаем. 
Когда характеристики водородопроницаемости подложки известны, экспе­
римент можно не усложнять: вычитаем модельный поток 7о(7) из экспери­
ментальной функции 27(7) и получаем информацию 7Д7).

Запишем решение краевых задач II рода, считая диффузионный пере­
ток между слоями пренебрежимо малым:

с* =  Е сЖж , ж е  (0, Ь), с(0, ж) =  с, Е сж(7, 0) =  7Д7), сж(7, Ь) =  0,

щ  =  Е * , ж е  (0,7), щ(0,ж) =  и, их(7, 0) =  0, — Е*иж(7,7) =  72.

Выразим решения через функции Грина:

Пусть значения Е , Ь, у для подложки известны. Для оценки оставшихся 
параметров Е*, Е ф , Ь* (Е* ~  ЕД имеем функциональные соотношения

сь (7) =  уио(7), 7̂ 1/2(7) =  Ь̂ /2(7)щ^(7), £ е  [71,^2] С (0,7*).

Четырехмерная обратная задача допускает декомпозицию: сначала из пер­
вого равенства оцениваем предэкспоненту и энергию активации диффузии 
Е*, Е ф , а затем из второго — оставшиеся параметры десорбции Ь0, Е*. 
Вместо начальных равномерных распределений с(0, ж) =  с, щ(0, ж) =  щ це­
лесообразно использовать параболические с(0,ж), щ(0,ж). Если и значения 
Ео, Е ф , Ьо, Е ^  у подлежат оценке (при этом по измерениям известны функ­
ции 7о и 7Д, то добавляем соотношение \/7о =  иол/Ъ, 7 е  [7ц 72] С (0,7*).

С оп р яж ен н ы е уравн ен и я. Считаем параметры водородопроницаемости 
первого слоя заданными. Тогда с помощью функций Грина или разностны­
ми методами приближенно определяется концентрация с(7, Ь) =  уи(7, 0).
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Домножая ut — D*uxx =  0 на решение уравнения ^  =  - D * ^ xx и 
интегрируя по частям в замыкании Q  =  [0,t*] х [0,i], получим

Д Д* л Д*
0 =  (иф)\0* dx — (^D*Ux)\0 dt +  / ( u D ^ x ) \ 0 dt.

Jo Jo Jo

Теперв учтем соотношения u(0,x) =  U (или u(0,x) =  U(0,x) — парабола), 
Ux(t, 0) =  0, D*ux(M ) =  —Je(t), u0(t) =  cL(t) /y,  ue(t) =  у /Je/b* :

f  {DO,ED,b*o,E*) = /(u ^ )\0 *dx +  f  ^ ( t ,£ )Je(t) dt+0 0 0

+  /  J b -1J£ D*(t)^x(t,£) dt — [  у _1cL (t)D*(t)^x(t, 0) dt =  0. 
0 0

Если вв1братв ^ ( t , x )  =  fi(t)r(x) с ограничен ной в  (t), то в силу c(t,x) ^  0 
с ростом t под интегралом в первом слагаемом остается функция — ur(x) 
(или — u(0, x )r(x )) . В случае быстрого роста P(t) вместо неизвестного рас­
пределения u(t*,x) можно взять параболическое приближение u(t*,x).

f
ф =  1 приводит к общему материальному балансу. Для ф =  x  имеем

f i  =  —u — +  i  f  Je dt +  /  J b - 1Je D*dt — [  y -1D*cL dt =  0.
2 Jo J о Jo

Если ф ^ ^ )  =  e (t)e x p a x , to  e(t) =  exp { — a2 JqD*(t )dr} , a i  ~  1,

u
f 2 = ----- [u exp a i  — 1] +  X  exp a i  +  Y a  exp a i  — Z a  =  0,

a
rtt. rt„ I---------------  nt „

X  = @Je dt, Y  = в у Ь - ^ е D* dt, Z  =  / y -1pD*cLdt.
Jo Jo Jo

Аналогично рассматриваются варианты ф =  n(t) sin ax  (cos ax), но вслед­
ствие роста функции n(t) необходимо достаточно точно представить инте­
грал от ф(t*,x)u(t*,x), x  <Е [0, i]. С целью избежать плохой обусловленности 
систем уравнений f  =  0 следует добавить, например, семейство f  =  0.

Остановимся на параболической аппроксимации u(t, x) =  B*(t)—A*(t)x2. 
Поскольку известна концентрация yuo(t) =  cL(t), то B * =  cL/у ,  B*(0) =  u. 
Искомую функцию A*(t) определяем (с точностью до значений оценивае­
мых параметров модели) из граничного условия D *ux(t , i)  =  —b*u2.

Проводя как минимум два эксперимента с различными давлениями на­
сыщения водородом р, температурами Т и скоростям и нагрева v, по двум
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парам / 1, / 2  оцениваем значения Е *, Е * , Ь0, Е*. Из статистических сообра­
жений целесообразно варьировать а =  ^ 1,^ 2 - Из соотношения начального 
насыщения цв*р =  Ъ*и2 оцениваем оставшийся параметр в*, Т =  Т.

Отсутствие локального равновесия. Остановимся на варианте, когда 
нельзя пренебречь диффузионным перетоком между слоями. Примем на­
чальное распределение Д х ) =  с и  условия сопряжения слоев:

Е(Г)сх(Г, Ь) =  Б*(г)их (Г, 0), к(Г)с(Г, Е) — к*(Г)и(Г, 0) =  —Е(Г)сх(Г, Е).

Рассматриваем ТДС-эксперимент, когда откачка и измерение плотности 
десорбционного потока ведется с обеих сторон двухслойной мембраны- 
перегородки. Поскольку параметры первого слоя известны, то имеем кра-

х = 0

Е(Г)сх(Г, 0) =  До (Г), со (Г) =  /До(Г)Ъ-1 (г) (До =  Ъс1).

Перейдем к переменной Г (№ /(Г =  Е(Г), /̂(0) =  0), сохраняя обозначение Г.

сь(г,х) =  ехх(г,х), с(0,х) =  с, ех (г, 0) =  До =  Е Е - 1 , со =  V Ъ-1 До.

Формально полагая известным градиент сх (Г, Е) =  —Дь =  — Дь / Б ,  запишем 
решение краевой задачи с помощью функции Грина:

— С 2(х,Г, Ь,т)Д  (т) (т. 
ао

Подставляя х  =  0 и зная со (Г) =  у/До/Ъ, получаем уравнение для Дь (г).
После возвращения к исходному времени известна плотность потока 

,1Ь(Г) =  —Е(г)сх(Г, Ь) =  —Е*(г)их(Г, 0). Кроме того, можно подсчитать и 
концентрацию сь (Г) =  с(Г,Е). Далее следуем методу сопряженных уравне­
ний из предыдущего пункта, только теперь функцию ад (Г) заменяем не на 
сь (Г)у, а на выражение из баланса потоков на стыке слоев:

u (t , 0) =  у -1 [сь (г) — Д  (г)к -1(г)] (у =  к*к-1 ) .

Можно не проводить предварительный подсчет функций Б с х (Г, Е), с(Г, Е), 
а использовать сопряженные уравнения на каждом из отрезков [0, Е], [0, £}, 
как это делается далее для метода проницаемости. При двух скоростях 
нагрева V =  Vl, У2 потребуется варьировать значения а =  а ц а 2 , поскольку 
появляется дополнительный неизвестный коэффициент к (ко,Е&).

Если второй слой пластины существенно более «водородоупорный» (за­
щитное покрытие), то, отбрасывая предположение равномерности < (̂х) =  с, 
в первом слое можно ограничиться квазистационарным приближением

с(Г,х) =  с — С 2(х,г-,0,т)До(т) (т
I

о
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с(7, ж) =  В (7) +  А(7)(ж — Ь). По экспериментальной информации 7о(7), 
со (7) функции А(7), В(7) определяются однозначно в силу соотношений 
7о =  Е сх(7, 0) =  Е Д  со =  В — АЬ. Из условий на стыке имеем необходи­
мые ввгражения для подстановки в сопряженные уравнения:

ио(7) =  7 -1 [В(7) +  Е(7)А(7)к-1 (7)], Е*(7)иД7, 0) =  Е(7)А(7).

Д ля параболического приближения с(7,ж) =  Со(7) +  СД7)ж +  С2(7)ж2 
искомые коэффициенты Сф7) определяются в силу соотношений

7о(7) =  Е(7)Д (7,0) =  Е(7)СД7), со (7) =  \/Ь -17о =  Со (7),
/*£ /*£ пЬ

с7 — 7о(т) ^т +  / Е (т)сх(т, 7) ^т =  / с(7, ж) ^ж.
о о о

Перввге два уравнения позволяют найти Со С ь Дифференцируя третве 
соотношение (материальный баланс), приходим к линейному дифференци­
альному уравнению С2 =  / (С2) с начальными данными в силу с(0, Ь) =  с.

2 .2 . П ов ер хн остн ая  д есо р б ц и я

Изложение будем вести конспективно. Уравнения модели ТДС-дегазации: 

дс д 2с дс
э7 = Е а ? ' " = 7  + Е дж 0

c(0, ж) =  с , x e  [0, L],

du „  d2u „ „  du
v

du
s i  = E * a ? ' v =  - J ' -  E *dx

dx
=  E *—  

ж=ц dx

, u(0, x) =  u, x e  [0,7], 

dc
kcL — k*u0 =  —E — T =  T  (7),

ж=о L dx

c0 (7) =  c(7,0), cL(7) =  c(7,L), u0 (7) =  u(7,0), дф7) =  u(7,7),

Jo =  b(7)q2 (7), C0 (7) =  gq(7), =  b*(7)v2(7), дД7) =  g*v(7).

Начнем с варианта, когда переток из слоя в слой незначителен:

E cx(7, L) =  E*ux(7, 0) =  0, cL =  yu0, 7  =  k*k- 1  =  const, T  e  [T- ,T +].

c u
рителвного насыщения {p ,T }, считаем известными, как и характеристики 
подложки E , b, g, s. Оценке подлежат k, k*, E*, b*, g*, s*. Укажем упро­
щения начального приближения (иначе в общем случае у обратной задачи 
с таким количеством неизвестных мало шансов на корректное решение): 
E k и  £*, Eg и  Eg* и  0  Es и  E* и  0, Т e  [Т- , Т +].



386 Глава V. Параметрическая идентификация

Как и в модели с ОД условия предварителвного насвпцения дер = Ъд2, 
цедр = Ъ*с ( дд = с, g*v =  и ) приводят к определеннным зависимостям:

В итоге неизвестными остаются к*  Е*, Е * , Е£, Ъ0 д*.

К вази стац и он ар . Начальные коцентрации р(х)  = с(0,х), р*(х) = и(0,х)  
считаем равномерными (равновесными с, и). При выполнении условий 
д / И  «  0  щ /В *  «  0 откажемся от «склейки» потоков В с х (Ь, Ь) = В*их ф, 0) 
на стыке слоев и аппроксимируем концентрации квазистационарами:

с(Ь, х) = В  (Г) +  Л(Г)(х — Ь), х  е  [0, Ь], А(0) =  0, В(0) = 6, 

и(Ь ,х )=  В*(Г) — А*(Г)х, х  е  [0,£], А*(0) = 0, В*(0) = и.

Искомыми являются неотрицательные функции А(Г),В(Г), А*(Ь),В*(Ь).
Диффузионного перетока атомов водорода из слоя в слой нет. Локаль­

ное равновесие с(Ь, Ь) = ди(Ь, 0) влечет В  = дВ*. Внешние граничные усло­
вия В с х (Г, 0) =  +  д, — Е*их(Ь,£) = Д  +  V принимают вид

Б(г )А = Ъ(t)g- 2 [B — АЬ]2 + g- l  [В — А Ь ] , 

В * (Г)А* = Ъ*(t)g- 2[В* — А *Г\2 +  g- 1 [В * — у!*£] . 

Исключим функции В , В *. Для этого запишем балансы:

Дифференцируем по Г и используем граничные условия:

сс ис

В Ь  — 0.ЬАЬ2 + Е А  =  0 ^  В  = В(А ,А) ,

В *£ — 0.5А*£2 + В*А* =  0 ^  В* =  В*(А*, А *).
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Итак, имеем два дифференциальных уравнения относительно A(t), A*(t): 
A =  /Д А , B ), A  * =  / 2  (A*, B*). Подставляя B* =  B / 7 , приходим к системе

A =  /i(A , B), A  * =  / 2(A*, B y -1 ), B =  -D A L - 1  +  0.5/i(A , B)L.

Интегрируя ее (численно) при фиксированных параметрах модели, полу­
чаем искомые функции. Далее сумму модельных плотностей десорбции

Jo(t) +  Jy(t) =  b(t)g- 2 [B(t) -  A(t)L ]2 +  b*(t)g-2 [B*(t) -  A*(t)B]2

сравниваем с 2 J ( t) , варьируя оцениваемые параметры D0 , ВД g*.

П ар аб о л и ч еск ая  ап п рокси м ац и я. Начальные распределения < (̂ж), ^>*(ж) 
равномерные (с , й). Рассмотрим аппроксимацию без учета уравнения диф­
фузии в объеме. Считаем только, что приток атомов водорода к поверхно­
сти пропорционален градиенту концентрации (с коэффициентами D  и D*). 
Ищем распределение растворенного водорода слоях в форме парабол:

c (t,ж) =  B(t) — A (t)(x — L)2, ж G [0, L], A ^  0, B =  c(t, L),

u ( t ,ж) =  B*(t) — A*(t)x2, ж G [0, Д , A* ^  0, B* =  u(t, 0),

A(0) =  0  B(0) =  с , A*(0) =  0  B*(0) =  u. Условие отсутствия перетока из 
слоя в слой выполнено: Dcx(t, L) =  D*ux(t, 0) =  0. Из локального равнове­
сия c(t, L) =  yu(t, 0) находим B(t) =  yB* (t). Граничные условия дают

2 LDA =  bg-2 [B -  AL2]2 +  g - 1  [B? -  A l 2] ,

2^D *A* =  b*g- 2 [B* -  a *^2]2 +  g- 1 [B * -  AД 2] .

Д ля исключения функций B, В  * составим материальные балансы по сло­
ям, продифференцируем по времени t и заменим суммы Jo +  q, Jy +  v на 
Dcx(t, 0 )  - D*ux(t,^) (формально нет отличий от ОД-варианта):

£  [ Д .  ж) л  = - d | £  , £  / 'u ( i ,  ж) л  =  d * d u  .
d t j 0 дж o d t j 0 дж у

Впрочем, эти соотношения имеют и самостоятельную физическую интер­
претацию. Подставляем параболические приближения с, й:

B L -  3-1A L3 +  2 LDA =  0 ^  B =  B(A,A),

B Д  — 3 1жА Д 3 +  2^D* A* =  0 ^  B * =  B * (A*, A *).

Подставляя теперь в дифференциальные уравнения вида A  =  / i ( A, B), 
А* =  / 2 (A*, B*) связь B* =  B /y , приходим к системе

A =  /i(A , B ), A * =  / 2 (A*, B y -1 ), B =  -2 D A  +  3-1/i(A ,B )L 2.
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Далее варьируем Е*, Ъ0, д* (или все параметры модели) с целью ап­
проксимации функции Ло +  Д  =  Ъс0/д2 +  Ъ*и2/д 2 & 2 Д  г е  [£ ,£ ]  С (0, ^*).

Замечание 2. При условии ^>(х) =  с, ^>*(х) =  и т е м  д(0) =  —Ъ(0)с2/д 2, 
■с(0) =  —Ъ*(0)и2/дф В случае больших начальных скоростей модель жест­
кая. Тогда в квазистационаре оставим В(0) =  с, В*(0) =  и, а вместо нуле­
вых возьмем значения А(0 ), А*(0 ) из условия мягкого старта:

д(0) =  0 ^  О (0 )А(0 ) =  Ъ(0)д-2 [с — А(0 )—]2,

г>(0) = 0  ^  О*(0 )А*(0) =  Ъ*(0)д-2[и — А*(0)£]2.

Итак, начальные распределения д(ж), д*(х) определяются параметрами 
модели. Поправка для параболического приближения аналогична.

Ф ункц ии  Грина. Пластина служит перегородкой камеры, начальные рас­
пределения концентраций равновесные, с обеих сторон производится ваку- 
умирование и измерения До (Г) =  Ъд2, Д(Г) =  Ъ*у2. Если характеристики во- 
дородопроницаемости подложки известны, то достаточно информации Д. 
При этом не обязательно пластина является перегородкой: из известной 
функции 2 Л(Г) вычитаем модельный поток Д(Г) и получаем Д(Г). 

Запишем решение краевых задач II рода

ег =  Вехх , х  е  (0 , —), с(0 , х ) =  с, Оех (г, 0 ) =  Д(Г), ех (г,Ь) = 0,

щ  =  О*ихх , х  е  (0,£), и(0,х)  =  и, их (г, 0 ) =  0 , Б и х(г,£) = —Ле,

где ,10 = ,10 +  д, Д  =  Д  +  V, через функции Грина:

е =  с — Д (т ) 0 2(х,Ь;0,т) йт, и =  и — Д (т )02(х,Ь; £,т) йт, 
то то

, . 1 2  ^  ( п 2п 2 /■* . , 1 ппх ппу
С 2(х, Г; у,т) =  — +  ехр |  В(з)й81 сое ——  соъ—— ,

п=1

02 отличается от 02  заменой — О на £  О*. Параметры О, Ъ, д, 7  известны. 
Для оценки параметров Оо, Е * , Ъо (Е* ~  ЕД используем соотношения

еь (г) =  цио(Г), / Д ( г )  =  д - 1/Ъ*(г) щ(г), г е  [ДД2] с  (0 ,г*).

Ограничиваясь частичными суммами рядов, слагаемые с производными д, 
V преобразуем то частям с последующей заменой д =  уЛо/Ъ, V =  у/Д/Ъ*. 
Вместо равномерных начальных данных Д х ) =  с, ^>*(х) =  и целесообразно 
использовать параболические < (̂х) =  с — А[х — —]2 , ^>*(х) =  и — А*х2 . Кон­
станты А > ф А* > 0 определяются, например, условием мягкого старта
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д(0) =  г>(0) =  0. В принципе и значения параметров По, Еп , Ьо, Еь, у  можно 
считать неизвестными, добавляя соотношение уТэ =  фЬпо/д-

С опряженные уравнения. Считаем параметры водородопроницаемости 
первого слоя заданными. Тогда с помощью функций Грина или разностны­
ми методами приближенно определяется концентрация с(г, Ь) =  уп(Ь, 0).

Домножая щ — П*щхх =  0 на решение уравнения ф* =  —П*фхх и 
интегрируя по частям в прямоугольнике Q =  [0Д*] х [0 ,4  получим

Д  Д* л Д*
0 =  /(щф)|0* Лх — (фП*Пх)\о М +  / (пП*фх)\о (П.о о о о о о

Теперь учтем соотношения щ(0,х) =  щ (или щ(0,х) =  щ(0,х) — парабола), 
Щх(С 0) =  0, П*Пх(г,£) =  — Тг — V, По =  сь /7 , -щ =  д*\7ДЬ*  :

/•г \. /• **
/(П*,Ь*,д*) = (пф)\0*(х  +  / ф(Ь,£) [ТДг) +  ?)(^^ (г+  о о о

+  /  д*^Ь-1т£ П*(г)фх(г,£) Лг — [  у -1сь (^)D*(^)фx(^, 0) (г =  0. 
о о

Интеграл с производной V преобразуем по частям с последующей подста­
новкой V =  у/Тг/Ь*. Если выбрать ф(г, х) =  в(г) г (х) с ограниченной в ( 4  т0 
в силу с(г,х) ^  0 с рте том г под интегралом в первом слагаемом остается 
—иг(х) (ил и — щ(0, х)г(х ) ) . В случае быстрого роста функции в  (г) вместо 
неизвестного распределения щ(г*,х) следует взять, например, параболиче­
ское приближение й(Д, х). Выбор ф =  1 приводит к общему материальному 
балансу. Для варианте в ф =  х, ф =  в  (г) ехр а х  ф =  в  (г) вш (сов ах), где 
в(г) =  ехр {±  а 2/о*П*(т)(г}, а^ ~  1, уточняющие выкладки опускаем.

Сопряженная функция ф =  в  (г) вш ах  (сов ах)  вследствие роста функ­
ции в  (г) потребует достаточно точного представления интеграла от про­
изведения ф(г*,х)п(г*,х), х  € [0 ,4  Остановимся на параболической ап­
проксимации и(г,х)  =  В*(г) — А*(г)х2. Поскольку известна концентрация 
сь(г) =  уио(г), ТО В* =  сь /у ,  В*(0) =  щ. Обыкновенное дифференциальное 
уравнение для функции А* (г) получаем подстановкой приближения щ(г,х) 
в граничное условие П*пх (£,£) =  —Ь ^ / д *  — V(t) (-6(0) =  0 ^  А*(0)).

Отсутствие локального равновесия. В этом случае нельзя пренебречь 
диффузионным перетоком между слоями. Для простоты примем д(х)  =  с. 
Откачка и измерение плотности десорбции ведется с обеих сторон двух­
слойной мембраны-перегородки. Поскольку параметры первого слоя из-

х = 0

Псх(г, 0) =  То (г) +  д(г), со (г) =  \ /  То(г)ь-1 (г) (То =  Ьд2) .
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Перейдем к переменной t  (d^ /d t =  D (t), t /(0) =  0), сохраняя обозначение t:

Ct =  Cxx, c(0, x) =  C, Cx(t, 0) =  ,/0 =  JoD - 1  +  q, Co =  ^ b - 1Jö.

Формально обозначая градиент концентрации cx(t, L) =  — J L =  — J L/D , 
запишем решение краевой задачи с помощью функции Грина:

c(t,x) =  c — G2( x , t ;0 ,r ) J o( r ) d r — G2 (x ,t; L , r ) J L (т) dr. 
do do

Подставляя x =  0 и зная концентрацию Co(t) =  dy/Jo/b, получаем инте­
гральное уравнение относительно функции J  L (t). Ограничиваясь частич­
ными суммами рядов, следует интегралы с производной концентрации q(t)
преобразовать по частям с последующей заменой q(t) =  у /J o/b.

После возвращения к исходному времени известна плотность потока 
J L(t) =  —D (t)cx(t, L) =  — D*(t)ux(t, 0). Кроме того, можно подсчитать и 
концентрацию cL (t) =  c(t,L ). Тем самым, граничные условия перенесе­
ны на стык, что позволяет воспользоваться результатами для однослойной 
пластины. В частности, можно следовать методу сопряженных уравнений, 
только теперь uo(t) заменяем не на cL(t)y, а на выражение из баланса

uo (t) =  u(t, 0 ) =  7 - 1 [cl  (t) — J L (t)k- 1(t)] ( 7  =  fc*fc-1 ).

Можно не проводить предварительный приближенный подсчет функций 
времени Dcx(t,L ), c(t, L), а использовать сопряженные уравнения на от­
резках [0, L], [0,6], как это делается далее для метода проницаемости.

Пусть первый слой «быстрый», ограничимся квазистационарным при­
ближением с (t,x) =  B(t) +  A(t)(x — L), B (0) =  c, A(0) =  0. На стыке

uo (t) =  7 - 1  [B(t) +  D (t)A (t)k- 1(t)] , D*(t)ux(t, 0) =  D (t)A(t).

Получаем однослойную задачу. Граничное условие определяет A(t):

q +  J o =  Dcx(t, 0 ) ^  d - 1  [B — AL] +  J o =  DA.

Функция B(t) исключается в силу  соотношения Co =  B — AL =  dy/Jo/b- 
Д ля приближения с (t, x) =  Co(t) +  C 1(t)x +  C2 (t)x2 коэффициенты Ci(t) 

определяются из co =  d y /Jo/b, q +  J o =  Dcx(t, 0) и материального баланса:

dV b 1 Jo =  Co, Jo +  d 1CBo =  D C 1,
rt rt rL

Cl — D C 1 d r +  / D (r)cx(r,B) d r = с (t, x) dx.
o o o

d-1 (
t t L
D C 1 d r +  / D (r)cx(r,B) d r =  / 

o o o

Дифференцируя последнее уравнение по времени t, получаем 672 =  f  (C2).
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3 .  И д е н т и ф и к а ц и я  м е т о д о м  п р о н и ц а е м о с т и

Сначала приведем общие построения для модели водородопроницаемости 
с поверхностной десорбцией (ПД) и обратимым захватом атомов водорода 
в объеме. Если дефектв1 незначительны, то выкладки существенно упро­
щаются и можно сразу перейти к разделу 3.3.

3 .1 . А н а л и з стац и он ар н ой  в од о р о д о п р о н и ц а ем о сти

А п п рокси м ац и я  гран и чн ого  условия. Эксперимент методом проницае­
мости проводится при постоянной температуре Т(г) =  Т. Поэтому все коэф­
фициенты в модели являются константами. При нулевых начальных дан­
ных е(0, х) =  0  г(0, х) =  0 (предварительно пластина-перегородка обезво- 
дорожена) в области * =  (0, г*) х (0, £) уравнение диффузии с обратимым 
захватом распределенными дефектами принимает вид

С входной стороны (х =  0) в начальный момент г =  0 скачкообразно со­
здается достаточно высокое постоянное давление напуска ро• С выходной 
стороны (х =  £) в условиях вакуумирования измеряется давление 'Ре(Ь), 
вызванное десорбционным потоком водорода с поверхности:

В условиях pg ^  Ре/0о имеем пропорциональность J  «  pg. Говоря о по­
токе десорбции, подразумеваем его плотность J (t). Для определенности 
рассматриваем модель с поверхностной десорбцией (ПД). При неизменном 
давлении ро после переходного процесса устанавливается практически по­
стоянное давление на выходе и J  (t) ~  J  =  const t ^  1. Врем я t* окончания 
эксперимента определим условием pg(t) «  pg =  const t ^  t*. He следует 

t *
t *

таким, чтобы в выкладках можно было считать pg =  'pg, J  =  J , t ^  t*.
Условия симметричности для метода проницаемости не выполняются: 

из-за большого перепада давления поверхностные процессы на входе и вы­
ходе качественно различны. Учет этих различий в дальнейшем окажет­
ся существенным, поскольку на входе имеется дефицит информации: по 
po(t) =  po и з  граничного условия (х =  0) невозможно определить ни при­
поверхностную объемную концентрацию Со ( t) , ни плотность диффузионно­
го потока - D c x (t, 0 )  На фоне сравнительно большого давления 'po расход

(3.1)
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водорода на входе слишком мал для его достаточно точного определения. 
Иное дело — измерение рДЬ) на фоне вакуума.

Итак, из физических соображении ясно, что при большом давлении ро 
на входе происходит быстрое насыщение поверхности с медленной диф­
фузией в объеме мембраны. В начальный момент времени практически 
имеем скачок концентрации со(Ь) с с(0, 0) =  0 до стационарного уровня 
с(+0, 0) =  со(+0) =  со > 0. Это не приведет к недоразумению (в рамках 
теории обобщенных решений краевых задач) — функции со(Ь) =  с(Ь, 0), 
Д Д р  0 )  Ь € [0,Ь*], будем использовать только под знаком интеграла. По­
следнее относится и к входным данным рДЬ), 3 (Ь). Вышеизложенное при­
водит к следующей коррекции модели для входной стороны мембраны:

1.-2 r-.dc
цзро -  о<?0 + =  0, до(Ь) =  до =  сод 1 =  соивр Ь > 0. (3.3)

х=о

На выходной стороне в условиях вакуумирования процесс накопления 
водорода на поверхности играет существенную роль:

2<- ~ д сф(Ь) =  цзрДЬ) -  ЬдДЬ) -  Б —  , сДЬ) =  с(ЬД) =  ддДЬ). (3.4)
х=£

Замечание 1. Граничное условие (3.3) соответствует установившемуся ре­
жиму водородопроницаемости после переходного процесса. Его использо­
вание (из-за неопределенности Со(Ь), Б с х(Ь, 0)) в последующих интеграль­
ных соотношениях является «вынужденной» аппроксимацией. Погреш­
ность зависит от условий эксперимента и параметров водородопроница­
емости материала. В рамках модели, например, для исходных значений 
I  =  0.02 с т ,  ро =  0.1Тогг, Б  =  10-6 сш2/в, а 1 =  0.01 8—1, а2 =  0.05 8-1 , 
д =  102с т -1 , Ь =  10-16с т 2/в, з =  10-4 , ц =  1.46 ■ 10211 /с т 2 вТогг на­
сыщение входной стороны происходит в пределах секунды, в то время как 
Ь* ~  500 — 600 8. Расхождение графиков модельных десорбционных потоков 
3 (Ь) при использовании упрощения (3.3) становились заметными лишь при 
уменьшении падающего на входную поверхность потока водорода на три 
порядка (з : 10-4 ^  10-7 ). Следующее приближение: исключаем Б сх(Ь, 0) 
в силу граничного условия, интеграл с производной до(Ь) преобразуем по 
частям и только затем подставляем в интегралах со =  ддо ~  со- Это верхняя 
оценка. Уточнением поверхностной концентрации до(Ь) является решение 
уравнения д(Ь) =  Ьд2 — Ьд2(Ь), д(0) =  0. Дальнейшая итерационная про­
цедура будет указана позже. Приближение (3.3) приводит к упрощению 
технических выкладок и его вполне может хватить для практических це­
лей, когда с учетом погрешностей (модели и эксперимента) требуется лишь 
надежно оценить порядки коэффициентов модели.
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С таци онарн ое р асп р ед ел ен и е конц ентрац ии . В н а ч а л е  и з в л е ч е м  и н ­

ф о р м а ц и ю  и з  р е г и с т р и р у е м о г о  п а д е н и я  д а в л е н и я  р о  — р е -  П о д р о б н ы й  а н а ­

л и з  с т а ц и о н а р н о й  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т и  и з л о ж е н ,  н а п р и м е р ,  в  [6 8 ] . З д е с в  

п р и в е д е м  необходимые в  дальнейшем с о о т н о ш е н и я  д л я  п р и н я т о й  м о д е л и .  

И з  с о о т н о ш е н и й  ( 3 . 2 )  д л я  у с т а н о в и в ш е й с я  п р о н и ц а е м о с т и  п о л у ч а е м

3  =  Ь с 2 =  р е [во в { \  1 , Ь  =  Ьд  2 ^  Се =  д \ ! ъ ~ х 3  =
д / р е

у / Ь Ш

В  д а л ь н е й ш е м  у д о б н о  и с п о л ь з о в а т ь  о б о з н а ч е н и е  в  =  1 / ф о Ф )  д л я  к о э ф ­

ф и ц и е н т а  п е р е с ч е т а  с т а ц и о н а р н о г о  д а в л е н и я  'ре в  с т а ц и о н а р н ы й  в ы х о д н о й  

п о т о к  д е с о р б ц и и  3 .  Чем мощнее вакуумная с и с т е м а ,  т е м  б о л ь ш е  в .  П о ­

с к о л ь к у  де(Ь)  =  с е ( г ) / д  =  С е / д  д л я  г  ^  г * , т о  и з  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  ( 3 .4 )

-  С п ° сц в р е — 3  — В ~ д х х
д с

=  0 , г  ^  г*  ^  —
е д х

=  р е и  ( ц в  — в ) ,  г  ^  г*

Д л я  ф и з и ч е с к и  р е а л ь н ы х  з н а ч е н и й  п а р а м е т р о в  м о д е л и  ц в  <  в ,  п о с к о л ь к у  

Се <  Со- В  с т а ц и о н а р н о м  р е ж и м е  п р о и з в о д н ы е  п о  в р е м е н и  р а в н ы  н у л ю ,  

о т к у д а  с ( г ,  х )  =  £ 1  х  +  £ 2 , Г ^  Г*.  И з  п р е д ы д у щ и х  в ы ч и с л е н и й  в ы т е к а е т :

д с  д с  

1 д х  д х
=  р е О  1 ( ц в  — в ) ,  £ 2  =  се  — £ р е О  1 ( ц в  — в ) .

И т а к ,  с  т о ч н о с т ь ю  д о  и с к о м ы х  в е л и ч и н  и з в е с т н ы  к о н ц е н т р а ц и и

Се =  с е ( г * )  =  д л /  Ь- 1 3  , Со =  д \ / Ь - 1 3  — £ Б ~ 1 ( ц в р е — 3 ) ,

с ( г * ,  х )  =  ( ц в р е — 3 ) О ~ 1 ( х  —  £ )  +  д V Ь - 1 3  . ( 3 .5 )

В  р а м к а х  ( и н т е г р а л ь н о й )  а п п р о к с и м а ц и и  ( 3 . 3 )  д и н а м и ч е с к о г о  г р а н и ч н о г о  

у с л о в и я  в х о д н о й  п о т о к  — Б с х ( г ,  0 )  Г >  0 , я в л я е т с я  п о с т о я н н о й  в е л и ч и н о й .  

С т а ц и о н а р н о е  р а с п р е д е л е н и е  с ( г * , х )  концентрации л и н е й н о  п о  х ,  п о э т о м у

д с

д х

д с

х = о  д х

д с
, г  ^  г* ^  О —

е д х о
ц в р е — 3 , г  >  0 . ( з . б )

Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  ( 3 . 3 )  т е п е р ь  п е р е п и ш е т с я  в  ф о р м е

Со =  д ^ Ь - 1 [ ц в  ( р о  +  р е )  — 3 ] .  ( 3 .7 )

х = 0

^ ц в  ( р о  +  р е )  — 3  — I +  ( ц в р е  — 3 ) £ / Ъ  [ д О ] - 1 =  0 ,  ( 3 .8 )
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г д е  о б о з н а ч и л и  I  =  J 1 / 2 . Э т о  у р а в н е н и е  и м е е т  и с к о м ы й  в и д  f  ( D , g ,  b,  s )  =  0  

и  с в я з ы в а е т  в  я в н о й  а л г е б р а и ч е с к о й  ф о р м е  п а р а м е т р ы  м о д е л и  с  э к с п е р и ­

м е н т а л ь н ы м и  д а н н ы м и  p o ,  p e ,  J . В  н е г о  н е  в х о д я т  к о э ф ф и ц и е н т в 1 о б р а т и ­

м о г о  з а х в а т а  a i  —  п р и  у с т а н о в и в ш е м с я  п р о ц е с с е  л о в у ш к и  н а х о д я т с я  в  д и н а ­

м и ч е с к о м  р а в н о в е с и и  и  а к т и в н о  с е б я  н е  п р о я в л я ю т :  z ( t * , x )  =  c ( t * , x ) a i / a 2 - 

В о  и з б е ж а н и е  н е д о р а з у м е н и й  н а п о м н и м ,  ч т о  ф о р м у л а  ( 3 . 3 )  с п р а в е д ­

л и в а ,  с т р о г о  г о в о р я ,  л и ш в  п о с л е  о к о н ч а н и я  п е р е х о д н о г о  п р о ц е с с а .  Р а с ч е т  

с т а ц и о н а р н ы х  з а в и с и м о с т е й  п р о в е д е н  и м е н н о  п р и  t  ^  t * .

П о к а ж е м ,  ч т о ,  з н а я  п р и  т е м п е р а т у р е  э к с п е р и м е н т а  Т  д в е  п а р ы  с т а ц и о ­

н а р н ы х  д а в л е н и й  p o i ,  p e i  и  p o 2 , p e 2 ( д л я  о п р е д е л е н н о с т и  p o 2 >  p o i ) , м о ж н о  

н а й т и  к о э ф ф и ц и е н т  п р и л и п а н и я  s  =  s ( T )  и  к о м п л е к с  D g / \ f b .  П р и  э т о м  

н е т  н е о б х о д и м о с т и  в  п о в т о р н о м  э к с п е р и м е н т е :  д о с т а т о ч н о  п о с л е  ф и к с а ц и и  

p o i ,  p e i  и  з н а ч е н и й  p e i ( t )  н а  с е т к е  t  G  [0 , t* ] в  м о м е н т  в р е м е н и  t *  п о д н я т в  

д а в л е н и е  н а п у с к а  д о  p o 2 и  д о ж д а т в с я  н о в о г о  у р о в н я  p e 2 -

П е р е н о с я  в  у р а в н е н и и  ( 3 . 8 )  п о с л е д н е е  с л а г а е м о е  в п р а в о  и  д е л я  о д н о

т а к о е  с о о т н о ш е н и е  ( p o =  p o i ,  p e  =  p e i ) н а  д р у г о e  ( p o =  p o 2 , p e  =  p  e 2 ) ,

п о л у ч и м

( p s p +  -  J i ) i / 2 -  I i  =  p s p  e i  -  J  i  =  p e i  

( p s p +  -  J 2) i / 2 -  I 2  p s p e 2  -  J 2  p e 2  ’

p +  =  p o i  +  p e i ,  J  i  =  O p e i • О б о з н а ч и м  y  =  ( p s p +  -  J i ) i / 2 ,

d i  =  J i  -  p e i  J  =  J  
p e 2

1 _  , p e i  V / 2

p e 2

Т о г д а  p s p +  =  ( y 2 +  J i ) p + / p +  и+  //n +

y  -  d i  =  Щ+  ( y 2 +  J i )  -  J 2
p e 2  l p +

i /2

( 3 .9 )

П о с к о л в к у  ( с м .  ( 3 . 7 ) )  ц в р +  — Т  =  Н с о , Н =  Ь д - 2 , т о  в  ф и г у р н ы х  с к о б к а х  в  

с о о т н о ш е н и и  ( 3 . 9 )  п о л о ж и т е л в н о е  ч и с л о  цвр++ — Т 2 . З н а ч и т ,  ф и з и ч е с к о м у  

с м ы с л у  с о о т в е т с т в у е т  з н а ч е н и е  у  >  ( 1 . В о з в е д е м  т е п е р в  о б е  ч а с т и  р а в е н ­

с т в а  ( 3 . 9 )  в  к в а д р а т :  (1  — ( 2 ) у 2 — 2 ( 1у  +  ( 2 +  =  0 ,

2 +  

d 2 ^  ^ i  • p + ,  d 3  .  J i
p j 2  p +

1  -  p e i  • p +  

p  e2  p +  -

p e i . 

p e 2

В ы ч и с л и м  д и с к р и м и н а н т  п о л у ч е н н о г о  к в а д р а т н о г о  у р а в н е н и я :  

d  =  4 d 2 -  4 ( 1  -  d 2 ) ( d i  +  d 3 ) =  4  [ d 2 d 2 +  d 3 ( d 2 -  1 ) ] .

Е с л и  (  >  0 ,  т о  к о р  н и  у 1 , у 2 в е щ е с т в е н н ы  и  р а з л и ч н ы .  В с л е д с т в и е  р а в е н ­

с т в а  у 1 +  у 2 =  2 ( 1  / ( 1  — ( 2 ) з а к л ю ч а е м ,  ч т о  т о л ь к о  о д и н  и з  н и х  б о л в ш е  ( 1 .
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Н и ж е  д о к а ж е м  р о2 >  р о1 ^  р ? 2 >  р я  и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  ф  >  0 .  Э т о  п о з в о ­

л я е т  о д н о з н а ч н о  в ы б р а т ь  к о р е н ь  к в а д р а т н о г о  у р а в н е н и я  у* >  ф  и  н а й т и  

к о э ф ф и ц и е н т  п р и л и п а н и я  з  и з  в ы р а ж е н и я  у  =  ( ц з р +  — ф  ) 1 / 2 .

И з  ф и з и ч е с к и х  с о о б р а ж е н и й  р о с т  в ы х о д н о г о  д а в л е н и я  в о д о р о д а  с  р о ­

с т о м  в х о д н о г о  о ч е в и д е н .  М а т е м а т и ч е с к а я  а р г у м е н т а ц и я  к а с а е т с я  м о д е л и ,  

в  к о т о р о й  с  р о с т о м  п о в е р х н о с т н о й  к о н ц е н т р а ц и и  р а с т е т  и  д е с о р б ц и я .

Д о к а ж е м  ф  >  0 .  С  у ч е т о м  7  =  Рр? у р а в н е н и е  ( 3 . 8 )  и м е е т  в и д

у / ф р о  -  в 2р ?  =  в з р ?  +  Ф Ф О ,  в 1Р о  >  в 2р ? , в* >  0  ^

^  р о  =  Ъ Ре . { Р е .  +  7 2 ^ 5  +  7 3 ) , 7 * >  0 .

Р о с т  р о с о о т в е т с т в у е т  р о с т у  р д . П о э т о м у  р ? 2 >  р « ,  ф  >  0 .  

О с т а л о с ь  п о к а з а т ь ,  ч т о  Р  >  0 .  Д о с т а т о ч н о  ф  <  0  Р 2 <  1:

р +  , р «  

р +  р ?2

- 2  +
< 1 . Р +

< 2  Р +

1  +  < 2  
'Р1 2 ,

1 +  < 1
р «

1

>  1 ,

р М

Р ?2
1 +  М

ТР£ 2

1 +  М  
р «

1

<  1 .

П у с т ь  р о2 =  С р о ь  р ? 2 =  Р р я ,  С, Р  >  1 . Т о г д а  Р  <  С в  с и л у  у* >  0  и

1  +  < 2  
ТР£2 .

1 +  М
ТРИ

1

1 +
С р о 1

Р р «
1 +  < 1  

р ?1

1

>  1 .

П р о д о л ж и м  в ы в о д  с л е д с т в и й :  р о 1  =  7 1р « ( р я  +  7 2 \ / р я  +  7 з ) ,

С р о 1 =  У 1 Р р я  ( Р р «  +  7 2 у / р р а  +  7 з )  ^

С =  Р 2 ( р «  +  7 ^ \ / Р - 1р ? 1  +  7 з Р - 1 )  ( р а  +  7 2 ф р я  +  у ф - 1  ^  С Р - 2  <  1

- 2  +
р «  р +  =  Р - 1
- 2  +  Р

р ф  р +

Срсо1
Р р я

+ 1 < 1  + 1

р я

1
<

С р о 1

Р 2р ^
+ 1

т  + 1  

р а

1

<  1 .

И т а к ,  в  ф и з и ч е с к и  р е а л ь н о м  д и а п а з о н е  п а р а м е т р о в  м о д е л и ,  к о г д а  ц з  <  Р , 

ц з ( р о  +  р ? )  -  7  >  0  к о э ф ф и ц и е н т  з  н а х о д и т с я  о д н о з н а ч н о .  П е р в о е  н е р а в е н ­

с т в о  о з н а ч а е т  со  >  <7 , в т о р о е  —  в  с т а ц и о н а р н о м  р е ж и м е  п о т о к  и з  о б ъ е м а  

к а м е р ы  н а  о б е  п о в е р х н о с т и  б о л ь ш е  д е с о р б ц и о н н о г о  п о т о к а  н а  в ы х о д е .  П о  

и з в е с т н о м у  з  и з  с о о т н о ш е н и я  ( 3 . 8 )  о п р е д е л я е т с я  к о м п л е к с  И д / Д Ь -
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3 . 2 .  С о п р я ж е н н о е  у р а в н е н и е

У с т а н о в и в ш и й с я  п р о ц е с с  н е  д а е т  и н ф о р м а ц и и  о  в с е х  и с к о м ы х  в е л и ч и н а х .  

П о э т о м у  д л я  и х  о п р е д е л е н и я  н е о б х о д и м о  о б р а т и т в с я  к  а н а л и з у  п е р е х о д н о г о  

п р о ц е с с а .  М е т о д о м  с о п р я ж е н н ы х  у р а в н е н и й  п о л у ч а е м

ф =  I  ( с ф ) Ф  й х  -  Г > [ * ( ф д С  <ь +  ^ [ * ( с д ф  йЬ  =  0 ,  ( 3 . 1 0 )
Ро Ро  '  д х )  о Уо V д х )  о

г д е  ф у н к ц и я  ф ( Ь , х )  у д о в л е т в о р я е т  л и н е й н о м у  у р а в н е н и ю  

д ф  д 2  ф  [ Ь*
д Ь  =  - ^ ~ 0 х 2  +  а 1 Ф  -  а ! а 2 ]  е х р  { (Ь  -  т ) а 2 }  ф ( т , х )  йт.  ( 3 . 1 1 )

Ч т о б в 1 и н т е г р а л в н о е  с о о т н о ш е н и е  ( 3 . 1 0 )  п р и н я л о  в и д  я в н о г о  у р а в н е н и я  

ф ( О , . . . ,  в )  =  0  н е о б х о д и м о  п о д с т а в и т в  с ( 0 ,  х )  =  0  с ( Ь * , х )  и з  ( 3 .5 ) ;  

О с х ( Ь , £ )  г о  ( 3 . 4 ) ;  с ( Ь,  0 )  =  с о и з  ( 3 . 7 ) ;  О с х (Ь,  0 )  ( Ь >  0 )  и з  ( 3 .6 ) :

0  =  J  ф ( Ь * , х ) ^ О - 1 [ ц в р е -  .7] ( х  -  £ )  +  д / Ъ- 1 , 1 1  й х +

гЬ * _ Л *
+  ф ( Ь , £ )  [ ф  -  ц в р е +  . й Ь  +  ( ц в р е  -  3 )  ф ( Ь ,  0 )  й Ь +  

о о

Л*
+  Ю  с ,  д ф

о д х

д ф
йЬ -  О с о  —

,  , )о д х
йЬ =  ф ( Ь * , х )  [ . . . ]  й х +

о о

гЬ* 1 рЬ*
+  ( р е ц в  -  3 )  ф ( Ь ,  0 )  й Ь  =  ф ( Ь , £ ) \ / 3 (Ь) й Ь +

то ф Ь  то

л*

о
+  /  ф ( Ь , £ ) [ - ц в р е (Ь) +  3 (Ь)] йЬ  +  ф ( Ь * , £ ) / Ь - 1 3  +  ( 3 . 1 2 )

д О  Г Ь *^  д ф  и  д О  /  с  ф 1 * д ф
й Ь  ц в ( р о  +  р е )  -  3  — йЬ.

оф Ь  Р о д х  е ф Ь  у  Ро д х

И з  в в 1ч и с л и т е л в н Б 1х  с о о б р а ж е н и й  у д о б н о  п е р е й т и  к  п е р е м е н н ы м

х 1 =  £ 2 О - 1 , х 2  =  Ь - 1 / 2 , х 3  =  д £ ,  х 4  =  ц в ,  х 5  =  а р  х 6  =  а 2 . ( 3 . 1 3 )

П о с к о л в к у  д а в л е н и е  р е ( Ь )  о д н о з н а ч н о  о п р е д е л я е т с я  п о  п л о т н о с т и  п о т о к а  

3 ( Ь)

и д е н т и ф и к а ц и и  м о д е л и  с ч и т а е м  п а р у  ф у н к ц и й  р ,  (Ь ), 3  (Ь ).

В  н о в ы х  п е р е м е н н ы х  у р а в н е н и е  ( 3 . 8 ) ,  п о л у ч е н н о е  в  р е з у л в т а т е  а н а л и з а  

у с т а н о в и в ш е г о с я  р е ж и м а  п р о н и ц а е м о с т и  (Ь ф  Ь *), п р и м е т  в и д

ф  =  М  +  х 2 х ^ I  -  ^ х ф р о  +  р е )  -  3 1  =  0 ,  М  =  - х 1 ( х ^ р е  -  3 ) ,
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г д е ,  н а п о м н и м ,  I  =  1 1 / 2 , 1  =  в р е ,  в  =  1 / ( в о в \ ) .  И з  п р е д с т а в л е н и я  ( 3 .5 )  

с л е д у е т ,  ч т о  М  =  £ Д с .  З д е с ь  Д с  —  п а д е н и е  к о н ц е н т р а ц и и  в  м е м б р а н е  п р и  

у с т а н о в и в ш е м с я  п р о ц е с с е  д и ф ф у з и и .  П о  ф и з и ч е с к о м у  с м ы с л у  р е с о р б ц и и  

в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о  х 4р е  <  I 2  =  ,1  —  л и ш ь  ч а с т в  в о д о р о д а ,  д е с о р б и ­

р о в а в ш е г о с я  с  ВБ1ХОДНОЙ п о в е р х н о с т и  м е м б р а н ы ,  в е р н е т с я  о б р а т н о .

З а м е ч а н и е  2 .  В з а в и с и м о с т и  о т  и м е ю щ е й с я  а п р и о р н о й  и н ф о р м а ц и и  с л е д у ­

е т  с т р е м и т ь с я  к  в ы р а в н и в а н и ю  п о р я д к о в  п е р е м е н н ы х  н о р м и р о в к о й ,  н а п р и ­

м е р ,  х 2 =  1 / ( / л / Ь ) ,  х 4 =  Р  =  ц в р . М о ж н о  б ы л о  б ы  с р а з у  о с т а н о в и т ь с я  н а  

о д н о м  и з  в а р и а н т о в  п р и в е д е н и я  и с х о д н о й  к р а е в о й  з а д а ч и  к  б е з р а з м е р н о й  

ф о р м е .  П р е д п о ч т е м  п р и  н е о б х о д и м о с т и  п о д х о д я щ и е  к о м п л е к с ы  п а р а м е т р о в  

в ы д е л я т ь  в  и т о г о в ы х  с о о т н о ш е н и я х ,  с в я з ы в а ю щ и х  в  н е д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  

ф о р м е  к о э ф ф и ц и е н т ы  м о д е л и  с  э к с п е р и м е н т а л ь н ы м и  д а н н ы м и .

Д л я  п о л у ч е н и я  д р у г и х  у р а в н е н и й  / ф И ,  Ь , д ,  в ,  щ ,  0 2 )  =  0  в о с п о л ь з у е м с я  

с о о т н о ш е н и е м  ( 3 . 1 2 ) ,  в ы б и р а я  к о н к р е т н ы е  ф у н к ц и и  ф ( Ь , х ) .

Д л я  ф ф ,  х )  =  в ( £ ) х  в  п е р е м е н н ы х  х% ( 1 2 =  1 )  п о л у ч а е м

/ 2 =  М / 6  +  / х 2 ( 1  +  0 . 5 х з )  +  N  =  0 ,

в  =  (Жб +  Жб) [же +  Х 5  e x p  { ( Х 5  +  x 6 ) ( t  -  t * ) } ] ,

N  = J  -  Ж4Ре -
Ж2 Ж3

Ж1
x 4 (p o  +  P e )  -  J  -  I d t .

Д л я  - p ( t ,  ж)  =  e ( t )  c o s ( n n x / £ ) :  n  =  2 m  -  1 ,

2 M  -  P *
/ 3  =  — 2 ^ 2  -  Ж2 1  +  { в [ ж 4р е  -  J  -  M x i - 1 ] +  X 2 l $ } d t  =  0 ,

n  n  J o

f 4  =  x 2 I +  [ в [ - x 4p e +  J  -  M x 1 1] -  x 2 I / 3 } d t  =  0 ,  n  =  2 m .
o

Д л я  p ( t ,  ж)  =  e ( t )  s i n ( n п ж Д ) :  n  =  2 m  -  1 ,

M  2 I  Ж2 Ж3 t
/ 5 = ---------1-----------Ж2 Ж3 -  n n --------

n n  n n  ж1 J 0
в I  +  д / x 4p 0 -  M ж 1 - 1 d t  =  0 ,

M  Ж2 Ж3 P *
= ---------+ n n ----------  в

n n  Ж1 Jo
I  -  \ J x 4 p 0  -  M x 1 - 1 d t  =  0 , n  =  2 m .

В п о л у ч е н н ы х  в ы р а ж е н и я х  / 3 , . . . ,  / е  функци я  в  ( t )  о п р е д е л я е т с я  к а к  и  д л я  

м е т о д а  Т Д С  ( с о п р я ж е н н ы е  у р а в н е н и я  с о в п а д а ю т  п р и  T ( t )  =  Т  =  c o n s t ) :

в  =  (Л 2 -  А 1 ) - 1 [ (ж е  -  А Д  e x p { A 1 ( t  -  t * ) }  -  (ж е  -  А 2 ) e x p { A 2 ( t  -  t * ) } ] ,

2 А 1 ,2 =  ж 5 +  ж б +  п 2 п 2 ж - 1 щ [4 ж б ж б +  (ж 5 -  ж б +  n 2 п 2 ж - 1 ) 2 ] 1 / 2 .

t г

0

t*

г
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М е н я я  в  п о с л е д н и х  ф о р м у л а х ,  о п р е д е л я ю щ и х  в ( t ) ,  з н а к  п е р е д  x i  и  з а м е н я я  

n 2 п 2 н а  е д и н и ц у ,  п о л у ч а е м  д л я  ф у н к ц и и  ф ( С  ж ) =  в ( ^  e x p { — ж /-£ }

r t t

/ 7 =  M  — ж 2 ж 3 I ( 1  — e )  +  ж 2 /  +  /  { в [  — ж 4р^ +  J  — e M x - 1+
J 0

+  ж 2 ж 3 ж - 1^ у / ж 4р о  — М ж 1 - 1  — ж 2ж 3 ж - 1^  — ж 2 / / в }  d t  =  0 .

А н а л о г и ч н ы е  ф о р м у л ы  м о ж н о  в ы п и с а т ь  д л я  в а р и а н т о в  ф  =  в  с о 8 ( п п ж / 2 ф ,  

ф  =  в ( t )  8 1 п ( п п ж / 2 ^ ) ,  n  —  нечетное. И л и  д л я  ф  =  e ( t ) c o s  а ж  ( s i n а ж ) ,  

ф  =  в  ( t )  e x p  а ж  с  произвольным а  и соответствующими в  ( t )  •
С о о т н о ш е н и я  н е т р у д н о  м о д и ф и ц и р о в а т ь  д л я  « к а с к а д н о г о »  э к с п е р и м е н ­

т а :  п о с л е  t*  с к а ч к о о б р а з н о  п о в ы ш а е м  д а в л е н и е  р о  ДО н о в о г о  у р о в н я  и  с ч и ­

т а е м  t*  в р е м е н е м  н а ч а л а  н о в о г о  э к с п еримента ( t*  =  0 ) .  П р и  э т о м  в м е с т о  

н а ч а л ь н ы х  д а н н ы х  c ( 0 ,  ж ) =  0  с л е д у е т  и с п о л ь з о в а т ь  <р(ж) =  c ( t * , ж ) ,  а  в  п р а ­

в о й  ч а с т и  у р а в н е н и я  д и ф ф у з и и  ( 3 . 1 )  п о я в и т с я  д о п о л н и т е л ь н о е  с л а г а е м о е  

a 1 e x p { — а 2 ^ р ( ж ) .  Формулы д л я  ф ( р ж )  о с т а н у т с я  б е з  и з м е н е н и й .

А л г о р и т м  и д е н т и ф и к а ц и и  в  о б щ е м  с л у ч а е  с о с т о и т  в  в ы б о р е  у р а в н е н и й  

f i  =  0  п р и  различных n  и применении М Н К :  F  =  / 2 +  . . .  +  / |  ^  m i n  н а  

з а д а н н о м  к о м п а к т е  д о п у с т и м ы х  з н а ч е н и й  п а р а м е т р о в .  Р е ш е н и я  ф ( р  ж ) л и ­

н е й н о г о  с о п р я ж е н н о г о  у р а в н е н и я  б е з  к р а е в ы х  у с л о в и й  и г р а ю т  р о л ь  « п р о ­

с т р а н с т в а  п р о б н ы х  ф у н к ц и й » .  П о в т о р н ы е  э к с п е р и м е н т ы  п р и  р а з л и ч н ы х  

т е м п е р а т у р а х  Т  д а ю т  в о з м о ж н о с т ь  о ц е н и т ь  з н а ч е н и я  D o ,  E d , . . . , s o ,  E s .

З а м е ч а н и е  3 .  Ф о р м а л ь н о  J  =  [ р  +  р ф в 0 ] / в д  х о т я  п л о т н о с т ь  д е с о р б ц и и  

п о  д а в л е н и ю  о п р е д е л я е т с я  и з  и н т е г р а л ь н о г о  у р а в н е н и я  ( о б р а т н а я  з а д а ­

ч а ,  к о т о р у ю  с ч и т а е м  в с п о м о г а т е л ь н о й ) .  О б ы ч н о  п о л а г а ю т  J ( t )  ~  d p ^ ( t )  

(в  =  1 / $ о Ф )  и  п р е н е б р е г а ю т  ресорбцией н а  в ы х о д е  ( p s p ^  ~  0 ) .  В ы ч и с л е н и е  

F

е н т н ы е  а л г о р и т м ы ,  я в н о  в ы п и с ы в а я  п р о и з в о д н ы е  ф у н к ц и й  f i  п о  ж^-. Е с л и  

J ( t )

д е л а е м  п о д с т а н о в к у  J ( t )  =  d p ^ ( t ) ,  с ч и т а я  в  д о п о л н и т е л ь н ы м  п а р а м е т р о м .  

С ф о р м у л и р у е м  п о э т а п н о  о б щ у ю  с х е м у  и д е н т и ф и к а ц и и .

1 )  П о с л е  р е г и с т р а ц и и  p ^ ( t )  и  о п р е д е л е н и я  J ( t )  н а  о т р е з к е  в р е м е н и  [ 0 , t * ]  

д а в л е н и е  н а п у с к а  у в е л и ч и в а е м  и  ф и к с и р у е м  н о в о е  у с т а н о в и в ш е е с я  

д а в л е н и е .  П о  п а р а м  з н а ч е н и й  р о д  р «  и  J i ,  п о д с т а в л я я  и х  в  у р а в н е н и е  

с т а ц и о н а р а  ( 3 . 8 )  ( / 1  =  0 ) ,  н е о д и м  к о э ф ф и ц и е н т  s  и  к о м п л е к с  D g / л / Ь .  

В  н о в ы х  п е р е м е н н ы х :  у 1 =  ж 4 =  p s  и  у 2 =  ж 2 ж з / ж 1 =  D g / \ / b C

2 )  П о д с т а в и м  в  у р а в н е н и я  / 2  =  0 , . . .  значения у д  у 2 и  з а м е н и м  в е л и ч и н у  

ж 2 ж 3 н а  ж 1у ^ . Выбира я  f i  ( i  =  1 , . . . ,  4 ) ,  з а д а ч v  F  =  /1 2 + . . .  +  / |  ^  m i n  

р е ш а е м  ч и с л е н н о  н а  з а д а н н о м  к о м п а к т е  M  =  { ( ж ц  ж 2 , ж 5 , ж б ) } .
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С л е д у е т  и с п о л ь з о в а т ь  л ю б у ю  и н ф о р м а ц и ю ,  к о т о р а я  м о г л а  б ы  п о н и з и т ь  

р а з м е р н о с т ь  о б р а т н о й  з а д а ч и  п а р а м е т р и ч е с к о й  и д е н т и ф и к а ц и и .  В  ч а с т ­

н о с т и ,  ц е л е с о о б р а з н о  п р о в е с т и  д о п о л н и т е л ь н ы й  э к с п е р и м е н т  н а с ы щ е н и я -  

д е г а з а ц и и .  П р и  т о й  ж е  т е м п е р а т у р е  Т  с о з д а д и м  с  о б е и х  с т о р о н  п л а с т и н ы  

д а в л е н и е  p . С о  в р е м е н е м  у с т а н о в я т с я  р а в н о в е с н ы е  к о н ц е н т р а ц и и  а т о м о в  H  

в  р а с т в о р е  и  л о в у ш к а х :  с ,  с  { a \ C  =  a 2 Z ) .  М о д е л ь  о р и е н т и р о в а н а  н а  д и а п а ­

з о н ,  к о г д а  с  +  с  ^  л/ p -  П р и р а в н и в а я  н у л ю  п р о и з в о д н ы е ,  п о л у ч и м :

О б щ у ю  к о н ц е н т р а ц и ю  с  +  г  о п р е д е л я е м  п о  д е г а з а ц и и ,  о т к у д а  и з в е с т е н  к о ­

э ф ф и ц и е н т  р а с т в о р и м о с т и  7 . Когда значения в  и  И д / л / Ь  н а й д е н ы  и з  с т а ­

ц и о н а р о в ,  м о ж н о  в ы р а з и т ь  7  =  7 ( И ,  а \ ,  а / )  и  исключи т ь  х% =  а 2  и з  н а б о р а

л и т ь  к о э ф ф и ц и е н т  д и ф ф у з и и  И ,  а  з н а ч и т  и  д л / Ь .  О с т а е т с я  п о  п е р е х о д н о м у

д Ь

Е с л и  в л и я н и е  д е ф е к т о в  в т о р о с т е п е н н о ,  т о  с н а ч а л а  п о л а г а е м  г ц  =  0 ,  ч т о  

п р и в о д и т  к  з н а ч и т е л ь н ы м  у п р о щ е н и я м .  З н а ч е н и я  И ,  Ь  д ,  в  п р и н и м а е м  з а  

н а ч а л ь н ы е  п р и б л и ж е н и я  и  д а л е е  о г р а н и ч и в а е м с я  л о к а л ь н ы м и  в а р и а ц и я м и .

И терационное уточнение. В  о б щ е м  с л у ч а е  д а ж е  в  и н т е г р а л ь н ы х  с о о т н о ­

ш е н и я х  с т а ц и о н а р н о е  у п р о щ е н и е  ( 3 . 3 ) ,  ( 3 . 6 )  н а  в х о д н о й  с т о р о н е  п л а с т и н ы  

м о ж е т  о к а з а т ь с я  с л и ш к о м  г р у б ы м .  В  т о ж д е с т в е  ( 3 . 1 0 )  т а к а я  а п п р о к с и м а ­

ц и я  п о з в о л и л а  к о н к р е т и з и р о в а т ь  в ы р а ж е н и е

П р и  э т о м  з а в ы ш а л а с ь  к о н ц е н т р а ц и я  с (Ь , 0 )  ( ф  с о )  и  з а н и ж а л с я  в х о д н о й  

п о т о к  — И с х (Ь,  0 )  (  ^  , 1  — ц з р е  =  ц в р о — Ь д 2 ) .  О б щ а я  р е а к ц и я  в ы р а ж е н и я  

н а  т а к и е  з а м е н ы  з а в и с и т  о т  в ы б о р а  с о п р я ж е н н о й  ф у н к ц и и  ф ( Ь ,  х ) .

С л е д у ю щ и й  ш а г  и т е р а ц и о н н ы х  у т о ч н е н и й  с о с т о и т  в  п о д с т а н о в к е  в  с о ­

п р я ж е н н о е  т о ж д е с т в о  ( 3 . 1 0 )  в м е с т о  И с х (Ь,  0 )  в ы р а ж е н и я  до — Ц в р о  +  Ьд0  

в  с о о т в е т с т в и и  с  г р а н и ч н ы м  у с л о в и е м .  С л а г а е м о е  с  п р о и з в о д н о й  до  п р е о б ­

р а з у е м  и н т е г р и р о в а н и е м  п о  ч а с т я м .  И  т о л ь к о  з а т е м  в  и н т е г р а л а х  з а м е н я е м  

с о / )  =  д д о ( Ь )  со  • Б о л е е  т о ч н у ю  в е р х н ю ю  о ц е н к у  ф у н к ц и и  до  (Ь) д а е т  р е ш е ­

н и е  д ( Ь )  у р а в н е н  и я  д (Ь ) =  Ь д ^  — Ь д 2 (Ь) ,  д ( 0 )  =  0 .  По п о с т р о е  н и ю  д о =  д о ( р е , , )  

и  д о с т а т о ч н о  т о ч н о е  у с т а н о в л е н и е  д ( Ь )  ~  до  ( д  /  д о )  п р о и с х о д и т  з н а ч и т е л ь н о  

р а н ь ш е  Ь*. М о ж н о  замедлить р о с т  ф у н к ц и и  д ( Ь )  п о л о ж и т е л ь н ы м  м н о ж и ­

т е л е м :  д (Ь ) =  £ (£ ) [Ь д о  — Ь д 2 (Ь)] ( н а п р и м е р ,  {  =  Ь / Ь / .  С л е д у ю щ у ю  и т е р а ц и ю  

п р о в о д и м  м е т о д о м  « п р е д и к т о р - к о р р е к т о р » :  д ( Ь )  =  Ь д 2 (Ь) — Ь д 2 (Ь) .  П о л у ч а е м  

у т о ч н е н н у ю  ( н о  б о л е е  г р о м о з д к у ю )  с и с т е м у  у р а в н е н и й  р / И ,  д , Ь ,  в )  =  0 .

p s p b g  ':2 , с  =  д д  ^  с
a i  +  a 2  g / ~ p s  

a 2  л/ b

{ x 1 , x 2 , x 5 , x 6 } .  В  с л у ч  a e  a i  =  0  имеем 7  =  g  у/p s / b ,  ч т о  п о з в о л я е т  о п р е д е -

i
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Н е с к о л ь к о  и н о й  в а р и а н т  с о с т о и т  в  а п п р о к с и м а ц и и

- И с х ( г ,  0 )  к ( Ь )  е  [ц в р о  -  Ь ф ,  ц в р о \ , ( к ( Ь )  I  ц в р о  — Ь ф ,  Ь ^  Ь*)

и  в ы б о р е  С(Ь)  р е ш е н и е м  у р а в н е н и я  Р и к к а т и  с  =  ц в р о  — Ь^2 — к  с ( 0 )  =  0 .  

П р и б л и ж е н и е  С(Ь)  п о з в о л я е т  с  с а м о г о  н а ч а л а  л и н е а р и з о в а т ь  к р а е в у ю  з а д а ­

ч у ,  з а м е н и в  в ы р а ж е н и е  Ь с |(Ь )  н а  1 е (Ь ), а  с 0 ( £ )  н а  с 0 (^ )с^ (^ )- Б о л е е  п о д р о б н о  

с п о с о б ы  п р и б л и ж е н и я  к о н ц е н т р а ц и и  с о (Ь ) =  с (Ь , 0 )  и з л а г а ю т с я  в  р а з д е л е  4 .

И м е я  о ц е н к и  { И , д , Ь ,  в } ,  ч и с л е н н о  р е ш а е м  и с х о д н у ю  к р а е в у ю  з а д а ч у ,  

н е  п р и б е г а я  к  с т а ц и о н а р н о м у  у п р о щ е н и ю  н а  в х о д е ,  и  з а м е н я е м  с(Ь , 0 )  п о л у ­

ч е н н ы м и  з н а ч е н и я м и .  М о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  и  с х (Ь,  0 ) .  Т а к а я  с х е м а  я в л я е т с я  

п р и м е н е н и е м  м е т о д о в  п р о с т о й  и т е р а ц и и  и  « п р е д и к т о р - к о р р е к т о р » .

3 .3 . М ет о д  п р он и ц аем ости  д л я  О Д -м о д ел и

Ь

т и в н ы й  к о э ф ф и ц и е н т  р е к о м б и н а ц и и ) ,  н е т  с у щ е с т в е н н о г о  н а к о п л е н и я  а т о ­

м о в  в о д о р о д а  н а  п о в е р х н о с т и ,  в л и я н и е  д е ф е к т о в  —  в т о р о с т е п е н н ы й  ф а к т о р  

( п о д л е ж а щ и й  о ц е н к е  п о с л е  о п р е д е л е н и я  о с н о в н ы х  п а р а м е т р о в  д и ф ф у з и и  

и  д е с о р б ц и и ) ,  р е с о р б ц и я  н а  в ы х о д е  п р е н е б р е ж и м о  м а л а .  П р е д в а р и т е л ь н о

с ( 0 , х ) =  0

с я  п о с т о я н н о е  о т н о с и т е л ь н о  б о л ь ш о е  д а в л е н и е  р о ,  о б е с п е ч и в а ю щ е е  б ы с т р о е  

у с т а н о в л е н и е  к о н ц е н т р а ц и и :  с (Ь , 0 )  =  с о >  0  (Ь >  е * ,  0  <  е *  ^  Ь *). С о г л а ­

с о в а н и е  н а ч а л ь н ы х  и  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  п р и  е *  ^  + 0  п о н и м а е м  в  с м ы с л е  

т е о р и и  о б о б щ е н н ы х  р е ш е н и й  к р а е в ы х  з а д а ч .  В  п р и н я т ы х  п р е д п о л о ж е н и я х

д с  д  2 с  д с

д Ь  д х 2  , д х

д с
=  Ьс^ — ц в р о ,  И —  

х = о  д х
=  — Ь с?, Ь >  в * .

е е

П о с к о л ь к у  в е л и ч и н ы  р о ,  со  п о с т о я н н ы ,  т о  И с х (Ь,  0 )  =  — 1 ,  Ь >  в * ,  г д е  1  —  

у с т а н о в и в ш а я с я  п л о т н о с т ь  д е с о р б ц и и  в о д о р о д а  1  (Ь) =  Ь с |( Ь ) .  В с е  п а р а м е т ­

р ы  с о о т в е т с т в у ю т  т е м п е р а т у р е  о б р а з ц а  Т ( Ь )  =  Т .  П р а к т и ч е с к и  н а  в х о ­

д е  б ы с т р о  у с т а н а в л и в а е т с я  к о н ц е н т р а ц и я  и  п р о н и к а ю щ и й  п о т о к ,  п р и ч е м  

с  0

ц в р о =  Ь с2 . В с п л е с к  п о т о к а  1 о (Ь) =  — И с х (Ь,  0 )  Ь е  [0 , е * ], н е  в с е г д а  м о ж н о  

с ч и т а т ь  м а л ы м  д а ж е  в  и н т е г р а л ь н о м  и з м е р е н и и  ( с м .  р а з д е л  4 ) .  

С т а ц и о н а р н о м у  р е ж и м у  п р о н и ц а е м о с т и  с о о т в е т с т в у е т  Ь ^  Ь* и

с ( Ь , х )  =  В *  — А * х ,  В *  =  со  =  у  Ь- 1 ( ц в р о  — 1  ) ,  А *  =  — с х  =  И  1 1  .

И з  с о о т н о ш е н и я  1  =  Ь с | п о л у ч а е м  у р а в н е н и е

/ 1  — ^  цвро — ■] +  £^ЬИ  V  =  0. (3.14)
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В  б е з р а з м е р н о й  форме имеем л /С  -  1 -  1 =  г д е  о т н о ш е н и е  £  =  Р / 1

( Р  =  ц з р о , 1  <  Р / 2 )  х а р а к т е р и з у е т  п р о п у с к н у ю  с п о с о б н о с т ь  м е м б р а н ы ,  

а г 1 =  л / Ы  и  г 2 =  Р / -  —  « с к о р о с т и »  д е с о р б ц и и  д и ф ф у з и и .

Б у д е м  о р и е н т и р о в а т ь с я  н а  к а с к а д н ы й  э к с п е р и м е н т  п р о н и ц а е м о с т и :  п о ­

с л е  в ы х о д а  н а  с т а ц и о н а р  1  р е з к о  п о в ы ш а е м  д а в л е н и е  д о  у р о в н я  р +  >  р о  и  

ж д е м  н о в о г о  у с т а н о в л е н и я  1  =  1 +  >  1  . С л е д о в а т е л ь н о ,  и м е е м  д в а  у р а в ­

н е н и я  в и д а  ( 3 . 1 4 )  д л я  о ц е н к и  з н а ч е н и й  п а р а м е т р о в  м о д е л и  И ,  Ь, з .  О д н о ­

з н а ч н о  о п р е д е л я ю т с я  к о э ф ф и ц и е н т  п р и л и п а н и я  з  и  к о м п л е к с  И /  д Ъ .

П у с т ь  и з в е с т н а  р а с т в о р и м о с т ь  у :  ц з р  =  Ь с2 ^  с  =  у Д р  , у  =  у / ц з / Ь .  

Т о г д а  п а р а м е т р ы  м о д е л и  н а х о д я т с я  е д и н с т в е н н ы м  о б р а з о м .  Д о п о л н и т е л ь ­

н ы е  у р а в н е н и я  н е о б х о д и м ы  д л я  « у с р е д н е н и я »  п о г р е ш н о с т е й  и  э к о н о м и и  н а  

э к с п е р и м е н т е  н а с ы щ е н и я - д е г а з а ц и и .  К р о м е  т о г о ,  п е р е п а д а  д а в л е н и й  р +  - р о  

м о ж е т  н е  х в а т и т ь  д л я  х о р о ш е й  о б у с л о в л е н н о с т и  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  ( 3 . 1 4 ) .

Врем я запаздывания. Р а с с м о т р и м  п р е д е л ь н у ю  а п п р о к с и м а ц и ю  к р а е в о й  

з а д а ч и  п р и  е *  =  0 .  П о с к о л ь к у  п о т о к и  з а д а н ы  ( с  т о ч н о с т ь ю  д о  з н а ч е н и й  

п а р а м е т р о в ) ,  т о  с  п о м о щ ь ю  ф у н к ц и и  Г р и н а  (5 6 ] з а п и ш е м

с ( С  ж ) =  1  /  С ( ж Д ; 0 , т ) Р т  -  /  1  ( т ) С ( ж Д ;  - ,  т ) Р т ,  £ >  0 ,  
о о

1 г» 2 2 7~\,  1 Г п 2 П 2 Р ,  , 1  п п ж  п п у
С ( ж Д ;  у , т )  =  -  +  - 2 ^  е х Р ( --------- ( £ -  т )  | с ш  —  сО Й — .

П =1

О т с ю д а  п о л у ч а е м  п р е д с т а в л е н и я  д л я  г р а н и ч н ы х  к о н ц е н т р а ц и й :  

д  д
Со =  Со (г )  =  1  <£>2 ( С т ) Р т  -  1  ( т  Д Д ^ т ) Р т ,  £ >  0 ,

о о

\ / ь - 1 1  =  с Д )  =  1  /  <д1 (г , т ) Р т  -  /  1  (т )^ > 2 ( с  т ) Р т ,  
о о

1 0  ^  2 2 п

^ 1 ( ^, т )  =  - + - ф ( г , т ^  ф ( г , т ) = ^ е х ^ -  п  п 2 (г  -  т ^ ( - 1 ) г
П =1

,  . 1 2  ^  г п 2п 2 Р ,  щ
^ 2 ( г , т )  =  -  +  -  Ф ( С т ^  Ф ( С т )  =  ^ е х р { --------- г - ( г  -  т  д .

П =1

П е р е п и ш е м  ф о р м у л у  д л я  со  (г )  в  в и д е

/  1  ( т ) Р т  =  - 2  /  1  ( т ) Ф ( £ ,  т ) Р т  +  1 - /  <д2 Д т ) Р т  -  с о - .  ( 3 . 1 5 )
о о о
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С л е в а  —  к о л и ч е с т в о  а т о м о в  в о д о р о д а ,  д е с о р б и р о в а в ш и х с я  с  е д и н и ч н о й  п л о ­

щ а д к и  ВБ1ХОДНОЙ c t o p o h b i  м е м б р а н ы .  Н а й д е м  а с и м п т о т и к у

S ( t )  =  [  J  d r  =  B t  — A  +  e ( t ) ,  e ( t )  ^  0 ,  t  ^  r o ,  e ( t )  ^  A ,  t  ^  0 .
J  0

П о с к о л в к у  ф у н к ц и я  J ( t ) ,  м о н о т о н н о  в о з р а с т а я ,  с т р е м и т с я  к  J  , т о  д о л ж н о  

в ы п о л н я т в с я  B  =  J  . О с т а е т с я  в ы ч и с л и т ь  з н а ч е н и е  A .  П р я м а я  J t  — A  я в л я ­

е т с я  а с и м п т о т о й  д л я  S ( t )  п р и  t  ^  + r o .  Т о ч к а  п е р е с е ч е н и я  п р я м о й  с  о с в ю  

t

и з в е с т н о й  п о  э к с п е р и м е н т а л ь н ы м  д а н н ы м  J ( t ) ,  t  >  0  J ( t )  ~  J  , t  ^  t * .

П е р е й д е м  к  т е х н и ч е с к и м  в ы к л а д к а м .  Н а ч н е м  с  и н т е г р а л а  о т  ^>2 :

/■* , , t  2  ^  1 г n 2n 2 D
^  ^ 2 &  r ) d r  =  j  +  —  l 1 — e x P { — , ц п  =  J2  .

П о с к о л ь к у  н а с  и н т е р е с у е т  а с и м п т о т и к а  п р и  t  ^  + г о ,  т о  в ы ч и с л и м

1 J 2 ~  1 J 2 п 2 J 2

п 2 В  ' п 2 п 2 В  6  6 В
П =1 П =1

Н а й д е м  а с и м п т о т и к у  д л я  и н т е г р а л а  о т  J Ф , учитывая, ч т о  J  =  J  —  ф  г д е  

$ ( £ )  — функция, монотонно у б ы в а ю щ а я  о т  з н а ч е н и я  J  д о  н у л я :  

г* г t  д
f  J (т )T(t , r ) d r  =  J  /  T(t ,  т ) d r  — /  d (r )T ( t , r ) d r ,  

d o  d o  d o

/• t  (_1)n

T(t ,  r ) d r  =  V ]  [ 1 — exp{ —ц ф } ] =
7 0  n = 1  ^ n

л2 ( — 1 ) п  / 2

=  - 2 ^  £  “ П2 “  +  С(Ь) =  — 1 2 0  +  ^  С(Ь) ^  0 -
П =1

И н т е г р а л  о т  п р о и з в е д е н и я  $ Ф  стрем ится к н у л ю  п р и  Ь ^  + г о ,  п о с к о л ь к у  

У 5  >  0  3  ф  >  0 :  Ь ^  Д  ^  0  <  $ ( £ )  < 5 .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  п р и  о ц е н и в а ­

н и и  с в е р х у  э т о г о  и н т е г р а л а  у  т о л ь к о  ч т о  п о д с ч и т а н н о г о  и н т е г р а л а  о т  Ф 

п о я в и т с я  м н о ж и т е л ь  5  на пром еж утке в р е м е н и  [ Д , + т о ) .

П о с л е  п р о в е д е н н ы х  в ы ч и с л е н и й  и  о ц е н о к  п о л у ч а е м

_ J 2

S ( t ) =  J  е в  +  J J

t  2  _J2_

J  +  J   ̂ 6 D
— c 0J  +  e ( t )  =  J t  — A  +  e ( t ) ,  ( 3 . 1 6 )

J  J  6 n

г д е  A  =  c o J  — J J 2 / ( 2 D ) .  О т с ю д а  н а х о д и м  в р е м я  з а п а з д ы в а н и я

to =  j  =  j  2BB, co =  \ l b 1(^ spo — J ) . (3.17)
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А

ре ре

А  =  с ( Ь * , х )  й х  =  [со  — И - 1 1 х ] й х
о о

т . е .  э т о  к о л и ч е с т в о  а т о м о в  в о д о р о д а  в  м е м б р а н е  в  р е ж и м е  с т а ц и о н а р н о й  

п р о н и ц а е м о с т и .  П о в е р х н о с т и  ( п р и  х  =  0 , - )  с ч и т а е м  е д и н и ч н ы м и ,  и н а ч е  

и м е е м  в  в и д у  « е д и н и ч н ы й  с т о л б и к » .  Ч и с л е н н о  з н а ч е н и е  А  =  1Ь о  о п р е д е ­

л я е т с я  п о  г р а ф и к у  ф у н к ц и и  Б (Ь ): Б (Ь * )  =  (Ь* — Ьо ) 1  в  с и л у  Б  ~  1 ,  Ь ^  Ь*.

П о д с т а в и м  а с и м п т о т и к у  Б (Ь ) ~  З Ь  — А  в  в ы р а ж е н и е  л / 1 / Ь  =  сд.

В  п р е д е л е  Ь ^  + т е  п р и д е м  к  с т а ц и о н а р н о м у  с о о т н о ш е н и ю  ( 3 . 1 4 ) .

О б р а т и м с я  к о  в т о р о м у  э т а п у  э к с п е р и м е н т а ,  к о г д а  п о  д о с т и ж е н и и  з н а ­

ч е н и я  1  (Ь*) ~  1  н а  в х о д е  с к а ч к о о б р а з н о  у в е л и ч и в а е т с я  д а в л е н и е  н а п у с к а  

с  у р о в н я  р о  д о  р++ >  р о -  Р а з н и ц а  в  т о м ,  ч т о  т е п е р в  н е  н у л е в о е  н а ч а л в н о е  

р а с п р е д е л е н и е  в о д о р о д а ,  а  л и н е й н о е  с т а ц и о н а р н о е .  С д е л а е м  з а м е н у

и  п е р е н е с е м  н а ч а л о  о т с ч е т а  в р е м е н и  в  Ь*. Д л я  р а з н о с т и  к о н ц е н т р а ц и й  с

Б ( Ь)

Ь =  Ь* (в  н о в о й  с и с т е м е  о т с ч е т а  в р е м е н и  Ь* =  0 )  и м е е м  п р е д с т а в л е н и е

у / Ь - 1 1  (Ь) =  4  р>1 (Ь,  т ) й т  — 1  (т)р>2 ( Ь , г ) йт,

  _ г ь 2  ^  ( _ 1 ) п  о  г t  _
^ Ь - 1 4  =  1  -  +  -  ^  — ---------- + е 1 (Ь) — - \  ( 1  — ^ ) Ф ( Ь ,т )  й т —

I I  -  п = 1  Ц>и -1 - ,/  о

А — г - 7  1 / - 2 . 1 / - 2 1 / - 2 л Г , Т , I  с г  , ч
- \ / Ь  1  =  — б и  +  А  — з~й)  +  в з  =  — +  V Ь ( р в р о — 3 ) +  е з (Ь ) .

с ( Ь , х )  =  с ( Ь , х )  — с ( Ь * , х ) ,  с ( Ь * , х )  =  с о — И  1 4 х ,  Ь ^  Ь*,

Д Б ( Ь )  =  /  Д 1  ( т ) й т  =  Ь Д 7  — А  +  е ( Ь ) ,  Д 1  (Ь) =  1  (Ь) — 7 ,
оо

Д 7  =  4  +  — 7 ,  А  =  Д с о -  — Д Л 2 [ 2 И ] - 1 , Д с о  =  с +  — с о .

В р е м я  з а п а з д ы в а н и я  Д Ь о  =  Д с о - / Д J  — - 2 / ( 2 И )  (в  н о в ы х  к о о р д и н а т а х  

Ь, Д Б ) .  Смысл в е л и ч и н ы  А :  это «добавочное» к о л и ч е с т в о  Н  в  е д и н и ч н о м  

с т о л б и к е  п о  т о л щ и н е  мембраны п о  с р а в н е н и ю  с  п е р в ы м  с т а ц и о н а р о м .
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Д л я  р е ш е н и я  з а д а ч и  и д е н т и ф и к а ц и и  в в е д е м  н о в ы е  переменные х р

х 1 =  £ 2 D - 1 , х 2  =  £ b - 1 / 2 , х 3  =  £ с 0 , х 4  =  £ с + .

Т о г д а  преобразованные у р а в н е н и я  (3.14), (3.17) линейные:

{
, 1 х 1 +  1 х 2  — х 3  =  0 ,  2 х 3 — J  х 1 =  2 J t o , I  =  л/ J ,

■1+ х 1 +  I  + х 2  — х 4  = 0 ,  2 ( х 4 — х 3 ) — Д J x 1 =  2 A t o A J  .

П о  д в у м  с т а ц и о н а р а м  и  t o ,  A t o  находим з н а ч е н и я  х 1 , х 2 , х з ,  х 4  и  с о о т ­

в е т с т в е н н о  D ,  b,  s .  Искомых з н а ч е н и й  т р и ,  а  переменных ч е т ы р е :  с и с т е м а  

п о л у ч а е т с я  л и н е й н о й  и  д в а  з н а ч е н и я  s  к о с в е н н о  п о з в о л я т  с у д и т в  о  в л и я ­

н и и  п о г р е ш н о с т е й .  Е с л и  п а д а ю щ и й  н а  п о в е р х н о с т и  п о т о к  p s p o  з н а ч и т е л в н о  

б о л в ш е  п р о н и к а ю щ е г о  д и ф ф у з и о н н о г о ,  т о  х 3  =  £ с 0 =  х 5 ф ц р 0  £,  х 5  =  \ f s j b .  

П р и  э т о м  в ы п о л н я е т с я  р а в е н с т в о  х \  =  х5 )ц р ' ^ £ 2  и  м о ж н о  о г р а н и ч и т в с я  т р е ­

м я  л и н е й н ы м и  у р а в н е н и я м и  п о  х 1 , х 2 , х 3 . В а р и а н т  p s p  ^  J  с о о т в е т с т в у е т  

л о к а л в н о  р а в н о в е с н о й  в х о д н о й  к о н ц е н т р а ц и и  c o  =  I  { p s p o  =  b I 2 ) .

В в 1ч и с л е н и я  ц е л е с о о б р а з н о  п р о в о д и т в  с  нормированными в е л и ч и н а м и .  

Ф и к с и р у е м  х а р а к т е р н ы е  п о  п о р я д к у  з н а ч е н и я  D ,  b, s  и  п р е о б р а з у е м  у р а в ­

н е н и е  с т а ц и о н а р а  ( 3 . 1 4 ) ,  п о д е л и в  е г о  н а  п е р в о е  с л а г а е м о е :

1 — V ( 3 z 3  —  1 +  Z Z  =  0 ,  D  =  D z 1 , b  =  s z 2 , s  =  s z 3 , ( 3 . 1 8 )

Z  =  z 1 - 1 ^ z 2 , Z 3  =  p s p o J - 1 , Z  =  I £ t ) 1 / 2 D - 1 , I  =  V J .

И з  д в у х  т а к и х  у р а в н е н и й  ( в т о р о е  д л я  п а р ы  р + ,  J~+)  и с к л ю ч а е м  л и н е й н о  

в х о д я щ и й  к о м п л е к с  Z  и  вычисляем з н а ч е н и е  z 3 . Когда p s p  ^  J  ( Z 3 z 3  ^  1 ) ,  

т о  с и с т е м а  л и н е й н а  п о  Z .  Д а л е е ,  д о м н о ж а я  в ы р а ж е н и е  ( 3 . 1 7 )  д л я

t o D / £ 2

Z 1 z 1 =  ^ 3  — 1 [ Z Z ] - 1  — 0 .5  =  0 .5  — [Z Z  ] - 1 , Z 1 =  D t o £ - 2 . ( 3 . 1 9 )

О т с ю д а  п р и  у ж е  и з в е с т н ы х  в е л и ч и н а х  z 3 , Z  =  z 1 - 1 ^ ~ z 2  н а х о д и м  з н а ч е н и я  

z 1 и  исходных п е р е м е и н ы х :  z 3  ^  s ,  z 1 ^  D ,  z 1 Z  =  ^  b.

Замечание 4 .  У к а ж е м  н е о б х о д и м у ю  к о р р е к т и р о в к у  д л я  с л у ч а я ,  к о г д а  м а ­

т е р и а л  и  т о л щ и н а  п л а с т и н ы  £  т а к о в ы ,  ч т о  п р и  д а в л е н и и  p o  у с т а н о в л е н и е  

co  ~  Io  н е л в з я  с ч и т а т в  б ы с т р ы м ,  н о  и м е е т с я  в о з м о ж н о с т и  п о  р а с х о д у  в о ­

д о р о д а  о ц е н и т в  в х о д н о й  п о т о к  J o ( t )  =  — D c x  ( t ,  0 ) .  И з  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  

с л е д у е т ,  ч т о  р о с т  к о н ц е н т р а ц и и  co  ( t )  до уровн я  I o  с о п р о в о ж д а е т с я  п а д е ­

н и е м  J o ( t )  до уровня J : J o ( t )  =  J  +  £ ( t ) ,  Z ( t )  —  п о л о ж и т е л в н а я  ф у н к ц и я ,  

м о н о т о н н о  с т р е м я щ а я с я  к  н у л ю .  В м е с т о  у р а в н е н и я  ( 3 . 1 5 )  п о л у ч и м

/  J  d r  — (  J o d r  =  — 2  f  J o ( т ) $ ( t , r ) d r  +  2  f  J o ( t ) Ф ( ^ т ) d r  — c o ( t ) £ .  
o o o o
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А с и м п т о т и к а  ( 3 . 1 6 )  п р и  Ь ^  о с т а е т с я  в  с и л е ,  т о л ь к о  в м е с т о  с л а г а е ­

м о г о  Л  б у д е т  и н т е г р а л  о т  ф у н к ц и и  З о ( т ) ,  т €  [0 ,Ь ] . Д л я  « п р и р а щ е н и я »  

А (Ь)  — Б о ( Ь )  и м е е м  в ы р а ж е н и е  — С  +  е ( Ь ) ,  т . е .  г о р и з о н т а л ь н у ю  а с и м п т о т у .  

К о н с т а н т у  С  >  0  с л е д у е т  и с п о л ь з о в а т ь  в м е с т о  в р е м е н и  з а п а з д ы в а н и я .

С о п р я ж е н н ы е  у р а в н е н и я .  Н а  р е ш е н и я х  у р а в н е н и я  ф*  =  — И ф х х

о о

д с  д 2 с

д Ь  д х 2

г£ ^
й х й Ь  =  ( ф с ) | *  й х —

а о  =

— г /  ‘ ‘ ( ф ф  У  йЬ  +  т [ ‘ ' ( с  У  ) ‘  <и.
, / 0 V о х )  х = о  ) 0  \  д х )  х = о

Используем выражения с(0,х) =  0  с(Ь*,х) =  со — х З / И ,  с(Ь, 0) =  со 

(Ь > 0 )  Исх (Ь, 0) =  —З, Исх (Ь,£) =  — З(Ь), с2(Ь,£) =  З (Ь)/Ь:

Д _ Д*
/ ф(Ь*,х) [Л — И -1Зх]йх + ф(Ь,£)З(Ь) йЬ—
о о

— З  [  *ф(Ь,  0 )  йЬ  +  И  [  *ФЬ- 1 З  д ф  йЬ  — И с о  /  * д Ф
™ Уо д х

йЬ =  0 .
х = од х

О с т а е т с я  в ы б р а т ь  ф у н к ц и и  ф ( Ь ,  х ) .  Н а ч н е м  с  п р о с т е й ш е й  ф  =  1:

-  £ 2 Ф *
/ 1  =  А * — З Ь *  +  А  =  0 ,  А  =  с о £  — З А * =  З  йЬ,  ( 3 . 2 0 )

7 о

с )2 =  ( ц в р о — З ) / Ь .  В а р и а н т  ф  =  1 с о о т в е т с т в у е т  м а т е р и а л ь н о м у  б а л а н с у ,  ес-
А

з а п а з д ы в а н и я  ( 3 . 1 7 )  д а е т  а с и м п т о т и ч е с к о е  р а в е н с т в о  А * =  (Ь* — Ьо ) З . 

Р а с с м о т р и м  е щ е  о д н у  п р о с т у ю  с о п р я ж е н н у ю  ф у н к ц и ю  ф  =  х / £ :

Л £  С£ 2 И А * / 2 л  Д  *

/ 2 =  -3 т  +  А * +  £^/ь^ И Ь * ~££ =  0 ,  А * /2  =  I  1  й Ь . ( 3 . 2 1 )
о

А н а л о г и ч н о  у т о ч н я ю т с я  в а р и а н т ы  ф  =  в ( Ь )  е х р  а х ,  в ( Ь ) 8 ш  д х  ( с о в ) .

Б е з  п р и н ц и п и а л ь н ы х  и з м е н е н и й  и с п о л ь з у е т с я  и н ф о р м а ц и я  З ( Ь )  (Ь ф  Ь*) ,  

к о г д а  и з м е н я е т с я  д а в л е н и е  н а п у с к а  (р о  ^  Р с+)- Р а з н и ц а  л и ш ь  в  т о м ,  ч т о  

в м е с т о  с ( 0 , х )  =  0  имеем с т а ц и о н а р н о е  р а с п р е д е л е н и е  с ( Ь * , х ) .  Ч т о б ы  н е  

у с л о ж н я т ь  о б о з н а ч е н и я ,  п е р е н е с е м  о т с ч е т  в р е м е н и :  Ь* =  0 .  В  в ы к л а д к а х

— ф ( 0 , х ) с ( 0 , х ) / 1

с л е д у е т  з н а ч е н и е  З  з а м е н и т ь  н а  З  +  ; в  А  —  в е л и ч и н ы  Со, З  н а  Д с о ,  Д З ; 

Ь* ^  Д Ь *  —  в р е м я  в ы х о д а  н а  н о в ы й  с т а ц и о н а р  З + . Т а к и е  же ( к а к  и  в  А )  

и з м е н е н и я  в  п е р в ы х  д в у х  с л а г а е м ы х  / 2 , а  в  последнем с л а г а е м о м  Со ^  с++.

0
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П е р е й д е м  к  н о р м и р о в к е .  В  п е р е м е н н ы х  х^ м а т е р и а л ь н ы й  б а л а н с  / 1  =  0  

з а п и ш е т с я  в  ф о р м е  ( 3 . 1 9 ) ,  г д е  ф  =  Ф  — Д Д Т  • У р а в н е н и е  / 2 =  0 :

У* + 1  7 / 2

7  +  ( 2  • ~ Т

У С э х э  — 1 , + 7  7 _

( 2  * +  Х1 • 6 Д

3
2  — £ 2 7 ( з х з  — 1

П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и е  7 ^ / С 2  и з  с т а ц и о н а р а  ( 3 . 1 8 ) ,  у п р о щ а е м :

У* + 1  7 / 2  

7  +  ( 2  • Т "

( 2  +  1 1 ф2 ( 2  +  з

Т ^ Ь* — Х 1 • • " С ^ ‘

(3.22)

(3.23)

Т е п е р в  д о с т а т о ч н о  о д н о г о  п е р е х о д н о г о  п р о ц е с с а :  и з  у р а в н е н и я  ( 3 . 1 9 )  в ы р а ­

жаем 2  =  2 ( х Д ,  подставляем в  с о о т н о ш е н и е  ( 3 . 2 3 )  и  н а х о д и м  х ь  О с т а е т с я  

п о  и з в е с т н о м у  2  о п р е д е л и т в  х 3 г о  с т а ц и о н а р а  ( 3 . 1 8 )  и  х 2 : 7 2  =  х 12 .

П р о и н т е р п р е т и р у е м  м е т о д  с о п р я ж е н н в г х  у р а в н е н и й  к а к  т е х н и к у  в ы в о ­

д а  а с и м п т о т .  С в я з в  м е ж д у  материальным б а л а н с о м  ( ф  =  1 )  и  в р е м е н е м  

з а п а з д ы в а н и я  ф  у ж е  в ы я с н е н а .  З н а ч е н и я  х з  и  2  с ч и т а е м  и з в е с т н ы м и  п о  

с т а ц и о н а р н ы м  р е ж и м а м  и з  с и с т е м ы  д в у х  у р а в н е н и й  ( 3 . 1 8 ) .  О т  э к с п е р и м е н ­

т а л ь н ы х  д а н н ы х  з а в и с я т  з н а ч е н и я  ( ,  ф -  С п р а в а  в  с о о т н о ш е н и и  ( 3 . 2 2 )  —  п р я ­

м а я  в и д а  А * ф  +  В * .  С л е д о в а т е л ь н о ,  в е л и ч и н а  Ф ( Д  =  S ( ^ ) / J + У 1/ 2 ( Ь ) / ( ^ 2 / ) 

( с н а ч а л а  н о р м и р у е м  J / J  , / / /  , а  потом интегрируем) к  м о м е н т у  ф  « в ы х о ­

д и т »  н а  а с и м п т о т у .  Н а  с а м о м  д е л е  в ы х о д  н а  с т а ц и о н а р н ы й  р е ж и м  в о д о р о -  

д о п р о н и ц а е м о с т и  а с и м п т о т и ч е с к и й  ( п о  к р а й н е й  м е р е  в  м о д е л и ) ,  п о э т о м у  

м о м е н т  в р е м е н и  Ь*, к о г д а  п р и б л и ж е н н ы е  с о о т н о ш е н и я  з а м е н я ю т с я  р а в е н ­

с т в а м и ,  д о с т а т о ч н о  у с л о в е н .  П о  д а н н ы м  J (Ь) строим г р а ф и к  Ф (Ь ) и  н а х о д и м  

т о ч к у  п е р е с е ч е н и я  а с и м п т о т ы  с  о с ь ю  в р е м е н и  ( у ч и т ы в а я  с т а ц и о н а р  ( 3 . 1 8 ) ) :

1 Ф2
Ф  = ------------^

Х1 6 1 5
3

2 ( 2

\ / ( з х 3 — 1 _

7  ( 2  +  3

х 1 6 1 5  С2  +  1
(3.24)

О т с ю д а  п о с л е д о в а т е л ь н о  о п р е д е л я е м  { ф ,  х 3 , 7  ^  х 1 ^  7 2  =  х 1 2 .

У к а ж е м  е щ е  о д н у  м о д и ф и к а ц и ю  а л г о р и т м а  о ц е н и в а н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  

м о д е л и  Д  Ь, в .  П е р е п и ш е м  с о о т н о ш е н и е  ( 3 . 2 3 )  в  ф о р м е

+ , Ьо^ _  1 Ф2 ( 2  +  3
Ь01 +  ТТ7 =  ----- • ~ ^  • ---- Т ^7-----5

( 2  Х1 6 1 5  ( 2
^01 =  Ф  — У* J  , Ьо2 =  Ф  — 7 / 2 -

1

В р е м е н а  з а п а з д ы в а н и я  Ьо1 =  Ф  и  Ф 2 о п р е д е л я ю т с я  п о  д анным J  ( 5 ) , - (Ь) 

( г р а ф и к а м  ф у н к ц и й  £ ( Ь ) ,  7 / 2 7 )  • Подставляя в ы р а ж е н и е  2 ( х Д  и з  у р а в ­

н е н и я  ( 3 . 1 9 ) ,  в ы ч и с л я е м  з н а ч е н и е  х р  з а т е м  2  ^  х з  в  с и л у  с т а ц и о н а р а  ( 3 . 1 8 )  

и  7 2  =  х 1 2 .  Д о с т а т о ч н о  о д н о г о  п е р е х о д н о г о  п р о ц е с с а .

Т а к а я  и н т е р п р е т а ц и я  с о п р я ж е н н ы х  у р а в н е н и й  м о ж е т  п о в ы с и т ь  т о ч ­

н о с т ь  о ц е н и в а н и я .  О т м е т и м ,  ч т о  в е л и ч и н а  Ф2 / 6 Д  ( Д  =  1 5 х Д  р а в н а  в р е м е н и  

з а п а з д ы в а н и я  в  п р о с т е й ш е й  м о д е л и  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т и  ( 4 8 ,  с .  1 5 9 ] .
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Е с л и  в  и н т е г р а л а х  п р и н я т ы е  а п п р о к с и м а ц и и  c o ( t )  ~  Со, — D c x ( t ,  0 )  ~  J  

с л и ш к о м  г р у б ы ,  т о  п р и м е н я е м  и т е р а ц и о н н ы й  п р о ц е с с .  П р и  т е к у щ и х  о ц е н ­

к а х  п а р а м е т р о в  н а х о д и м  ч и с л е н н о  р е ш е н и е  з а д а ч и  с  и с х о д н в ш  г р а н и ч н в ш  

у с л о в и е м  D c x ( t ,  0 )  =  b c ( j ( t )  — p s p 0  ( t  >  0 ) .  П о д с т а н о в к а  п о л у ч е н н ы х  з н а ч е ­

н и й  c o ( t ) ,  c x ( t ,  0 )  в  с о п р я ж е н н о е  т о ж д е с т в о  п р и в о д и т  к  к о р р е к т и р о в к е  у р а в ­

н е н и й  f i ( D , b , s )  =  0 .  И н о й  в а р и а н т :  п р е д в а р и т е л в н о  и с к л ю ч и в  D c x ( t ,  0 )  

в  с и л у  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я ,  и т е р а ц и и  п р о в о д и т в  т о л в к о  п о  c o ( t )  ( с м .  § 4 ) .

У т о ч н е н и е  О Д - м о д е л и .  В  о т с у т с т в и е  в х о д н ы х  д а н н в г х  c o ( t ) ,  — D c x ( t ,  0 )  

п р е д п о л а г а л о с в  с л е д у ю щ е е :  в  и н т е г р а л в н в г х  с о о т н о ш е н и я х  м о ж н о  с ч и т а т в ,  

ч т о  п р и  д о с т а т о ч н о  b b ic o k o m  д а в л е н и и  н а п у с к а  р 0 п р о и с х о д и т  о т н о с и т е л в -  

н о  б ы с т р о е  л о к а л в н о е  ( x  =  0 )  у с т а н о в л е н и е  с т а ц и о н а р н о й  в о д о р о д о п р о -  

н и ц а е м о с т и  c 0 ( t )  ^  с 0 , — D c x ( t ,  0 )  ^  J  . Н а  н а ч а л в н о м  э т а п е  о б р а з у е т с я  

с к а ч о к  п р и п о в е р х н о с т н о й  к о н ц е н т р а ц и и  и  ф о р м а л в н о  в е л и ч и н а  — D c x ( t ,  0 )  

м о ж е т  о к а з а т в с я  с к о л и  у г о д н о  б о л ы и о й  ( 5 - о б р а з н о й ) ,  д а в а я  д а ж е  н а  о т н о -  

с и т е л в н о  м а л о м  о т р е з к е  в р е м е н и  с у щ е с т в е н н у ю  и н т е г р а л в н у ю  с о с т а в л я ю ­

щ у ю .  П о д ч е р к н е м :  э т о  в  м о д е л и ,  х о т я  з а к о н  Ф и к а  н е  ф о р м у л и р у е т с я  в  б е с ­

к о н е ч н о м  д и а п а з о н е  г р а д и е н т а  к о н ц е н т р а ц и и ,  и  к а ж д ы й  м а т е р и а л  и м е е т  

о г р а н и ч е н н у ю  « в х о д н у ю  п р о п у с к н у ю  с п о с о б н о с т и » .  Т а к  ч т о  п р и б л и ж е н и е  

л о к а л в н о г о  у с т а н о в л е н и я  в п о л н е  р а б о т о с п о с о б н о .  М о ж н о  в о с п о л в з о в а т в с я  

с х е м о й  а п п р о к с и м а ц и и ,  и с п о л в з у я  ф у н к ц и ю  Г р и н а  в т о р о й  к р а е в о й  з а д а ч и  

( D c x |0 =  — J 0 ( t ) ,  D c x le =  — J e ( t ) )  а н а л о г и ч н о  в ы к л а д к а м  д л я  м е т о д а  Т Д С .

c ( t ,  0 )

м е н т а  ф у н к ц и ю  J e ( t )  и  з а м е н я е м  J 0 ( t )  н а  p s p 0  — b c ^ ( t ) ,  ч т о  п р и в о д и т  к  

у р а в н е н и ю  д л я  c 0 ( t )  ( о г р а н и ч и м с я  ч а с т и ч н ы м и  с у м м а м и  р я д о в ) .

П р и в е д е м  в а р и а н т  м о д е л и  с  у ч е т о м  д и н а м и к и  н а  в х о д е .  В ы д е л и в  т о н к и й  

п р и п о в е р х н о с т н ы й  с л о й  т о л щ и н ы  Л ^  £ , з а п и ш е м  б а л а н с  ( 6 8 ,  с .  3 4 ] :

A<c0 ( t )  =  p s p 0  —  b c 0 ( t )  +  D c x ( t ,  0 ) ,  c 0 ( 0 )  =  0 .  ( 3 . 2 5 )

К р а е в ы е  у с л о в и я  с о г л а с о в а н ы ,  н о  в  о б щ е м  с л у ч а е  c 0 ( 0 )  ^  1 .

Н а  р е ш е н и я х  с о п р я ж е н н о г о  у р а в н е н и я  ф  =  — D " x x  и м е е м  т о ж д е с т в о

r i  r t t r t t ____
0  =  /  ÿ ( t * , x )  [ О  — x D - 1  J  d x  +  " ( t , £ ) J  ( t )  d t  +  D  " x ( t , £ ) V b ~ 1 J  d t —

J  0 J  0 J  0

r t t r t t
— D  c - 0 ( t ) ÿ x ( t ,  0 )  d t  +  " ( t ,  0 )  [ Л ф  — p s p 0  +  b c l ]  d t .

0 0

И н т е г р и р о в а н и е м  п о  ч а с т я м  и з б а в л я е м с я  о т  п р о и з в о д н о й  c 0 и  к о н к р е ­

т и з и р у е м  ф  =  1 ,  х / £ ,  e ( t )  e x p { a x } .  О с т а е т с я  т о л в к о  а п п р о к с и м и р о в а т в  

ф у н к ц и ю  c 0 ( t )  в  о т с у т с т в и е  и з м е р е н и й  н а  в х о д е .  Е с л и  в  ( 3 . 2 5 )  п о л о ж и т в
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— D c x ( t ,  0 )  =  J  , т о  п о л у ч и м  з а в ы ш е н н у ю  о ц е н к у  c o ( t ) ,  у в е л и ч и в  е ё  с к о р о с т и  

р о с т а .  К о м п е н с и р у е м  э т о  з а м е н о й  c o ( t )  на c o ( t ) c o .  П о л у ч а е м  п р и б л и ж е н и е

A c o ( t )  =  p s p o — b c o c o ( t )  — J  ^  c o ( t )  =  c o [ 1  — e x p { — b c o A - 1 t } ] .

У р о в е н в  насыщения с о х р а н я е т с я :  c o ( 0 )  = 0  ^  c o =  у / b - 1 ( p s p o — J ) .  

И т е р а ц и и  м о ж н о  п р о д о л ж и т в :  C o (t)  заменяем н а  c o ( t ) c o  [1  — e x p { — b c o A - 1 t } ] .

Р а с т в о р и м о с т и  7  п о з в о л я е т  заменить p s  н а  b y 2 . Т о г д а  у р а в н е н и е  с т а ­

ц и о н а р а ,  к о т о р о е  о с т а е т с я  п р е ж н и м ,  д а е т  з а в и с и м о с т ь  D  =  D ( b ) .  П у с т ь  

д а в л е н и е  p o  н е и з м е н н о  и  A т а к ж е  п о д л е ж и т  о ц е н к е .  С о п р я ж е н н о е  у р а в н е ­

н и е  д л я  ф  =  1  л и н е й н о  п о  A ( t*  ^  1 ) ,  о т к у д а  A =  A ( b ) .  О с т а е т с я  п о д с т а в и т ь  

э т и  в ы р а ж е н и я  в  у р а в н е н и е ,  н а п р и м е р ,  д л я  ф  =  x / J  и  р е ш и т ь  с к а л я р н о е

b

В  [6 8 ] п р и в о д и т с я  а н а л и з  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т и  в  з а в и с и м о с т и  о т  

т р а н с п о р т н о г о  п а р а м е т р а  W  =  b c J / D  ( с  =  у  у ф ) .  П о к а з а н о ,  ч т о  с  п о г р е ш ­

н о с т ь ю  м е н е е  1 %  п р и  W  <  1 0 - 2  п о т о к  л и м и т и р у е т  п о в е р х н о с т ь  ( S L R ) ,  а  п р и  

W  >  1 0 4 —  д и ф ф у з и я  ( D L R ) .  В  п р и н я т  о й  м о д е л и  7  =  Д  p s / b .  П р е д е л ь н ы е  

р е ж и м ы  у п р о щ а ю т  о ц е н к у  п а р а м е т р о в .  В  ч а с т н о с т и ,  в  D L R  к о э ф ф и ц и е н т  

д и ф ф у з и и  о п р е д е л я е т с я  п о  з а п а з д ы в а н и ю  to  =  J 2 / ( 6 D ) .  В ы ш е  р а с с м а т р и ­

в а е т с я  и м е н н о  п р о м е ж у т о ч н ы й  д и а п а з о н ,  к о г д а  о б ъ е м н ы е  и  п о в е р х н о с т н ы е  

п р о ц е с с ы  в  с о в м е с т н о й  д и н а м и к е  о п и с ы в а ю т  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т ь .

3.4. М етод проницаем ости дл я  П Д -м одели

П р и д е р ж и в а е м с я  н е з а в и с и м о г о  с т и л я  и з л о ж е н и я .  Д е ф е к т ы  м е т а л л а  и  р е ­

с о р б ц и ю  в о д о р о д а  с ч и т а е м  н е с у щ е с т в е н н ы м и .  Р а с с м о т р и м  в  з а м ы к а н и и  

=  [0 ,Ь + ] х  [0 ,Ф] с л е д у ю щ у ю  м о д е л ь  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т и :

—  =  D ( T ) ^ - 2  , ( t ,  ж ) е  Q + ,  c ( 0 , x )  =  Д ж ) ,  ж е  [ 0 Д ] ,  ( 3 . 2 6 )
d c  . I 2 c

d t  =  ( т )  1 Ж2

c o ( t )  =  c ( t ,  0 )  =  g ( T ) q o ( t ) ,  2Д )  =  с ф Д )  =  Д Г ) < р Д ) ,  ( 3 . 2 7 )

20  ( 0 )  =  Д 0 )  =  g ( T o ) q o ( 0 ) ,  2 Д 0 ) =  Д ф  =  g (T o )< p : (0 ) , ( 3 . 2 8 )

I c
- t  =  p S (T ) p o ( t )  -  b (T ) q 2 ( t )  +  D ( T ) —  „ , t  е  [0 , t + ], ( 3 . 2 9 )

o

%  =  — b ( T ) q | ( t )  -  D ( T ) I 2  _, J  =  b ( T ) q | ,  T  =  T ( t ) .  ( 3 . 3 0 )
d t  I x

З д е с ь  То =  Т ( 0 ) ;  д л я  о п р е д е л е н н о с т и  к о э ф ф и ц и е н т ы  D ,  b,  s  а р р е н и у с о в -  

с к и е  п о  т е м п е р а т у р е  ([b] =  c m 2 / s ) ;  g  =  c o n s t  в  р а с с м а т р и в а е м о м  д и а п а ­

з о н е  Т  £  [ Г - , Т + ]  ( н е  п р и н ц и п и а л ь н о ) .  О б р а з е ц  п р е д в а р и т е л ь н о  д е г а з и р у ­

е т с я  ( Д ж )  =  0 ) .  П о д д е р ж и в а ю т с я  п о с т о я н н ы е  з н а ч е н и я  T ( t )  =  Т  =  c o n s t ,
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P o ( t )  =  p 0  =  c o n s t , а  в р е м я  t *  о к о н ч а н и я  э к с п е р и м е н т а  о п р е д е л я е т с я  в ы ­

х о д о м  д е с о р б ц и и  н а  с т а ц и о н а р  J ( t )  «  J  =  c o n s t  t  ф  t *  ( t*  <  t + ) .  С л о ­

в о  п л о т н о с т и  б у д е м  о п у с к а т в ,  с ч и т а я  п о в е р х н о с т и  п л а с т и н в 1 е д и н и ч н ы м и .  

Т р е б у е т с я  п о  п о т о к у  J ( t ) ,  t  G [0 , t * ] ,  о ц е н и т ь  п а р а м е т р ы  D ,  b,  g ,  s .

Н а п о м н и м  м а т е м а т и ч е с к о е  о б о с н о в а н и е  м о д е л и .  Е с л и  н а ч а л ь н ы е  д а н ­

н ы е  д  G H ' [ 0 , 1 ]  и Т  G C 1 [ 0 , t + ] , т о  с у щ е с т в у е т  е д и н с т в е н н о е  р е ш е н и е  

c ( t , x )  G H  1 ,2 ( Q + ) .  Функция c ( t ,  x )  п о ч т и  в с ю д у  ( п .  в . )  в  Q +  у д о в л е т в о ­

р я е т  у р а в н е н и ю  ( 3 . 2 6 ) ,  р а в н о м е р н о  н е п р е р ы в н а  в  п р я м о у г о л ь н о й  о б л а с т и  

Q +  и  п р о д о л ж а е т с я  п о  н е п р е р ы в н о с т и  н а  з а м ы к а н и е  Q +  =  [0 , t + ]  х  [0 , £}.  

Н а ч а л ь н о е  у с л о в и е  в  ( 3 . 2 6 )  в ы п о л н я е т с я  д л я  x  G [ 0 , £ ] .  Г р а д и е н т ы  c x ( t ,  0 ) ,  

c x ( t ,  £ )  о п р е д е л я ю т с я  п о  c  G H 1,2 как элемент ы  L 2 [ 0 ,  t + ] .  П о с л е  и х  п о д с т а ­

н о в к и  в  д и н а м и ч е с к и е  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  ( 3 . 2 9 ) ,  ( 3 . 3 0 )  и м е е м  о б ы к н о в е н ­

н ы е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  с  н а ч а л ь н ы м и  д а н н ы м и  ( 3 . 2 8 ) .  Р е ш е н и я  

q o ,  qe  G H 1 [0 , t + ]  у д о в л е т в о р я ю т  у р а в н е н и я м  ( 3 . 2 9 ) ,  ( 3 . 3 0 )  п .  в .  н а  о т р е з к е  

в р е м е н и  [0 , t + ] .  Н а к о н е ц ,  п о с л е  п о д с т а н о в к и  q o ( t ) ,  q e ( t )  в  у с л о в и е  б ы с т р о ­

г о  р а с т в о р е н и я  ( 3 . 2 7 )  п о л у ч а е м  т о ж д е с т в о  п о  t  G [ 0 , t + ] .  Е с л и  з а  ф а з о в о е  

с о с т о я н и е  п р и н я т ь  c ( t ,  ■) G H  1 [ 0 ф ] ,  t  ф  0 ,  т о  м о д е л ь  (3.26)-(3.28) я в л я ­

е т с я  с о д е р ж а т е л ь н ы м  п р и м е р о м  н е л и н е й н о й  п о л у д и н а м и ч е с к о й  с и с т е м ы  в  

г и л ь б е р т о в о м  п р о с т р а н с т в е  H  1 [ 0 ф ] .  С  р о с т о м  г л а д к о с т и  в х о д н ы х  д а н н ы х

c ( t ,  x )

Стационарная проницаемость. П о с к о л ь к у  p o  =  c o n s t ,  т о  с о  в р е м е н е м  

у с т а н а в л и в а е т с я  с т а ц и о н а р  J  ( t )  =  J  =  c o n s t  t  ф  t * .  Д л я  t  ф  t *  в с е  п р о и з ­

в о д н ы е  п о  в р е м е н и  в  (3.26)-(3.28) м о ж н о  с ч и т а т ь  н у л е в ы м и ,  о т к у д а  п о л у ­

ч а е м  л и н е й н о е  с т а ц и о н а р н о е  р а с п р е д е л е н и е  к о н ц е н т р а ц и и

c ( t ,  x )  =  c ( t * ,  x ) ,  t  ф  t * ,  c ( t * , x )  =  ( x  -  ф ф  +  { 2 .

И з  с о о т н о ш е н и я  J (t ) =  b q |(t ) получаем { 2 =  c ( t * , £ )  =  g q e( t * )  =  g V b - 1 J . 

У г л о в о й  к о э ф ф и ц и е н т  { 1  д л я  c ( t * , x )  н а й д е м  и з  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  ( 3 .3 0 ) :  

ф  =  c x ( t , £ )  =  — D - 1 J  ( q e =  0  t  ф  t *). О к о н ч а т е л ь н о , д л я  t  ф  t *

c ( t ,  x )  =  c ( t * ,  x )  =  D - 1 J  ( £  — x )  +  g V b - 1 J . ( 3 . 3 1 )

И т а к ,  с о  в р е м е н е м  н а  в ы х о д е  ( x  =  £ )  у с т а н а в л и в а е т с я  к о н ц е н т р а ц и я  ф ,  

п р о п о р ц и о н а л ь н а я  I  =  J 1 / 2 , а  д и ф ф у з и о н н ы й  п о т о к  D c x ( t , x )  н е  м е н я е т с я

J

н а з ы в а т ь  и  в е л и ч и н у  — D c x , п о д р а з у м е в а я  п о л о ж и т е л ь н о с т ь .

П р о а н а л и з и р у е м  с о о т в е т с т в и е  p o  ^  J . П о  п о с т а н о в к е  э к с п е р и м е н т а  д а в ­

л е н и е  н а п у с к а  о т н о с и т е л ь н о  в е л и к о .  К о г д а  в х о д н а я  к о н ц е н т р а ц и я  у с т а н о ­

в и в ш а я с я ,  т о  в  с и л у  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  ( 3 . 2 9 )

qo =  0  ^  Io  =  g \ j b - 1 [ p s p o  +  D c x ( t ,  0 ) ]  ( t  Ф  e ,  e  <  t * ) .
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П р и  е  ^  1 з а д а ч а  ж е с т к а я .  П о т о к  — О с х (Ь,  0 )  н е  м е н я е т с я  (Ь ^  е ) ,  п р и  Ь ^  Ь* 

о н  у ж е  б ы л  п о д с ч и т а н :  О с х (Ь,  0 )  =  О с х ( Ь , £ )  =  — 3 ,  Ь ^  Ь*.  П о э т о м у

П о д  к о р н е м  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о .  С м ы с л  ( 3 . 3 2 )  ( ]  =  ц в р о —  ЪСо) в  с л е ­

д у ю щ е м .  П о с л е  н а с ы щ е н и я  н а  в х о д е  д о  з н а ч е н и я  с о ,  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  р о ,  

у с т а н а в л и в а е т с я  с т а ц и о н а р н ы й  р е ж и м :  п р о н и к а ю щ и й  п о т о к  р а в е н  р а з н о ­

с т и  п а д а ю щ е г о  н а  п о в е р х н о с т ь  п о т о к а  ц в р о  и  д е с о р б ц и и  о б р а т н о  в  о б ъ е м  

к а м е р ы .  Н а  в ы х о д е  ж е  у р о в е н ь  3  д о с т и г а е т с я  т о л ь к о  к  м о м е н т у  Ь*.  С р а в ­

н и в а я  ( 3 . 3 2 )  и  ( 3 . 3 1 )  ( х  =  0 ) ,  п о л у ч а е м  п е р в о е  у р а в н е н и е  Л ( В , Ъ ,  д ,  в )  =  0:

И с п о л ь з о в а н и е  у р а в н е н и я  ( 3 . 3 3 )  п о з в о л и т  н а й т и  к о э ф ф и ц и е н т  в  и  к о м -

о п и с а н о  в ы ш е ,  п р и  д а в л е н и и  н а п у с к а  р о 1 и  < ^ (х ) =  0  д о ж и д а е м с я  м о м е н т а  

в р е м е н и  Ь* у с т а н о в л е н и я  ]  =  3  1 . З а т е м  с к а ч к о м  п о д н и м а е м  д а в л е н и е  д о  

р  0 2  >  р о 1 и  ж д е м  е щ е  н е к о т о р о е  в р е м я  А Ь *  д о  у с т а н о в л е н и я  ф .  П о д с т а в и м  

д в е  п а р ы  р о^  ф  в  ( 3 . 3 3 )  и  п е р е н е с е м  п о с л е д н е е  с л а г а е м о е  в п р а в о .  Т о г д а

В  с и л у  р о 2  >  р о 1  ^  3 2  >  3 1 и  ( 3 . 3 3 )  в ы п о л н я ю т с я  н е р а в е н с т в а  3 1 >  0 ,  

(12  <  1 , ф  <  0 .  К в а д р а т н о е  у р а в н е н и е  ( 3 . 3 5 )  и м е е т  д в а  в е щ е с т в е н н ы х  к о р ­

н я  у 1 >  у 2 - Ф и з и ч е с к о м у  с м ы с л у  с о о т в е т с т в у е т  б о л ь ш и й  к о р е н ь  у 1 . О н  

б о л ь ш е  ф  и  с о г л а с у е т с я  с  с о о т н о ш е н и е м  ( 3 . 3 4 ) .  В  т о р о й  к о р е н ь  у 2 <  ф  п р о ­

т и в о р е ч и т  ( 3 . 3 4 )  и  п о я в и л с я  в с л е д с т в и е  в о з в е д е н и я  в  к в а д р а т .  П о  з н а ч е н и ю  

У  =  У 1 н а х о д и т с я  к о э ф ф и ц и е н т  в , а  и з  у р а в н е н и я  ( 3 . 3 3 )  —  к о м п л е к с  X .

( 3 . 3 2 )

(3.33)

п л е к с  X  =  О д / £ у / Ъ .  Д л я  э т о г о  м о д и ф и ц и р у е м  э к с п е р и м е н т .  С н а ч а л а ,  к а к

3  1 у / ц в р о 1 — 3 1 —  с 1
I (Ь) =  л Д Щ .

( 3 . 3 4 )

В о з в о д и м  о б е  ч а с т и  с о о т н о ш е н и я  ( 3 . 3 4 )  в  к в а д р а т :

( 1  — 3 2 ) у 2  — 2 3 1у  +  й \  +  ф  =  0 ,  ф  =  3 1 ( 3 1 ф “ 1 — ф ) .  ( 3 . 3 5 )
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З а м е ч а н и е  5 .  Е с л и  в ы п о л н я е т с я  д ъ р о  ^  3  ( д о с т а т о ч н о  б о л ь ш и е  з н а ч е н и я  

р о  и  1 ) ,  т о  у р а в н е н и е  ( 3 . 3 3 )  с т а н о в и т с я  л и н е й н ы м  п о  п е р е м е н н ы м  ф Ъ  и  1 / Х :  

— 3  / X  =  I  . Э т о  с у щ е с т в е н н о  упрощает о п р е д е л е н и е  н Х

П у с т ь  д о п о л н и т е л ь н о  и з  э к с п е р и м е н т а  н а с ы щ е н и я - д е г а з а ц и и  и з в е с т е н  

к о э ф ф и ц и е н т  р а в н о в е с н о й  р а с т в о р и м о с т и  в о д о р о д а  7 :

д ъ р  =  Ьр2 , с  =  д р  ^  с  =  д ф р ,  7  =  д д / д ъ Ь - 1  =  у ф Ы Х И - 1 .

О т с ю д а  в ы ч и с л я е м  к о э ф ф и ц и е н т  д и ф ф у з и и  И .  П о  п е р е х о д н о м у  п р о ц е с с у  

о с т а е т с я  р а з д е л и т ь  п а р а м е т р ы  д е с о р б ц и и  Ь и  б ы с т р о г о  р а с т в о р е н и я  д .  Д л я  

в ы в о д а  д о п о л н и т е л ь н ы х  у р а в н е н и й  в о с п о л ь з у е м с я  т е х н и к о й  с о п р я ж е н н ы х  

з а д а ч ,  п р и в о д я щ е й  к  и н т е г р а л ь н ы м  о п е р а т о р а м  о б р а б о т к и  и з м е р е н и й .

С опряженные уравнения. Д л я  д о с т а т о ч н о  г л а д к о й  ф у н к ц и и  ф ( 1 ,  ж ) и н ­

т е г р и р о в а н и е м  п о  ч а с т я м  п о л у ч а е м  т о ж д е с т в о

ф [с *  — И с Жж] З ж 3 1  =  /  ( с ф )  10* З ж  — И  ( с жф )  | 0 3 1  +
о о о о

+  И  [  ( ф х с ) |0 3 1  — /  / с [ ф  +  И ф х х ]  З ж 3 1 . ( 3 . 3 6 )
З о  З о  З о

В ы б о р о м  ф ( 1 ,  ж ) л е г к о  д о б и т ь с я  р а в е н с т в а  н у л ю  п о с л е д н е г о  с л а г а е м о г о .  

О с т а л ь н ы е  н е п о с р е д с т в е н н о  с в я з а н ы  с  к р а е в ы м и  у с л о в и я м и  и  и з м е р е н и я ­

м и .  П р о а н а л и з и р у е м  ( с  т о ч н о с т ь ю  д о  з н а ч е н и й  н е и з в е с т н ы х  а п р и о р и  п а р а ­

м е т р о в  м о д е л и )  и н ф о р м а т и в н о с т ь  п а р ы р о ( 1 ) ,  3 ( 1 ) .  Ч е р е з  3 (1 )  в ы р а ж а ю т с я  

с Д 1 )  и  с ж( ! Д )  в  с и л  у  3  =  Ь^ 2  и  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  ( 3 . 2 7 ) ,  ( 3 . 3 0 ) .  З н а н и е  

н а  в х о д е  л и ш ь  р о ( 1 )  =  Р о  м а л о и н ф о р м а т и в н о :  в  у р а в н е н и и  ( 3 . 2 9 )  и з в е с т ­

н о  т о л ь к о  с л а г а е м о е  в  п р а в о й  ч а с т и .  П о  р а с х о д у  в о д о р о д а  м о ж н о  б ы л о  б ы  

о п р е д е л и т ь  п о т о к  — И с х (г , 0 ) ,  н о  мешает в ы с о к и й  ф о н  р о -  Измерени е  со  ( д о )  

т а к ж е  п р о б л е м а т и ч н о .  И н о е  д е л о  —  о п р е д е л е н и е  п о т о к а  3 ( 1 )  в  у с л о в и я х  

в а к у у м и р о в а н и я .  В ы х о д :  н у ж н о  у ч е с т ь  р а з л и ч и я  с к о р о с т е й  п о в е р х н о с т н ы х  

п р о ц е с с о в  ( д л я  ж =  0  ж =  £ )  п р и  б о л ь ш о м  п е р е п а д е  д а в л е н и й .

П о д ч и н и м  ф ( 1 , ж )  с о п р я ж е н н о м у  у р а в н е н и ю  и  г р а н и ч н о м у  у с л о в и ю :

ф ( 1 , ж )  =  — О ф х х ( р ж )  , ф ( 1 ,  0 )  =  0 ,  г  е  [ 0 ,1 * ] .  ( 3 . 3 7 )

Т о г д а  в  с о о т н о ш е н и и  ( 3 . 3 6 )  н е  б у д е т  п о с л е д н е г о  с л а г а е м о г о  и  н е  в о й д е т  п о ­

т о к  И с х (г , 0 ) ,  з н а ч е н и я  к о т о р о г о  н е и з в е с т н ы .  Р е ш е н и е  л е г к о  н а й т и  р а з д е л е ­

н и е м  п е р е м е н н ы х :  ф ( 1 , ж )  =  в ( 1 ) 7 ( ж )  7 ( 0 ) =  0 .  Т а к и х  р е ш е н и й  б е с к о н е ч н о  

м н о г о ,  ч т о  д а л е е  с у щ е с т в е н н о .  С о о т н о ш е н и е  ( 3 . 3 6 )  п р и н и м а е т  в и д

/  ( ф с ) ^ = о З ж  — и  ( с х  Ф ) |х =  ̂ з г  +  о  ( Ф х с ) |х = о  з г  =  0 . ( 3 . 3 8 )
З о  З о  З о
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В ы б и р а е м  к а к и е - л и б о  р е ш е н и я  ф  =  ф ф Ь , х )  с о п р я ж е н н о й  з а д а ч и  и  п о д ­

с т а в л я е м  в  и н т е г р а л в н о е  с о о т н о ш е н и е  ( 3 . 3 8 )  в ы р а ж е н и я  ф у н к ц и й  с ( 0 ,  х ) ,  

с ( Ь * , х ) ,  с х ( Ь , £ ) ,  с о у (Ь )  ч е р е з  и з в е с т н у ю  и н ф о р м а ц и ю  и  искомые парамет­
ры. П о л у ч а е м  у р а в н е н и я  ф ( 0 , Ъ , д , з )  =  0 .  Н у ж н о  н а б р а т в  д о с т а т о ч н о е  и х  

к о л и ч е с т в о  д л я  о ц е н к и  к о э ф ф и ц и е н т о в  м о д е л и  Ъ, д ,  з .

П р е о б р а з у е м  в т о р о й  и н т е г р а л  в  в ы р а ж е н и и  ( 3 . 3 8 )  с  у ч е т о м  ( 3 .3 0 ) :

-  [  Б ( с х  ф ) \ £ ЛЬ =  [  *(ф  +  4  ) ф ( Ь , £ )  ЛЬ =  ф ( Ь , £ ) д е (Ь)\0*  — 
7 о  7 о

Д *  Д *

о о
— [  ф ( Ь , £ ) д е ( Ь )  ЛЬ +  [  ф ( Ь , £ ) 4 ( Ь )  ЛЬ =  ф ( Ь * , £ ) / Ъ - 1 4 +

+  [  { ф ( Ь , £ ) 4 (Ь)  — ф ( Ь , £ )  / Ъ - 1 4 ( Ь ) }  ЛЬ, 
о

д Д 0 )  =  0  д ф Ь )  =  у / 4 / Ъ ,  д е ( Ь * ) =  \ [ 7 ] Ъ .  П о л у ч е н н о е  выражение с о д е р ж и т

Ъ

ч а е  р е г и с т р а ц и и  л и ш ь  о т н о с и т е л в н о й  п л о т н о с т и  д е с о р б ц и и  4 / 4 т а х  д е л а е м  

п о д с т а н о в к у  4  =  вр^ с  дополнительным п а р а  м е т р о м  в  =  1 / ф о Ф  )•

К о н к р е т и з и р у е м  п о с л е д н и й  и н т е г р а л  в  ( 3 . 3 8 ) .  К о н ц е н т р а ц и я  сц  в ы р а ­

ж а е т с я  ч е р е з  4  и  параметры м о д е л и :  с£  =  д ф ' 4 / Ъ .  К а к  п о д с ч и т а т в  д о с т а ­

т о ч н о  т о ч н о  и н т е г р а л  о т  ф х (Ь,  0 ) с о ( Ь ) ,  к о г д а  Со(Ь)  н е д о с т у п н а  и з м е р е н и ю ?  

Н а  в ы х о д е  в с л е д с т в и е  в а к у у м м и р о в а н и я  п о в е р х н о с т и  о б е д н е н а  в о д о р о д о м  

и  е г о  н а к о п л е н и е  я в л я е т с я  л и м и т и р у ю щ и м  ф а к т о р о м .  Н а  в х о д е  п р и  р о  ^  р £  

п р о и с х о д и т  б в г с т р о е  н а с ы щ е н и е  п о в е р х н о с т и  д о  у р о в н я  д о , с о о т в е т с т в у ю щ е ­

г о  р о , с  о т н о с и т е л ь н о  м е д л е н н ы м  о т т о к о м  а т о м о в  Н  в  о б ъ е м .  Д л и т е л в н о с т в  

п е р е х о д н о г о  п р о ц е с с а  м а л а  п о  с р а в н е н и ю  с  в р е м е н е м  Ь* в ы х о д а  н а  с т а ц и о -  

4

ф х (Ь,  0 ) с о (Ь) н а  о т р е з к е  в р е м е н и  [0 , Ь*] можно п о л а г а т ь  с о (Ь) со  =  д д о -

с  о х  =  0

н е н и я  а п п р о к с и м а ц и и  с о (Ь ) п р е д с т а в л е н ы  в  з а к л ю ч и т е л ь н ы х  ч а с т я х  р а з д е ­

л о в  3 . 2  и  4 .  В  э к с п е р и м е н т е  у с л о в и е  с к а ч к а  к о н ц е н т р а ц и и  н а  в х о д е  м о ж н о  

р е а л и з о в а т ь ,  у в е л и ч и в  д а в л е н и е  р о  и  т о л щ и н у  £ .  Н о  э т о  у х у д ш а е т  о б у ­

с л о в л е н н о с т ь  о б р а т н о й  з а д а ч и :  у д а р н а я  н а г р у з к а  н а  в х о д е  н е  с п о с о б с т в у е т  

« р а з д е л е н и ю »  п а р а м е т р о в  п о в е р х н о с т н ы х  п р о ц е с с о в .

Т е п е р ь  и м е е т с я  в с е  н е о б х о д и м о е  д л я  с о с т а в л е н и я  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в ­

н е н и й  ф ( 0 , Ъ , д , з )  =  0 .  А н а л и з  с т а ц и о н а р н ы х  з н а ч е н и й  д а е т  в о з м о ж ­

н о с т ь  о п р е д е л и т ь  з  и  к о м п л е к с  X .  Д о п о л н и т е л ь н ы е  у р а в н е н и я  о п р е д е л и м  

п о  п е р е х о д н о м у  п р о ц е с с у .  В о з ь м е м  п р о с т е й ш у ю  с о п р я ж е н н у ю  ф у н к ц и ю
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ф(Ь,х) =  х/1. Для ф =  х/1  уравнение (3.38) упрощается:

1 г£   — Б* р Б*
-  с(Ь*,х) х ( х  +  V Ъ-1]  +  Б* +  — с I _о (  = 0, Б* = 3(1.
£ .!о £ 4о 4о

Удобно перейти к новым переменным х 1 =  £2/ 6 —  х 2 =  1/л/Ь, хз =  £д 
(в пределах текущего пункта). После подстановки линейной концентрации 
с(Ь*,х) по формуле (3.31), а также се =  д д /Л/Ъ и со(Ь) ~  Со ИЗ СТЭДИОНЭт-

х = 0

/ 2 =  х 1] 1 +  3х1Х 11 +  х 211 +  А 1 = 0 ,  (3.39)

где обозначено X  =  —д/(£д/Ь) =  х 2х 3/ ( 6х 1) ^  х 2х 3 =  6х 1Х,

_ _ Д*
А 1 =  Б* +  ХБ*1/2 — Лф* — Х /Ь * ,  Б*1/2 =  у  I (Ь) (И, I  = \[] .

В о с п о л ь з у е м с я  той же сопряженной функцией ф(Ь,х) =  х/£  и на отрезке 
времени [Ь*,Ь* +  АЬ*]. Выкладки те же. Следует только учесть, что при 
п ереносе начала  отсчета в р е м е н и  в Ь* в с о о т н о ш е н и и  (3.38) будет <^(х) =  0 
(<р(х)  =  с(Ь*, х)0 и де(0) =  0 ($ (0 ) =  ] 1/Ъ0 :

/з  =  —х 1 ]1  — 3х 1Х С1 — х 2С1 +  х 1 ]  +  3х 1Х С2 +  х 2С2 +  АА 1 =  0 ,

АА 1 =  АБ* +  Х АБ*/2 — ]А Ь* — Х Ь А Ь *, АБ*/2 = ^  I(Ь,  (3.40)

А * =  [Ь*,Ь*], Ь* =  Ь* +  АЬ*. Уравнения ( 3 . 3 9 ) ,  ( 3 . 4 0 )  — система линейных
х 1 х 2 х 2

/2  — / з  =  0 , £ =  С1 ( I  2 — /О " 1 ^  х 1 =  (А1 — ^ А А ^ В Д -1 . ( 3 . 4 1 )

После подстановки х 1 в (3.39) (или (3.40)) находим х^ и хз =  6Х х ^ х 2 - 
Изложим компактно алгоритм решения задачи идентификации.

1) У с л о в н а я  с х е м а  э к с п е р и м е н т а :  Т  =  Т, Ь =  0  ^  |^ (х )  = 0  р =  ро1}; 
Ь =  Ь* ^  { ]  =  Л , < (̂х) =  с(Ь*,х), ро2 > р о ^ ; Ь =  Ь* ^  ]  =  Л-

2) По известным значениям род ]  в ы ч и с л я е м  ф , ( д  (з, больший корень 
у 1

в =  у2 +  ] 1 х  =  Л  Х  =  Х 1 +  Х 2
Цро1 (Рвро% — ] 1)1/2 — Сг 2

При цврог ^  Л г имеем линейные по д/в, 1 /Х  уравнения (3.33).
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3 )  И с п о л ь з у я  к в а д р а т у р н у ю  ф о р м у л у ,  в ы ч и с л я е м  и н т е г р а л ы  £ * ,  £ * / 2 ) 

Д £ * ,  Д £ * / 2 и  з а т е м  в е л и ч и н ы  А ц , Д А 1 ( с м .  ( 3 . 3 9 ) ,  ( 3 . 4 0 ) ) .

4 )  П о  ф о р м у л е  ( 3 . 4 1 )  н а х о д и м  з н а ч е н и е  ж 1 ( И  =  Д / б ж ф ,  з а т е м  ж 2 =  ж 2 1 , 

ж 2 =  ж 22 и з  у р а в н е н и й  ( 3 . 3 9 ) ,  ( 3 . 4 0 )  и  о к о н ч а т е л ь н о  о п р е д е л я е м

ж 2 =  (ж 21  +  ж 2 2 ) / 2  (Ь =  1 / ж 2 ) ,  ж з  =  Х ж Д ж 2 ( д  =  ж з / 4 ) .

В в и д у  б о л ь ш о г о  р а з б р о с а  в е л и ч и н  п о  п о р я д к а м  ц е л е с о о б р а з н а  н о р м и ­

р о в к а :  И  =  4 4 г ц  Ь =  Ь г2 , ъ =  А г3 , д  =  д г 4 . У р а в н е н и е  с т а ц и о н а р н о й  в о д о р о -  

д о п р о н и ц а е м о с т и  ( 3 . 3 3 )  а н а л о г и ч н о  у р а в н е н и ю  ( 3 .1 8 ) :

1  — У У 3 - Т Т  +  < 2  =  0 ,  2  .  ^ , С з  =  3 , (  ,  Д 3 . ( 3 ,4 2 )
2 12 4 3  д И

К а к  в и д и м ,  у р а в н е н и е  о с т а л о с ь  п р е ж н и м ,  т о л ь к о  « с т а р ы й »  к о м п л е к с  2  

с л е д у е т  п о д е л и т ь  н а  п е р е м е н н у ю  2 4 , а  (  —  н а  д .  Э т о  с о г л а с у е т с я  с  т е м ,  ч т о  

О Д - м о д е л ь  п о л у ч а е т с я ,  е с л и  ф о р м а л ь н о  п о л о ж и т ь  д  =  0 ,  д  =  1 .

Д а л е е  б у д е м  о р и е н т и р о в а т ь с я  н а  к а с к а д н ы й  э к с п е р и м е н т  п р о н и ц а е м о ­

с т и  (1 =  1* ^  р о =  р о1  ^  р о2 >  р о 1 ) .  П о  д в у м  у р а в н е н и я м  д л я  с т а ц и о н а р а  

н а х о д и м  з н а ч е н и я  2 ,  2 3 . У р а в н е н и я  ( 3 . 3 9 ) ,  ( 3 . 4 0 )  п р и м у т  в и д

1

z i

1

Z i

- С  +  ^
6 4 4  2 Z

+  — =  +  4 1  =  0 , Â  =  — , ( 3 . 4 3 )
v  Z2 3  1 / . у / b

. J i  +  М ! . I i  
6JD  J 2  2 Z  / 2

1 1  +  . . .  +  ^  =  0 .  ( 3 . 4 4 )
\ / Z2 42 J 2

Э т о  л и н е й н ы е  у р а в н е н и я  п о  п е р е м е н н ы м  1 / z i ,  1 / ^ 2 2 . В м е с т о  т р о е т о ч и я  —  

л е в а я  ч а с т ь  п р е д ы д у щ е г о  у р а в н е н и я  б е з  с л а г а е м о г о  А Д Д .  О б о з н а ч е н и е

4 . о б у с л о в л е н о  р а з м е р н о с т ь ю  в р е м е н и .  Д р о б ь  А Д Д  п о н и м а е т с я  т а к :  и н т е ­

г р а л ы  в ы ч и с л я ю т с я  о т  н о р м и р о в а н н ы х  ф у н к ц и й  J / J  , 4 / 4  , а  Х / Д  =  1 / C Z .  

А н а л о г и ч н о  д л я  д р о б и  Д А Д Д .  Я в н а я  ф о р м у л а  ( 3 . 4 1 ) ,  о п р е д е л я ю щ а я  к о ­

э ф ф и ц и е н т  д и ф ф у з и и ,  п е р е п и ш е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

1  < 2  А  J 1 J 2 Д А 1 D  =  D Z 1 . ( 3 ,4 5 )
2 1 6 4 4  3 1 42 С 2 — с 1 3 2

З н а ч е н и я  1 / г ц  Д Д Д ,  2 3 , 2  п о з в о л я ю т  о п р е д е л и т ь  И ,  Ь, Ъ  д -

Вариации сопряж енны х функций. К р а т к о  р а с с м о т р и м  д р у г и е  в а р и а н ­

т ы  в ы б о р а  ф  Е с л и  о г р а н и ч и т ь  ф у н к ц и и  ф  т о л ь к о  у р а в н е н и е м  ф  =  — И ф х х , 

т о  м о ж н о  в з я т ь  ф  =  (ж  — 4 ) / 4 .  Э т о  и с к л ю ч и т  и з  ф о р м у л ы  ( 3 . 3 6 )  п о с л е д н е е  

с л а г а е м о е  и  п о т о к  — И с х ( 1 , 4 )  Слагаемое с  И с х  ( 1 , 0 ) с л е д у е т  п р е о б р а з о в а т ь  с
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у ч е т о м  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  ( 3 . 2 9 )  с  п о с л е д у ю щ е й  з а м е н о й  п о д  и н т е г р а л о м  

с о (Ь) «  с о . Моделирование н а с ы щ е н и я  с к а ч к о м  ( с ( 0 )  =  0  с о ( + 0 )  =  с о ) н е  

п р и в о д и т  к  п р о т и в о р е ч и ю  ( в  р а м к а х  т е о р и и  о б о б щ е н н ы х  р е ш е н и й  к р а е в ы х  

з а д а ч ) :  в  а л г о р и т м е  и д е н т и ф и к а ц и и  и с п о л в з у е м  и н т е г р а л в н в ю  с о о т н о ш е ­

н и я .  П р и  э т о м  слагаемые с  с[о,е с н а ч а л а  и н т е г р и р у ю т с я  п о  ч а с т я м  ( ч т о б в 1 

и с к л ю ч и т в  п р о и з в о д н у ю ) ,  а  з а т е м  у ж е  выполняется п р е д е л ь н ы й  п е р е х о д .

П р и  и с п о л в з о в а н и и  ф  =  в  с о й  а х  ф т ) ,  ф  =  в  е х р  а х  ( в ( Ь )  =  е х р { ± ^ а 2 Ь })  

в  ф о р м у л ы  в о й д у т  и н т е г р а л ы  о т  в 4  в I -  С л е д о в а т е л в н о ,  и м е е т с я  возмож-
[ 0 , Ь* ]

начальном э т а п е  и з м е р е н и й .  У с л о в и я м  ( 3 . 3 7 )  н а р я д у  с  ф  =  х / £  у д о в л е т в о ­

р я е т  ф  =  в (Ь )  а х .  П р и  а  =  п п / £  и з  с о о т н о ш е н и я  ( 3 . 3 6 )  и с к л ю ч а е т с я  

н е  т о л в к о  И с х (Ь,  0 )  т о  и  И с х ( Ь , £ ) .  У р а в н е н и е  с в я з в г о а е т  т о л в к о  к о н ц е н т р а ­

ц и и .  П р и  а  =  п п / 2 £  ( п  н е ч е т н о е )  исключается п а р а  И с х (Ь,  0 )  с Ц Ь ). Д л я  

ф  =  в ( Ь ) с о й  а х ,  а  =  п п / £  п о л у ч а е м  т о л в к о  с о о т н о ш е н и е  м е ж д у  п о т о к а м и ,  

а  п р и  а  =  п п / 2 £  ( п  нечетное) —  м е ж д у  с Ц Ь ), И с х (Ь,  0 ) .  Е с л и  в  у р а в н е н и е  

в х о д и т  И с х (Ь,  0 )  и  н е  и з м е р я е т с я ,  т о  и с п о л в з у е м  г р а н и ч н о е  у с л о в и е .

В  к а ч е с т в е  н а ч а л в н о г о  п р и б л и ж е н и я  п р и м е м  у п р о щ е н и е ,  к о г д а  н а  в х о д ­

н о й  с т о р о н е  б ы с т р о  у с т а н а в л и в а ю т с я  к о н ц е н т р а ц и я  и  п л о т н о с т и  в х о д н о г о  

п о т о к а :  с о (Ь) с о , — И с х ( Ь ,  0 )  4

н а  максимальное у п р о щ е н и е  а л г е б р а и ч е с к и х  в ы р а ж е н и й  и  о ц е н к у  п о р я д ­

к о в  к о э ф ф и ц и е н т о в ,  и с п о л ь з у е м  т о л ь к о  п о д  з н а к о м  и н т е г р а л а .  В  ш и р о к о м  

д и п а з о н е  п а р а м е т р о в  м о д е л и  н е  и с к л ю ч е н о ,  ч т о  у с т а н о в л е н и е  п о  в р е м е н и  

Ь*

и н т е г р а л ь н ы е  с о о т н о ш е н и я  к о н к р е т и з и р у е м )  ф у н к ц и й  с о (Ь ) ,  — И с х (Ь,  0 )  в е ­

л и к и .  Ц е н о ю  у в е л и ч е н и я  г р о м о з д к о с т и  в ы р а ж е н и й  ф ( И , д , Ъ , з )  =  0  с  э т и м  

м о ж н о  с п р а в и т ь с я ,  у т о ч н я я  а п п р о к с и м а ц и ю  с о (Ь ) ( с м .  § 3 . 2 , 4 ) .

В  о г р а н и ч е н и и  ф ( Ь ,  0 )  =  0  уже нет необходимости, о с т а е т с я  ф 1 =  — И ф х х . 

В  л е в о й  ч а с т и  т о ж д е с т в а  ( 3 . 3 8 )  п о я в и т с я  д о п о л н и т е л ь н о е  с л а г а е м о е  ( и н т е ­

г р а л  п о  в р е м е н и  о т  ^ ( с х ф ) | о ) .  Д л я  ф  =  1 п о л у ч а е м  м а т е р и а л ь н ы й  б а л а н с :

/  с  ф Л х  =  4 Ь *  — ( ф  +  4 ) ЛЬ,  3 х 1 4  +  х 2 х з /  +  х 2 1  =  4 Ь *  — У * . ( 3 . 4 6 )
7о 7о

З д е с ь  х 1 =  £ 2 / ( 6 И ) ,  х 2  =  1 /л /Ъ ,  х з  =  д £

о п р е д е л я ю т с я  к о э ф ф и ц и е н т  з  и  к о м п л е к с  X  =  И д / ( £ у / Ъ )  =  х 2 х з / ( 6 х 1 ) ,  т о  

в  п о л у ч е н н о м  у р а в н е н и и  м о ж н о  з а м е н и т ь  х 2 х з  н а  6 х 1Х  и  у р а в н е н и е  б у д е т  

л и н е й н ы м  п о  п е р е м е н н ы м  х у  х 2 . Д л я  второго э т а п а  (Ь €  [Ь *,Ь *]) з н а ч е н и я  

I , 4  с л е д у е т  з а м е н и т ь  н а  п р и р а щ е н и я ,  а  с п р а в а  б у д е т  р а з н о с т ь  в е л и ч и н ы  

4 2 Д Ь *  и  и н т е г р а л а  о т  4 ( т ) ,  т €  [Ь *,Ь *]. У р а в н е н и я  ( 3 . 3 9 ) ,  ( 3 . 4 0 )  ( т о ж е  л и -  

х 1 , х 2

н е  о п р е д е л я т ь  4 (Ь ), о г р а н и ч и в ш и с ь  ф и к с а ц и е й  с т а ц и о н а р а  4 2 .
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В  ц е л я х  к а ч е с т в е н н о г о  а н а л и з а  п о л у ч е н н ы е  у р а в н е н и я  ц е л е с о о б р а з н о  

п р е о б р а з о в в г о а т Б  к  с о о т в е т с т в у ю щ е й  у д о б н о й  ф о р м е .  Н а п р и м е р ,  в  у р а в н е ­

н и и  ( 3 . 4 6 )  д л я  в в 1р а в н и в а н и я  п о р я д к о в  п е р е м е н н ы х  л у ч ш е  в в е с т и  в е л и ч и н у  

Х 2 =  1 / ( / V b )  и  н о р м и р о в а т ь  н а  J . П о л у ч а е м  р а з л о ж е н и е  в р е м е н и  з а п а з ­

д ы в а н и я  to  =  t * — S * / J  н а  д и ф ф у з и о н н у ю  и  д е с о р б ц и о н н у ю  с о с т а в л я ю щ и е :

t o  =  3 t °  +  (ж э  +  1 ) t o , t D  =  x i ,  t 0 =  X 2 .

А н а л о г и ч н о  и н т е р п р е т и р у е т с я  у р а в н е н и е  ( 3 . 3 9 ) :

t]D +  3 tD  X o  +  t 0 =  to  +  X o t * ° /2 ,

г д е  о б о з н а ч е н о  X o =  X / I  =  x 3 t ° / ( 6 t ) D ) ,  t ^ / 2 =  t * — S * / 2 / I  . В  п р а в о й  ч а с т и

J ( t )

у р а в н е н и я  о т н о с и т е л ь н о  t D , t0 -  П о с л е  и х  о п р е д е л е н и я  ( а  з н а ч и т  и  D , b )  

н а х о д и м  g  п о  з н а ч е н и ю  X o ,  и з в е с т н о м у  и з  с т а ц и о н а р н ы х  с о о т н о ш е н и й .

С о п р я ж е н н ы е  у р а в н е н и я  и  а с и м п т о т ы .  О т м е т и м ,  ч т о  у р а в н е н и е  ( 3 . 4 6 )  

и м е е т  в и д  S ( t * )  =  J t * — A ,  г д е  A  =  c o n s t ,  a  S  —  к о л и ч е с т в о  а т о м о в  в о д о р о д а ,  

д е с о р б и р о в а в ш и х с я  с  е д и н и ч н о й  в н е ш н е й  п л о щ а д к и  м е м б р а н ы .  Т а к и м  о б ­

р а з о м ,  а п п р о к с и м а ц и я  с  у с л о в и е м  б ы с т р о г о  н а с ы щ е н и я  н а  в х о д н о й  с т о р о н е  

п л а с т и н ы  с р а з у  п р и в о д и т  к  а с и м п т о т е  г р а ф и к а  S ( t )  п р и  t  ^  + г о .  С л е д о -

t

х о д н ы м и  п р о ц е с с а м и  н а  в х о д е ,  к о т о р ы е  н е  к о н т р о л и р у ю т с я  н а  н а ч а л ь н о й

t o =  A / J  =  t  — S  / J  

с я  п о м е х о у с т о й ч и в ы м  с о о т н о ш е н и е м  д л я  о ц е н к и  п а р а м е т р о в .  А н а л о г и ч н о ,  

ф о р м у л у  ( 3 . 3 9 )  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  а с и м п т о т и ч е с к о е  п р е д с т а в л е н и е  

в е л и ч и н ы  S  * +  X S * /^ . П о  а с и м п т о т е  о п р е д е л я е м  с о о т в е т с т в у ю щ е е  t o ,  к о ­

т о р о е  м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  в м е с т о  ( 3 . 3 9 ) .  М е т о д и к у  в ы в о д а  с о п р я ж е н н ы х  

у р а в н е н и й  в  у с л о в и я х  б ы с т р о г о  н а с ы щ е н и я  н а  в х о д е  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь

J ( t )

О с т а н о в и м с я  н а  с х е м е  в ы ч и с л е н и й .  В  к а с к а д н о м  э к с п е р и м е н т е  ( t  =  t * ^  

P o i  =  P o  ^  p o 2  >  P o i )  о п р е д е л и м  т о  и н ф о р м а ц и и  J ( t ) ,  I ( t )  ( t  G [t * , t * ])  

з а п а з д ы в а н и я  t o i  =  t * — S * / J i ,  t o 2 =  t *  — S 1 / 2 / I i ,  A t o i  =  A t *  — A S * / J 2 , 

A t o2 =  A t  * — A S * l / 2 / I 2 . Т о г д а  у р а в н е н и е  ( 3 . 4 3 )  з а п и ш е т с я  в  ф о р м е

1

z i

e  +  i i g i +  i i  =  t  +  t o2 
+ =  t o i  +  X v .V/Z 2 Z Z6 D  2 Z

А н а л о г и ч н о  п е р е п и с ы в а ю т с я  у р а в н е н и е  ( 3 . 4 4 )  и  б а л а н с  ( 3 . 4 6 ) :  

1

z i
i l  +  h E

2 D  +  Z

i i
+------ ; =  =  t o i  =  t o.
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А н а л и з  с т а ц и о н а р о в  ( 3 . 4 2 )  д а е т  з н а ч е н и я  в е л и ч и н  2 3 , Z .  К о г д а  выполнено 
g s p o  ^  J  , и м е е м  д в а  линейных у р а в н е н и я  п о  Z .  О с т а е т с я  н а й т и  z i ,  2 2 -

К о э ф ф и ц и е н т  д и ф ф у з и и  D  =  D z i  н а х о д и м  и з  с о о т н о ш е н и я  ( 3 .4 5 ) :

1  ■ —  =  - 1 1  (* 0 1  +  ? ° 2 )  +  И Д  ( A * o i +  C Z ) .z i  6 D  CZ '  h  — h '  CZ  '

Д а л е е ,  и з  материального б а л а н с а  и л и  у р а в н е н и й  д л я  ф  =  ж / t  о п р е д е л я е м  

2 2  и, наконец, 2 4  =  y /z 2 / ( z i Z ) .  Б е з  п р и н ц и п и а л ь н ы х  и з м е н е н и й  о б р а б а т ы ­

в а ю т с я  р е з у л ь т а т ы  д в у х  э к с п е р и м е н т о в  (в  о т с у т с т в и е  к а с к а д н о г о )  с  н а ч а л ь ­

н о й  д е г а з а ц и е й  ( Д ж )  =  0 , Г =  Г ), но различными давлениям и  н а п у с к а  p o -  

П р и  с р а в н и т е л ь н о  м а л ы х  D  ( Г )  и больших з н а ч е н и я х  b (T )  с л а г а е м ы е  с  

Ж2 =  1 / \ / b , *  в  у р а в н е н и и  ( 3 . 3 9 )  о т н о с и т е л ь н о  м а л ы  и  ( 3 . 3 9 )  в ы р о ж д а е т с я  в  

t 2 / ( 6 D )  to -  Такое значен и е  to  д л я  п р о с т е й ш е й  м о д е л и  с  к р а е в ы м и  у с л о в и ­

я м и  I р о д а  я в л я е т с я  в р е м е н е м  з а п а з д ы в а н и я  ( 4 8 ,  с .  1 5 9 ] .  П о  ф о р м у л е  ( 3 . 4 1 )  

з н а ч е н и е  Ж1 ( D  =  t 2 / 6 x i )  о п р е д е л и т с я  н а д е ж н о .  Н о  п р и  п о п ы т к е  о п р е д е ­

л и т ь  ж 2 результат непредсказуем, е с л и  в  ( 3 . 3 9 )  с л а г а е м о е  ж 2 J i  с р а в н и м о  с  

п о г р е ш н о с т ь ю  в ы ч и с л е н и я  и н т е г р а л о в  S * ,  S * ^ .  В п р о ч е м ,  и  и н ф о р м а ц и я  о

з н а ч е н и я х  s ,  D ,  g / Z b  =  t X / D  с у щ е с т в е н н а  д л я  п р а к т и ч е с к и х  ц е л е й .

У точнение П Д -м одели . Д е т а л и з а ц и я  а л г о р и т м а  и д е н т и ф и к а ц и и  з а в и ­

с и т  о т  о с о б е н н о с т е й  э к с п е р и м е н т а .  Р а с с м о т р и м  с л е д у ю щ и й  в а р и а н т .  Т е м ­

п е р а т у р а  Т  =  Т  ф и к с и р о в а н а .  Д а в л е н и е  н а п у с к а  p o  п о с л е  д о с т и ж е н и я  с т а ­

ц и о н а р а  J ( t * )  ~  J  с к а ч к о о б р а з н о  у в е л и ч и в а е т с я  д о  з н а ч е н и я  p++. К о г д а  

с к о р о с т ь  н а к о п л е н и я  н а  п о в е р х н о с т и  q ( t )  о т н о с и т е л ь н о  м а л а ,  к о э ф ф и ц и ­

е н т о м  р е к о м б и н а ц и и  ( о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и и )  я в л я е т с я  b / g 2 , п о э т о м у  в  к а ­

ч е с т в е  т р а н с п о р т н о г о  п а р а м е т р а  (6 8 ] п р и м е м  W  =  b c t / ( g 2 D )  ( с  =  7 \ / p ) .  

В  р а м к а х  п р и н я т о й  м о д е л и  в ы п о л н я е т с я  7  =  g л/ g s / b  ( g s p  =  b g 2 =  b c 2 / g 2 ) .  

С ч и т а е м ,  ч т о  д а в л е н и е  н а п у с к а  p o  с о о т в е т с т в у е т  у с л о в н о м у  д и а п а з о н у  

1 0 - 2  ^  W  <  1 0 4 , к о г д а  в л и я н и е  п о в е р х н о с т н ы х  п р о ц е с с о в  и  д и ф ф у з и и  

с о и з м е р и м о ,  а  з н а ч е н и е  p++ о п р е д е л я е т  DLR-проницаемость ( W  >  1 0 4 ).
О с т а н о в и м с я  с н а ч а л а  н а  д и ф ф у з и о н н о м  р е ж и м е  п е р е н о с а  ( t  >  t * ) .  З а ­

м е н а  с  =  c  — c ( t * ,  ж ) н е  меняет у р а в н е н и я  д и ф ф у з и и , п р и  э т о м  c ( t * ,  ж ) =  0 . 

П о с л е  п е р е н о с а  н а ч а л а  о т с ч е т а  в  ( t * ,  S * )  п о л у ч а е м  « о б ы ч н ы й »  э к с п е р и м е н т

t o

е м  D .  Ф о р м у л а  to  =  t 2 / ( 6 D )  (4 8 ]  н е  з а в и с и т  о т  у р о в н я  в х о д н о й  к о н ц е н т р а ­

ц и и ,  л и ш ь  б ы  м о ж н о  б ы л о  с ч и т а т ь  е ё  п о с т о я н н о й  в е л и ч и н о й ,  а  в ы х о д н у ю  

к о н ц е н т р а ц и ю  н у л е в о й .  В п р о ч е м ,  з а д а ч а  м о ж е т  б ы т ь  с л е д у ю щ е й :  п о в е р х ­

н о с т ь  о б р а з ц а  и з  х о р о ш о  и з у ч е н н о г о  к о н с т р у к ц и о н н о г о  м а т е р и а л а  м о д и ­

ф и ц и р о в а н а  ( ш е р о х о в а т о с т ь ,  п р и м е с и ,  н а п ы л е н и е  . . . )  и  т р е б у е т с я  о ц е н и т ь  

п о в е р х н о с т н ы е  п а р а м е т р ы  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т и .  И т а к ,  д а л е е  с ч и т а е м

D
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П у с т ь  д о с т у п н ы  р е з у л ь т а т ы  н а с ы щ е н и я - д е г а з а ц и и  ( р  =  р , Т  =  Т ) :

л  *
с £  +  2 с  =  с £ [1  +  2 ( д £ ) - 1 ] =  2  /  4 ( т ) Лт  =  Я .

о

с

д

п л о т н о с т и  д е с о р б ц и и  ( е с л и  д £  ^  1 ) .  В  о б щ е м  с л у ч а е  и з в е с т н а  в е л и ч и н а

Я  =  д £ [ 1  +  2 ( д £ ) - 1 ]Ъ - 1 / 2 / Ц З  / р .

В ы р а з и в  о т с ю д а  ц з  и  подставив в  с т а ц и о н а р  у / ц з р о — 4  =  \ Г 4 + £ \ / Ъ . 4  / ( д Б ) ,  

п о л у ч а е м  з а в и с и м о с т ь  Ъ (д ) . В  с л у ч а е  д £  ^  1 а л г е б р а и ч е с к и е  в ы к л а д к и  

у п р о щ а ю т с я :  в о з в е д е н и е  в  к в а д р а т  п р и в о д и т  к  к в а д р а т н о м у  у р а в н е н и ю  о т ­

н о с и т е л ь н о  у  =  л / Ъ / д  ( к о р е н ь  ф и к с и р у е т с я  о б р а т н о й  п о д с т а н о в к о й ) .

д Ъ

ф = 1

£ 2 4  I  с  £ 2 4  С д £  I  с

£Со — 2 0  =  +  4 Ь о - 2 0  +  /  +  /  =  4 Ь * — ^

П о д с т а н о в к а  з а в и с и м о с т и  Ъ ( д )  с в о д и т  з а д а ч у  к  ч и с л е н н о м у  р е ш е н и ю  с к а ­

л я р н о г о  у р а в н е н и я  ( н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е  —  п о  и т о г а м  н а с ы щ е н и я -  

д е г а з а ц и и ) .  И н ф о р м а ц и я  у  =  Я Ъ / д  п р и в о д и т  к  я в н о й  ф о р м у л е  д л я  Ъ.

З д е с ь  и с п о л ь з о в а л о с ь  и н т е г р а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е  — 0 с х (Ь,  0 )  =  4 .  П р и -

4  Ь*

( ' 1 * Г t  *

— Б с х ( Ь ,  0 )  ЛЬ =  ц з р о Ь *  — Ъ Со(Ь) ЛЬ — Со ( с о  =  д с о ) .
о о

О с т а е т с я  а п п р о к с и м и р о в а т ь  п о в е р х н о с т н у ю  к о н ц е н т р а ц и ю  Со(Ь) в  у с л о в и ­

я х  д е ф и ц и т а  и з м е р е н и й  н а  в х о д е .  Е с л и  в  г р а н и ч н о м  у с л о в и и  Со =  ц з р о  — 

Ъсо +  0 с х (Ь,  0 )  з а м е н и т ь  — 0 с х (Ь,  0 )  н а  4 ,  т о  п о л у ч и м  з а в ы ш е н н у ю  о ц е н к у  

ф у н к ц и и  С о(Ь)- К о м п е н с и р у е м  э т о  з а м е н о й  С о(Ь) н а  Со(Ь)Со . Т о г д а

с[о =  ц з р о  — 4  — ЪСоСо =  ЪСо(Со — С о), Со(Ь) =  Со [1  — е х р { — Ъ с о Ь } ] .

У р о в е н ь  н а с ы щ е н и я  н е  и з м е н я е т с я :  Со(Ь) ^  Со- П о к а з а т е л ь  в  э к с п о н е н т е  

Ъсо =  у / Ъ ( ц з р о  — 4 ) х а р а к т е р и з у е т  с к о р о с т ь  н а с ы щ е н и я  в х о д н о й  п о в е р х н о -

д

р а с с м а т р и в а е т с я  в а р и а н т  ф  =  х / £.  В  п р и н ц и п е  в о з м о ж н ы  д а л ь н е й ш и е  и т е ­

р а ц и и  с  з а м е н о й  с ° (Ь )  н а  с о (Ь )с о [1  — е х р { — Ъсо Ь } ] ,  н о  в ы р а ж е н и я  г р о м о з д к и .

М о ж н о  п р и м е н и т ь  с х е м у  а п п р о к с и м а ц и и ,  и с п о л ь з у я  ф у н к ц и ю  Г р и н а  

в т о р о й  к р а е в о й  з а д а ч и  ( 0 с х |о /  —  ф о р м а л ь н о  и з в е с т н ы е  ф у н к ц и и  в р е м е ­

н и )  а н а л о г и ч н о  в ы к л а д к а м  д л я  м е т о д а  Т Д С .  П р е д с т а в л е н и е  к о н ц е н т р а ц и и  

с(Ь,  0 )  р я д а м и  и  с в я з ь  Ъ с |(Ь )  =  4  (Ь) п р и в о д я т  к  у р а в н е н и ю  д л я  С о(Ь ).
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4 .  Ч и с л е н н а я  р е а л и з а ц и я

В  р а з д е л е  и з л а г а е т с я  ч и с л е н н а я  р е а л и з а ц и я  п р е д л о ж е н н о й  с х е м ы  п а р а м е т ­

р и ч е с к о й  и д е н т и ф и к а ц и и  м е т о д о м  п р о н и ц а е м о с т и  [ 1 4 0 , 1 6 5 , 1 7 1 ] .

О р и е н т и р у е м с я  н а  « к а с к а д н ы й »  э к с п е р и м е н т :  п о  д о с т и ж е н и и  с т а ц и о н а ­

р а  J ( t )  &  J  =  c o n s t , t  ^  t *, н а  в х о д е  р е з к о  у в е л и ч и в а е м  д а в л е н и е  н а п у с ­

к а  д о  p++ >  p o  и  д о ж и д а е м с я  п о с л е д у ю щ е г о  у с т а н о в л е н и я  д е с о р б ц и и  п р и  

t  ^  t * >  t *.  Т а к о й  в а р и а н т  п р е д п о ч т и т е л в н е е  д в у х  к л а с с и ч е с к и х  э к с п е ­

р и м е н т о в ,  п о с к о л в к у  н е т  н е о б х о д и м о с т и  в  п о в т о р н о й  д е г а з а ц и и  о б р а з ц а  и  

« с т а р т »  в т о р о г о  э т а п а  п р о и с х о д и т  н е  с  н у л е в о г о  н а ч а л в н о г о  р а с п р е д е л е ­

н и я  в о д о р о д а  в  п л а с т и н е ,  а  с  п р е д ш е с т в у ю щ е г о  с т а ц и о н а р а  ( р а з н о о б р а з и е  

повышает информативность). В ы х о д  н а  с т а ц и о н а р  н о с и т  а с и м п т о т и ч е с к и й

t  t

ш и м и ,  ч т о б ы  п е р е х о д н ы е  п р о ц е с с ы  « н е  п о т е р я л и с ь »  н а  ф о н е  с т а ц и о н а р н ы х .

О с т а н о в и м с я  н а  в а р и а н т е  м о д е л и  с  п о в е р х н о с т н о й  д е с о р б ц и е й ,  к о г д а  

д е ф е к т ы  в  о б ъ е м е  и  р е с о р б ц и я  н а  в ы х о д е  н е з н а ч и т е л ь н ы :

c t ( t , x )  =  D c x x ( t , x ) ,  c ( 0 , x )  =  0 ,  x  G [ 0 , 4  P  =  p s p o , ( 4 .1 )

q o ( t )  =  P  —  b q o ( t )  +  D c x ( t ,  0 ) ,  q i ( t )  =  —  b q | ( t )  — D c x ( t , £ ) ,  ( 4 .2 )

c o ( t )  =  c ( t ,  0 )  =  g q o ( t ) ,  c £ ( t )  =  c ( t , £ )  =  g q i ( t ) ,  q o , i ( 0 )  =  0 ,  Г  =  T . ( 4 .3 )

П о  и з м е р е н и я м  и з в е с т н а  ф у н к ц и я  J ( t )  =  J i ( t )  =  b q | ( t ) .  К р и в ы е  n p o -

S

в т о р о г о  э т а п а  э к с п е р и м е н т а  ( t  G [t *, t * ]) н а ч а л ь н о е  распределение c ( t * , x )  —  

с т а ц и о н а р ,  а  д а в л е н и е  p o  заменяем н а  p++. Т р е б у е т с я  о п р е д е л и т ь  з н а ч е н и я  

D ,  g ,  b,  s  п р и  фиксированной температуре э к с п е р и м е н т а  Т =  Т .

Р е ш е н и е  п р я м о й  з а д а ч и  н е  п р е д с т а в л я е т  т р у д н о с т е й .  В х о д н а я  с т о р о н а  

п л а с т и н ы  и с п ы т ы в а е т  у д а р н у ю  н а г р у з к у  и з - з а  с к а ч к а  д а в л е н и я .  В  с в я з и  

с  э т и м  ( и  н е л и н е й н о с т ь ю  з а д а ч и )  с х е м а  в ы ч и с л е н и й  н о с и т  н е я в н ы й  и  и т е ­

р а ц и о н н ы й  х а р а к т е р .  Д л я  а п п р о к с и м а ц и и  у р а в н е н и я  ( 4 . 1 )  и с п о л ь з о в а л с я  

ш е с т и т о ч е ч н ы й  д в у х с л о й н ы й  ш а б л о н  п о  с х е м е  К р а н к а - Н и к о л с о н .  П е р е й ­

д е м  к  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м .  В  с т а н д а р т н ы х  о б о з н а ч е н и я х  q i  ~  q o , i ( t k )  

c k  &  c ( t k , x i ) ,  t o =  0  x o =  0  x n  =  £ ,  т =  A t ,  h  =  A x .  И з  н а ч а л ь н ы х  

д а н н ы х  о п р е д е л я е м  qo i  =  c o =  0  0  ф  i  ф  n .  Н а  к а ж д о м  с л о е  п о  в р е м е н и  

а п п р о к с и м и р у е м  c x ( t k , 0 )  ~  [— 3 c k +  4 c k — c k ] / 2 h .  А н а л о г и ч н ы е  в ы к л а д к и  

п р и  x  =  £  в  и з л о ж е н и и  о п у с к а е м .  З а м е н и в  п р о и з в о д н у ю  п о  в р е м е н и  к о н е ч ­

н о й  р а з н о с т ь ю  (q k — q 1̂ ~ l ) / T  =  ( 4  — c k - i ) / ( g T ) ,  находим  cjk =  f o ( c !k , c k ) к а к  

п о л о ж и т е л ь н ы й  к о р е н ь  к в а д р а т н о г о  у р а в н е н и я .  З н а ч е н и я  4 ,  c |  п р е д в а р и ­

т е л ь н о  п о д с ч и т ы в а ю т с я  п о  я в н о й  с х е м е .  С  т е к у щ и м и  4 ,  4  р е ш а е м  м е т о д о м  

п р о г о н к и  т р е х д и а г о н а л ь н у ю  с и с т е м у  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  и  н а х о д и м  н о в ы е
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п р и б л и ж е н и я  е \ , ( и  о с т а л ь н ы е  з н а ч е н и я  c k , 3  ф  i  ф  n  — 1 ) .  С н о в а  р е ш а е м
k

к в а д р а т н о е  у р а в н е н и е  о т н о с и т е л в н о  c g  и  п о в т о р я е м  в в г ч и с л е н и я  д о  у с т а ­

н о в л е н и я  ( о б в и т о  2 - 3  и т е р а ц и и ) .  З а т е м  п е р е х о д и м  к  с л е д у ю щ е м у  с л о ю  п о  

в р е м е н и .  Р е з у л в т а т  с ч е т а  к о н т р о л и р о в а л с я  в ы х о д о м  р а с п р е д е л е н и я  c ( t ,  x )  

н а  л и н е й н ы й  с т а ц и о н а р  п р и  с о б л ю д е н и и  м а т е р и а л ь н ы х  б а л а н с о в :

r£ r t  r t  r t

/  c ( t , x )  d x  =  D e x  |X= 0  d t ,  q£ ( t )  =  — J £ ( t )  d t  — D c x \£ d t .  ( 4 .4 )
J o  J o J o J o

Д л я  э т а п а  t  G [ t * , t * j  п о с т р о е н и я  а н а л о г и ч н ы .  Ч и с л е н н ы е  э к с п е р и м е н т ы

п р о в о д и л и с в  в  ш и р о к о м  д и а п а з о н е :  D  о т  1 0 - 9  д о  1 0 - 3  c m 2 / s ;  b  о т  1 0 - 2 0  

д о  1 0 - 5  c m 2 / s ;  g  о т  1 0 - 3  д о  1 0 6 c m - 1 ; s  о т  1 0 - 1 0  д о  1 0 - 2 ; р 0  о т  0 .1  д о  

l O T o r r ;  ц  =  1 .4 6  х  1 0 2 1 1 / c m 2 s T o r r .  Толщи н а, t  в а р в и р о в а л а с в  в  п р е д е л а х  

2  х  1 0 - 2  — 2  х  1 0 - 1  c m ,  ч т о  с о о т в е т с т в у е т  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  п р а к т и к е .  П а ­

р а м е т р ы  D ,  b,  g ,  s ,  п о р о ж д а ю щ и е  к р и в ы е  п р о н и ц а е м о с т и ,  « з а б ы в а л и с ь »  и  

в о с с т а н а в л и в а л и с ь  п о  и з л а г а е м о й  н и ж е  м е т о д и к е .  З а т е м  а н а л и з и р о в а л и с ь  

к а ч е с т в е н н ы е  в о з м о ж н о с т и  а л г о р и т м а  п а р а м е т р и ч е с к о й  и д е н т и ф и к а ц и и .

Вы рож денны е модели. Н а р я д у  с  з а д а ч е й  (4.1)—(4.3), к о т о р у ю  б у д е м  о б о ­

з н а ч а т ь  I , р а с с м о т р и м  е щ е  д в е .  О о б о з н а ч и м  н о м е р о м  I I  к р а е в у ю  з а д а ч у ,  

в  к о т о р о й  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  ( 4 . 2 ) ,  ( 4 . 3 )  з а м е н е н ы  л и н е й н ы м и :

c 0 ( t )  =  c ( t ,  0 )  =  с 0 =  c o n s t  >  0 ,  c £ ( t )  =  c ( t , t )  =  0 .  ( 4 .5 )

П р о с т е й ш а я  м о д е л ь  I I  н е  у ч и т ы в а е т  д и н а м и к у  н а  п о в е р х н о с т и ,  д и ф ф у ­

з и я  —  е д и н с т в е н н ы й  л и м и т и р у ю щ и й  ф а к т о р .  П л о т н о с т ь  в ы х о д н о г о  п о т о к а  

а т о м о в  в о д о р о д а  о п р е д е л я е т с я  к а к  J i i ( t )  =  — D c x ( t , t ) .  Р е ш е н и е  c ( t , x )  п о ­

н и м а е т с я  к а к  о б о б щ е н н о е  и з - з а  н е с о г л а с о в а н н о с т и  к р а е в ы х  у с л о в и й  п р и  

t  ^  + 0  Д л я  t  >  0  о б ы ч н о  п о л ь з у ю т с я  п р е д с т а в л е н и е м  c ( t ,  x )  р я д о м  Ф у р ь е .  

П р и м е м  С0 р а в н о й  у с т а н о в и в ш е й с я  к о н ц е н т р а ц и и  С0 в  з а д а ч е  I . Э т о  с о о т ­

в е т с т в у е т  с и т у а ц и и ,  к о г д а  п о в е р х н о с т н ы е  п р о ц е с с ы  з н а ч и т е л ь н о  б ы с т р е е  

д и ф ф у з и и .  Ф о р м а л ь н о  з а д а ч а  I I  —  п е р в о г о  р о д а .  Н о  п р и

С0 =  С0 =  g [ b - 1 ( P  — J i  ) ] 1 /2

( с м .  ( 4 . 6 ) )  о н а  с в я з а н а  с  и с х о д н о й  н е л и н е й н о й  з а д а ч е й  I.

М о д е л ь  с  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  ( с  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и е й :  [b] =  c m 4 / s )

P  — b c 0 ( t )  =  — D c x ( t ,  0 ) ,  b c 2 ( t )  =  — D c x ( t , t ) ,  J i i i  =  b c 2 ( t )

о б о з н а ч и м  I I I .  П о с к о л ь к у  в  и с х о д н о й  м о д е л и  I в ы п о л н я е т с я  с о о т н о ш е н и е  

J 0 y  =  b q 02 i  =  b g - 2 c 2  ь  т о  п е р е х о д  I —^111 п о н и м а е м  в  с л е д у ю щ е м  с м ы с л е :  

н а к о п л е н и е  н а  п о в е р х н о с т и  н е с у щ е с т в е н н о  и  b  =  b / g 2 . П р и ч и н а  в в е д е н и я
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м о д е л е й  I I ,  I I I  в  т о м ,  ч т о  в а р ь и р о в а н и е  п а р а м е т р о в  м о д е л и  I в  у к а з а н н ы х  

ш и р о к и х  п р е д е л а х  м о ж е т  п р и в о д и т ь  к  в ы р о ж д е н и ю .

Р а в н о в е с и е  и  с т а ц и о н а р .  Р а в н о в е с н а я  п а р а  ( р  , с )  о п р е д е л я е т с я  п р и р а в ­

н и в а н и е м  к  н у л ю  п р о и з в о д н ы х :  р ,§ р  =  Ьр2 , с  =  д р  ^  с  =  у Д Р  , у  =  д у / р З Ь - 1 . 

Т е м  с а м ы м ,  м о д е л ь  с о о т в е т с т в у е т  э к с п е р и м е н т у  в  о б л а с т и  с  «  у / р  • О п р е ­

д е л е н и е  к о э ф ф и ц и е н т а  р а в н о в е с н о й  р а с т в о р и м о с т и  у  я в л я е т с я  б о л е е  п р о ­

с т о й  з а д а ч е й .  К о г д а  в  э к с п е р и м е н т е  н а с ы щ е н и я - д е г а з а ц и и  п л а с т и н ы  н е л ь ­

з я  п р е н е б р е ч ь  п о в е р х н о с т н о й  к о н ц е н т р а ц и е й ,  н е о б х о д и м а  с л е д у ю щ а я  к о р ­

р е к т и р о в к а .  Б е з  о г р а н и ч е н и я  о б щ н о с т и  п о в е р х н о с т и  е д и н и ч н ы ,  т о р ц а м и  

п р е н е б р е г а е м .  К о л и ч е с т в о  а т о м о в  Н  п о с л е  н а с ы щ е н и я  ч и с л е н н о  р а в н о  

сР  +  2 р  =  (д Р  +  2 ) р  —  и з в е с т н о е  ч и с л о  ^  п о с л е  д е г а з а ц и и .  Т о г д а  и з  р з р  =  Ьр2 

п о с л е  п о д с т а н о в к и  р  =  ф / ( д Р  +  2 )  о п р е д е л я е м  к о м п л е к с  у  =  (д Р  +  2 )  у / р з / Ь ,  

Ф  =  У л /Р • П р и  д Р  ^  1 с ч и т а е м ,  ч т о  в  р а в н о в е с и и  п о в е р х н о с т н а я  к о н ц е н т р а ­

ц и я  н е с у щ е с т в е н н а  н а  ф о н е  о б ъ е м н о й  и  у  =  Р у . К о г д а  и з в е с т е н  к о э ф ф и ц и ­

е н т  у  и л и  у ,  и с к л ю ч а е т с я  о д и н  и з  п а р а м е т р о в  п о в е р х н о с т н ы х  п р о ц е с с о в .  Н о  

д р у г и е  э к с п е р и м е н т ы  х а р а к т е р и з у ю т с я  с в о и м и  п о г р е ш н о с т я м и  и  т р е б у ю т  

з а т р а т .  П о с т а р а е м с я  о б о й т и с ь  б е з  п р е д в а р и т е л ь н о г о  о п р е д е л е н и я  у  и л и  у .

С т а ц и о н а р н о е  р а с п р е д е л е н и е  в о д о р о д а  л и н е й н о .  В  м о д е л и  I:

g  =  0 ,  c t =  0  ^  c ( t * , x )  =  — D  J /ж  +  с о , со  =  g y b - 1 ( P  — J  ) .  ( 4 .6 )

И з  J  =  b p 2 н а х о д и м  з н а ч е н и е  Cg =  g p g  и  п р и р а в н и в а е м  к  c ( t * ,P ) :

V J  — V P — J  +  J P V b ( g D ) - 1  =  0  ( P  =  g s p o ) .  ( 4 .7 )

И з  д в у х  т а к и х  у р а в н е н и й  д л я  д а в л е н и й  p o  и  р++ и с к л ю ч а е м  p s :

J  + J

L P p  P o
z 2 +  2

J  3 /2  j  3 /2  n

L P +  p o
z  +  2

J +  J

LP(+ p o
( 4 .8 )

г д е  z  =  P y / b / ( g D )  =  P b 1 /2 / D .  К о р н и  р а з н о г о  з н а к а ,  к о м п л е к с  п а р а м е т ­

р о в  z  о п р е д е л я е т с я  о д н о з н а ч н о .  З а т е м  и з  у р а в н е н и я  ( 4 . 7 )  н а х о д и м  s .  Ц е -

J

к  б е з р а з м е р н о й  п е р е м е н н о й  z V J .  Д л я  м о д е л и  I I I  п о л у ч а е м  с о о т н о ш е н и е  

J 1 /2  — [ P  — J  ] 1 /2  +  b 1 /2 P D -  1J  =  0  и  п о  и н ф о р м а ц и и  { р о ,р + + , J , J + }  о д н о з н а ч ­

н о  о п р е д е л я ю т с я  з н а ч е н и я  s  и  b 1 /2 P D - J  С у ч е т о м  b =  b / g 2 с т а ц и о н а р н ы е  

у р о в н и  J  в  м о д е л я х  I и  I I I  о д и н а к о в ы  п р и  ф и к с и р о в а н н ы х  P .  П а р а м е т р  

b =  b / g 2 в  с и л  у  J o ,g  =  b q V  =  b g - 2 c0  g и м е е т  с м ы с л  о б ъ е м н о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  

д е с о р б ц и и  ( э ф ф е к т и в н о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  р е к о м б и н а ц и и ) .  П р и  ф и к с и р о в а н ­

н ы х  D ,  s  и  P  ^  J  и з  с о о т н о ш е н и я  ( 4 . 7 )  п о л у ч а е м  l n  J  =  — ( l n b ) / 2  +  c o n s t ,  

т . е .  л и н е й н у ю  з а в и с и м о с т ь  в  л о г а р и ф м и ч е с к и х  к о о р д и н а т а х .

2
0
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В р е м я  з а п а з д ы в а н и я .  Р а с с м о т р и м  ф у н к ц и ю  S ( t ) ,  р а в н у ю  и н т е г р а л у  н а  

о т р е з к е  в р е м е н и  [ 0 , t ]  о т  п л о т н о с т и  д е с о р б ц и и  J ( т ) .  Э т о  к о л и ч е с т в о  а т о ­

м о в  H ,  д е с о р б и р о в а в ш и х с я  с  е д и н и ч н о й  п л о щ а д к и  п р и  x  =  £  з а  в р е м я  t .  

Г р а ф и к  э т о й  в в ш у к л о й  ф у н к ц и и  и м е е т  н а к л о н н у ю  а с и м п т о т у .  Т о ч к а  п е р е ­

с е ч е н и я  а с и м п т о т в 1 с  о с в ю  t  н а з ы в а е т с я  в р е м е н е м  з а п а з д ы в а н и я  t o .  У р а в ­

н е н и е  к а с а т е л в н о й  к  г р а ф и к у  S ( t )  в  т о ч к е  ( t  * , S * ) :  S  =  S * +  J ( t * ) ( t  — t * ) 

( S  =  J ) .  С л е д о в а т е л в н о ,  з н а ч е н и е  to  G R +  д о с т а т о ч н о  т о ч н о  в в г ч и с л я е т с я  

к а к  t 0 =  t * — S * / J , S *  =  S ( t * ) .  З д е с в  t * —  в р е м я  у с т а н о в л е н и я  в ы х о д н о г о  

п о т о к а ,  к о г д а  J ( t )  ~  J  =  c o n s t  t  ф  t *.  Д л я  л и н е й н о й  к р а е в о й  з а д а ч и  I I  

( c 0 ( t )  =  с 0 , c e ( t )  =  0  J i i  =  — D c x ( t , £ ) )  и м е е т с я  я в н о е  в ы р а ж е н и е  з а п а з д ы ­

в а н и я  to  =  £ 2 / 6 D  [4 8 ] .  В а ж н о ,  ч т о  ^  н е  з а в и с и т  о т  к о н ц е н т р а ц и и  со-

З а м е ч а н и е  1 . О б ы ч н о  с ч и т а ю т  c 0 ( t )  =  с  , г д е  с  а  ф р 0  _  р а в н о в е с н а я  с  д а в ­

л е н и е м  р о  к о н ц е н т р а ц и я .  В  к о н т е к с т е  з а д а ч и  I  п о л а г а е м  С0 =  6 0 : б ы с т р о  

у с т а н а в л и в а ю т с я  п о в е р х н о с т н ы е  п р о ц е с с в 1 и  л и м и т и р у е т  д и ф ф у з и я .  П о -  

с к о л в к у  в  р а в н о в е с и и  P  =  b q 2 , а  в  с т а ц и о н a p e  P  — b q 0  =  J  , т о  с  >  с 0 . 

К р о м е  т о г о ,  J  =  b g |  ^  с 2 =  с]] +  с 2 , J  =  J  i  <  J  и -  К о г д а  п о т о к  а т о м о в  

H  н а  в х о д н у ю  п о в е р х н о с т и  з н а ч и т е л в н о  п р е в о с х о д и т  п р о п у с к н у ю  с п о с о б ­

н о с т и  м е м б р а н ы  ( P  ^  J ) ,  и м е е м  60  ~  с  . Н а к о н е ц ,  и з  ф о р м у л ы  ( 4 . 5 )  с л е д у е т  

с 0 =  Сц, +  J  £ D - 1 , и  е с л и  с  ^  с 0 , т о  с 0 «  J  £ D - 1 ( в  з а д а ч е  I I  с 0 =  J  I I £ D - 1 ) .

Б у д е м  г о в о р и т в ,  ч т о  м о д е л и  I  в ы р о ж д а е т с я  в  I I  ( 1 ^ 1 1 ) ,  е с л и  п р и  з а д а н ­

н ы х  з н а ч е н и я х  D ,  b,  s ,  g  и  С0 =  с 0 =  g [ b  1 ( P  — J ) ] 1 /2  ( J  =  J i )  п л о т н о с т и  

д е с о р б ц и и  J i ( t )  =  J ( t )  =  b q j ( t )  и  J i i ( t )  =  — D c x ( t , £ )  р а в н ы  к а к  ф у н к ц и и  

в р е м е н и  ( с  п о г р е ш н о с т ь ю  м н о г о  м е н в ш е й  э к с п е р и м е н т а л в н о й ) .  А н а л о г и ч н о  

и н т е р п р е т и р у е м  о б о з н а ч е н и я  I I I ^ I I ,  I ^ I I I .  В  с и л у  о п р е д е л е н и я  b  =  b / g 2  

с т а ц и о н а р н ы е  з н а ч е н и я  ф и  J  в  м о д е л и  I т а к и е  ж е ,  к а к  и  в  I I I .

S ( t )

в е с т н а  л и ш и  п р и б л и ж е н н о ,  т о  в  к а ч е с т в е  к р и т е р и я  в ы р о ж д е н и я  м о д е л и

1 ^ 1 1  МОЖНО ЗВЗ-̂ ТН» (ЗООТНОШ6 НИН t0  ~ t i0i  =  £ 2 / ( 6 D ) И 00  ~  J £ D - 1 ( с  <  с 0 ) .

О н и  д о л ж н ы  в ы п о л н я т с я  с о в м е с т н о .  С р а в н и м  п р о н и к а ю щ и е  п о т о к и .  П о -  

с к о л в к у  в  з а д а ч е  I г р а н и ч н ы е  к о н ц е н т р а ц и и  р а в н ы  { Ф ,  с Д ,  а  в  I I  —  { Ф ,  0 } ,  

т о  J i  <  J i i .  С т а ц и о н а р н о е  з н а ч е н и е  J i i  =  z - 1 [ ^ s p 0 — J i ] 1 /2  о п р е д е л я е т с я  и з  

с о о т н о ш е н и я  с 0 =  g [ b - 1 ( P  — J i ) ] 1 /2  =  J i i £ D - 1 . К р о м е  т о г о :

2 7 /  <  Р .  В  о б о з н а ч е н и я х  х ,  г ,  I  =  у / 7  с т а ц и о н а р н о е  у р а в н е н и е  ( 4 . 7 )  з а п и ­

ш е т с я  б о л е е  к о м п а к т н о :  I г  +  1 =  х -  П а р а м е т р  х  д о п о л н и т е л в н о  х а р а к т е р и ­

з у е т  з о н у  в ы р о ж д е н и я  1 ^ 1 1  в  с м ы с л е  ф  ^  со  ~  х  ^  1 -

П р и в е д е м  к о м м е н т а р и и  к а ч е с т в е н н о г о  х а р а к т е р а .  В  м о д е л и  I к о н ц е н ­

т р а ц и и  д о , ф  м о г у т  о к а з а т ь с я  с р а в н и м ы м и  ( х  ~  1 ) -  П р и  ф и к с и р о в а н н ы х
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з н а ч е н и я х  D ,  g  определяющим является п р о и з в е д е н и е  b P  —  ч е м  о н о  м е н ь ­

ш е ,  т е м  « д а л ь ш е »  м о д е л и  I и  II. Е с л и  з н а ч и т е л ь н о  у м е н ь ш и т ь  п а д а ю щ и й  

н а  в х о д н у ю  п о в е р х н о с т ь  п о т о к  P  =  g s p o ,  т о  проникающий п о т о к  J  б у д е т  

о ч е н ь  м а л  и  0 -£ ~  Со- Е с л и  уменьшить к о э ф ф и ц и е н т  b, т о  н а  в ы х о д е  д е ­

с о р б ц и я  б у д е т  с л а б о й ,  ч т о  с п о с о б с т в у е т  р о с т у  ф  ( c g ( t )  м о н о т о н н о  р а с т е т  д о  

у р о в н я  ф ) .  О б р а т н о ,  е с л и  b  в е л и к ,  т о  н а  в ы х о д н о й  с т о р о н е  а к т и в н а я  д е с о р б ­

ц и я  п о н и ж а е т  к о н ц е н т р а ц и ю  ф  и  в  п р е д е л е  получаем з а д а ч у  II с  c g ( t )  =  0 .  

b P

ц и и :  С о (0 )  = 0  ^  Со• К о г д а  модели п е р е к р ы в а ю т с я  ( 1 ^ - 1 1 ) ,  б о л ь ш и е  ( н о  н е  

с л и ш к о м )  в а р и а ц и и  к о э ф ф и ц и е н т о в  s ,  b  п р а к т и ч е с к и  н е  в л и я ю т  н а  в р е м я  

з а п а з д ы в а н и я  to  ~  £ 2 / 6 D .  В  э т о м  и  п р о я в л я е т с я  н е к о р р е к т н о с т ь  о б р а т ­

н о й  з а д а ч и .  П о д ч е р к н е м ,  ч т о  в а р и а ц и и  з н а ч е н и й  b, s p o ,  с о х р а н я ю щ и е  и х  

п р о и з в е д е н и е ,  п р а к т и ч е с к и  н е  м е н я ю т  з а п а з д ы в а н и е  tO-

П р и в е д е н н ы е  р а с с у ж д е н и я  д а ю т  о с н о в а н и е  н а р я д у  с  в р е м е н е м  з а п а з ­

д ы в а н и я  в в е с т и  в  р а с с м о т р е н и е  д и ф ф у з и о н н о е  и  п о в е р х н о с т н о е  в р е м е н а :  

С =  £ 2 / ( 2 D )  и  n  =  2 / y f b P .  Если п  ^  £ ,  т о  л и м и т и р у ю щ и м  ф а к т о р о м  я в ­

л я ю т с я  п о в е р х н о с т н ы е  п р о ц е с с ы .  П р и  п  ^  С л и м и т и р у е т  д и ф ф у з и я  ( в ы ­

р о ж д е н и е  1 ^ 1 1 ) .  Разност ь  ф  =  to  — tO1  (tO1  =  С / 3 )  п о к а з ы в а е т ,  н а с к о л ь к о  

п о в е р х н о с т н ы е  п р о ц е с с ы  у в е л и ч и в а ю т  з а п а з д ы в а н и е .  С л е д о в а т е л ь н о ,  з н а ­

ч е н и я  to  и  п  д о л ж н ы  б ы т ь  с в я з а н ы  м о н о т о н н о й  з а в и с и м о с т ь ю .  У д о б н е е  

с р а в н и в а т ь  о т н о с и т е л ь н ы е  в е л и ч и н ы :  ö t o  =  ( to  — t O ) / С  и  п / С -  К о э ф ф и ц и -  

g

З а м е ч а н и е  2 . Помимо к а ч е с т в е н н ы х  р а с с у ж д е н и й  и  с о о б р а ж е н и й  р а з м е р ­

н о с т и  (С «  £ 2 / D ,  п  «  1 / V b P )  п р и в е д е м  о б о с н о в а н и е  м н о ж и т е л е й .  Р а с ­

с м о т р и м  с т а ц и о н а р  в  м о д е л и  II: c o ( t )  =  c o , c g ( t )  =  0  c ( t , x )  =  ( £  — x ) c o / £ ,  

t  ф  t * .  Обозначим ч е р е з  С ( x )  « с р е д н ю ю  с к о р о с т ь  с т а ц и о н а р н о г о  п е р е н о с а »  

в  с е ч е н и и  x  G  ( 0 ,  £ ) .  Тогдa  J  =  V ( x ) c ( t * ,  x )  =  D c o / £ .  П о с л е  п о д с т а н о в к и  с т а ­

ц и о н а р н о г о  р а с п р е д е л е н и я  c ( t * , x )  =  (£  — x ) c o / £  и  V ( x )  =  d x / d t  п о л у ч а е м  

d t  =  d x / V ( x )  =  (£  — x ) d x / D .  Интегрированием н а  о т р е з к е  [0 , £] о п р е д е л я ­

е м  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  в р е м я  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т и  т* =  £ 2 / ( 2 D ) .  Э т о  

з н а ч е н и е  в о з н и к а е т  и  п р и  в е р о я т н о с т н о м  а н а л и з е  д и ф ф у з и и  (2 9 ] .

П у с т ь  д и ф ф у з и я  м е д л е н н а я  н а  ф о н е  п о в е р х н о с т н ы х  процессов. Р а с ­

с м о т р и м  у с т а н о в л е н и е  q o =  P  — b q 2 , qo ( 0 )  = 0  ^  Со =  V P / b  ( D c x ( t , 0 )  «  0 ) .  

И н т е г р и р у е м :

V P  — V b q o ( t )  =  e x p  { — 2 V b P t } ( V P  +  V b q o ( t ) ) ,

1 — V b P - 1 / 2 q o ( t )  ф  2  e x p  { — 2 V b P t }  ( q o ( t )  ф  CoC.

П р и  t  =  т* =  N / V b P ,  N  =  2  , л е в а я  ч а с т ь  н е р а в е н с т в а ,  х а р а к т е р и з у ю щ а я  

о т к л о н е н и е  о т  у с т а н о в л е н и я  н а  п о в е р х н о с т и ,  м е н ь ш е  3 .7 % . М о ж н о  б ы л о  б ы
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у т о ч н и т ь  т * , з а м е н и в  ф у н к ц и ю  — ̂ с ж(£ , 0 )  н а  в е л и ч и н у  4 :

<70 =  р  —  Ъ<0 —  4 , < о ( 0 )  =  0  ^  <?о =  \ ! Ь - 1 ( Р  —  4 ) ,  т * =  2 / ^ Ъ ( Р  — , 4) .

Н о  с т а ц и о н а р н о е  з н а ч е н и е  4  з а в и с и т  о т  в с е х  п а р а м е т р о в  м о д е л и ,  а  п о с к о л ь ­

к у  4  <  Р / 2 ,  т о  п о р я д о к  о ц е н к и  в р е м е н и  т* н е  и з м е н и т с я .

В ы я с н и м  м е х а н и з м  в л и я н и я  к о э ф ф и ц и е н т а  р а с т в о р и м о с т и  д  н а  с в о й ­

с т в а  р е ш е н и й  з а д а ч и  I . О б о з н а ч и м  Р 0 (£ ) =  — Р с ж(£ , 0 )  ( Р 0 =  4 ) ,

/о

_ /*6* _ Г _
0  =  J -1 / [Ро(т) -  J ] 4т =  -  t* -  F - Ч  Fo(t ) d r

/о
>  0 .

0

ным и  п о в е р х н о с т н ы м  в р е м е н а м и ) .  Н а  н а ч а л ь н о м  э т а п е  в х о д н о й  д и ф ф у ­

з и о н н ы й  п о т о к  F o ( t )  и с п ы т ы в а е т  в с п л е с к  и  з а т е м  F o ^  J • П р о д о л ж и т е л ь ­

н о с т ь  в с п л е с к а  о т н о с и т е л ь н о  н е в е л и к а  ( ^  t * ) ,  н о  и н т е г р а л  м о ж е т  о к а з а т ь с я

0

0

л я  д о  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  с  о с ь ю  в р е м е н и  а с и м п т о т ы  г р а ф и к а  к о л и ч е с т в а  

а т о м о в  в о д о р о д а ,  п р о н и к ш и х  в  о б ъ е м  п л а с т и н ы  с  е д и н и ч н о й  п о в е р х н о с т и .  

А н а л о г и я  с  в р е м е н е м  з а п а з д ы в а н и я .  К о г д а  м о д е л ь  I в ы р о ж д а е т с я  в  I I ,  з н а ­

ч е н и е  0  ( к а к  и  t o )  можно в ы ч и с л и т ь  а н а л и т и ч е с к и :  0  =  0 1 1  =  ^2 / 3 D  =  2 t0 1 -

Э т о  с л е д у е т  и з  с 0 =  с 0 =  4 4 / D ,  t 0 =  .£2 / ( 6 D ) ,  J  =  — D c x ( t , ^ )  и  б а л а н с а :

r-t* r-t* Тй2

J  D - 1 x d x  =  F o d t  — J  d t ,  ——  =  [ 0  +  t * ] J  — S *  ^  
d o  d o  d o  2 D

^  3 t o  =  0  + 1* — S * J  1 =  0  +  t o .

О т с ю д а  0  =  2 t 0 . З д е с ь  v  J ,  S * ,  t * , t 0 , 0  п о д р а з у м е в а е т с я  и н д е к с  I I .

О с т а н о в и м с я  н а  с в о й с т в а х  в е л и ч и н ы  0  =  0 1 , х а р а к т е р и з у ю щ е й  ж е с т ­

к о с т ь  з а д а ч и  п е р е н о с а .  Р а з д е л и м  0  н а  слагаемые: 0  =  0 1 1  +  0 .  П р и  t  =  t*  

и з  б а л а н с а  ( 4 . 4 )  с  у ч е т о м  — D c x ( t ,  0 )  =  [ F 0 ( t )  — J  ] +  J  , п р е д с т а в л е н и я  ( 4 .6 )  

и  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  D c x ( t , ^ )  =  — J  ( t )  — q g ( t )  и м е е м

f £ J 2
J 0  +  J t *  — S *  — ф  =  c ( t * , x )  d x  =  со ^  — — = - =  c o ^  — J £ .

d o  2 D

З д е с ь  S *  —  и н т е г р а л  о т  п л о т н о с т и  д е с о р б ц и и  J ( т ) =  b q | ( r ) ,  т  G [0 , t * ] .  

П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и я  со  =  +  J 4 / D ,  =  д ф  =  g ( J / b ) 1 / 2 , п о с л е  д е л е н и я

н а  J  д л я  в р е м е н и  з а п а з д ы в а н и я  to  =  t*  — S * / J  п о л у ч а е м  с о о т н о ш е н и е

t o +  0  =  2 ^ ^  +  ^ , 1  ^  ^  ^0 +  0  =  ( ^ +  g  1 ) (b 4 : ) 1 / 2 . ( 4 - 9 )
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А н а л о г и ч н о е  в ы р а ж е н и е  д л я  м о д е л и  III: ?о +  ©  =  ! ( Ь 7 ) - 1 / 2 .

К р и т е р и и  в ы р о ж д е н и я  £  ^  д ,  £  ^  V  а с и м п т о т и ч е с к и е .  К а к  у к а з а т в  

« ш к а л у  с о и з м е р и м о с т и »  в  к о н к р е т н о й  з а д а ч е ,  к о г д а  д и а п а з о н  допустимых 
з н а ч е н и й  п а р а м е т р о в  о т н о с и т е л в н о  м а л  ( н е  5 - 1 0  п о р я д к о в ) ?  З а п и ш е м  с о ­

о т н о ш е н и е  ( 4 . 9 )  в  переменных £  =  I 2 / 2 В ,  д  =  2 / л / Ь Р :

*о +  ©  =  £  +  О д ,  Р  +  ©  =  О д ,  О  =  0 . 5 ( д !  +  1 ) У Р 7 - 1 .

Вырождение 1̂ 11 х а р а к т е р и з у е т с я  О д  ^  0  ( О д  ^  £ ) ,  О  =  О ( Б , Ь , д , в ) .  

Д л я  о ц е н к и  в л и я н и я  поверхностных п р о ц е с с о в  н а  водородопроницаемость
н е о б х о д и м о  и с с л е д о в а т в  о к р е с т н о с т ь  с о и з м е р и м о с т и  О д  ~  £ .

О

безразмерный п а р а м е т р  V  =  л / д ! ,  х а р а к т е р и з у ю щ и й  соизмеримость е м к о ­

с т е й  п о в е р х н о с т и  и  о б ъ е м а  п л а с т и н ы  ( в  р а в н о в е с и и  в  с т о л б и к е  п о д  е д и н и ч ­

н о й  п л о щ а д к о й  н а х о д и т с я  д д !  а т о м о в  в о д о р о д а ) .  В о с п о л ь з у е м с я  в ы р а ж е ­

н и е м  д р о б и  д ! / 7  и з  у р а в н е н и я  с т а ц и о н а р а :

О  =  0 . 5 ^  +  V - 1  ) ^ /  д ! Р 7 - 1  =  М  (V  +  V - 1 ) / £ д - 1 ,

Д Р  1 1 /2
М

Д Р  -  7  - V I  _
>  1 , О д  =  М { у  +  V  1) л Д П  

^  ?о +  ©  =  ?0 +  ©  — £  =  М ( V  +  V - 1 ) / д ,  2 7  <  Р .  

М

/ р  -  7  -  / 7  =  7 г >  0 ,  / р  -  7  -  / 7  =  Р Р  -  / 7  +  о ( / 7 ) .

О сновной вари ан т. Р а с с м о т р и м  у с л о в и е  Р  ^  7  , к о г д а  п а д а ю щ и й  н а  в х о д  

п о т о к  з н а ч и т е л ь н о  п р е в о с х о д и т  п р о п у с к н у ю  с п о с о б н о с т ь  м а т е р и а л а .  Э т о г о  

м о ж н о  д о б и т ь с я  з а  с ч е т  {р о , ! }. Уменьшение р о  у в е л и ч и в а е т  в р е м я  э к с п е ­

р и м е н т а  и  с н и ж а е т  т о ч н о с т ь  и з м е р е н и й .  П о э т о м у  п о н я т н о  с т р е м л е н и е  у в е ­

л и ч и т ь  Р .  Н о  ж е л а т е л ь н о  т е  д о в о д и т ь  д е л о  д о  \ / Р  ^  I , п о с к о л ь к у  « р а с т е т

Ь, д

м е н т а  \ / Р  ^  I  ( п р о в е р я е т с я  п о с л е  о п р е д е л е н и я  в  п о  д в у м  с т а ц и о н а р а м )  

п о з в о л я е т  з а м е т и т ь  к а ч е с т в е н н ы е  з а к о н о м е р н о с т и ,  к о т о р ы е  в  б о л е е  ш и р о ­

к о м  д и а п а з о н е  п о д т в е р ж д а ю т с я  ч и с л е н н ы м  а н а л и з о м .  И т а к ,  п р и  М  ~  1

а  =  ?о +  ©  =  (V  +  V  1) л Д г } ,  V  =  л / д ! ,  ^

^  5 а  =  а £ - 1  =  5 ? о +  5 ©  =  (V  +  V - 1 )  / д £ - 1 , (4.10)
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г д е  и с п о л ь з у ю т с я  о б о з н а ч е н и я  5 ф  =  Ф / £ ,  5 0  =  0 / ф ,  ф  =  Ф  — ф ф  

^о =  £ 2 / 6 Р ,  00 =  0  — 0 11, 0 1 1  =  - О т с ю д а  я с н о ,  ч т о  в е л и ч и н ы  а  и  5 а ,

х а р а к т е р и з у ю щ и е  о т к л о н е н и е  м о д е л и  I о т  II п о  в х о д н о м у  в с п л е с к у  и  з а п а з ­

д ы в а н и ю ,  з а в и с я т  л и ш ь  о т  с е д л о в о г о  п а р а м е т р а  р а с т в о р е н и я  д  и  с о о т н о ш е ­

н и я  д и ф ф у з и о н н о г о  и  п о в е р х н о с т н о г о  в р е м е н  ф =  £ 2 / 2 Р ,  П =  2 / \ [ Ъ Р  ( а  —  

о т  с р е д н е г о  г е о м е т р и ч е с к о г о  в р е м е н и ,  5 а  —  о т  и х  о т н о ш е н и я ) .  В ы б о р о м  

т о л щ и н ы  п л а с т и н ы  £  м о ж н о  в л и я т ь  н а  к о э ф ф и ц и е н т  у с и л е н и я  ( V  +  V - 1 ) .  

Д л я  м о д е л и  III а  =  v ^ J ф g ,  т о ч к а  п е р е г и б а  о т с у т с т в у е т .

Результаты численного моделирования. Д л я  ф и к с и р о в а н н ы х  Р ,  Р  

(в  у к а з а н н ы х  г р а н и ц а х )  р а с с м а т р и в а л и с ь  з н а ч е н и я  V  £  [ 1 0 - 2 , 1 0 2 ] и  в а ­

р ь и р о в а н и е м  к о э ф ф и ц и е н т а  Ь о п р е д е л я л с я  п р и м е р н ы й  д и а п а з о н  с о и з м е р и ­

м о с т и  О д / ф  £  [ 1 0 - 2 , 1 0 2 ] . В е л и ч и н ы  0  и  ф  х а р а к т е р и з у ю т  « в х о д »  и  « в ы ­

х о д » .  П р и  Р  ^  3  ( р / Р  ^  / )  з н а е м  к а ч е с т в е н н о е  п о в е д е н и е  и х  с у м м ы  а .  

Ж е л а т е л ь н о  и м е т ь  и н ф о р м а ц и ю  о  н и х  в  о т д е л ь н о с т и .  Н а  р и с .  4 . 1 , 4 . 2  п р е д ­

с т а в л е н ы  з а в и с и м о с т и  ф ,  0  о т  ф ф д  п р и  р а з л и ч н ы х  V  £  [ 1 0 - 2 , 1 0 2]. Г р а ­

ф и к и  з а в и с и м о с т и  5 ф ,  5 0  о т  л / д / ф  к а ч е с т в е н н о  а н а л о г и ч н ы  ( п е р е г и б  п о

V  и  е г о  о т с у т с т в и е ) .  Д л я  о п р е д е л е н н о с т и  ф и к с и р о в а н ы  з н а ч е н и я  р о  =  0 .1 ,  

£  =  0 . 0 ф  Р  =  1 0 - 6 , и х  в а р и а ц и и  н е  п р и в о д я т  к  к а ч е с т в е н н ы м  и з м е н е н и ­

я м  г р а ф и к о в .  У к а з а н н ы м  в о  в р е з к а х  з н а ч е н и я м  V  с о о т в е т с т в у ю т  д  =  V 2 / !  

А б с ц и с с а  х  =  ф ф д  д а е т  к о м п л е к с  Ь в  =  4 ф 2 / ( х 4 ц р о ) ,  о п р е д е л я ю щ и й  в р е м я  

з а п а з д ы в а н и я  ф  =  ф .  С о и з м е р и м о с т ь  в р е м е н  О д  ~  ф х а р а к т е р и з у е т с я  с л е ­

д у ю щ и м :  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  V  =  0 .0 1 ;  0 .1 ;  1; 1 0 ,  1 0 0  с о о т в е т с т в у ю т  д и а ­

п а з о н ы  О д  ~  ф в  п р е д е л а х  3  х  1 0 - 1  — 1 0 2 ; 3  х  1 0 - 1  — 7  х  1 0 1 ; 1 0 - 1  — 1 0 2 ; 

1 0 - 1  — 2  х  1 0 2 ; 3  х  1 0 - 1  — 1 0 2 . Р и с .  4 . 3  д е м о н с т р и р у е т  п о ч т и  п о с т о я н с т в о  

« п р о и з в о д н о й  в х о д а  п о  в ы х о д у » ,  т . е .  с л а б у ю  з а в и с и м о с т ь  о т н о ш е н и я  5 0 / 5 ф  

о т  п о в е р х н о с т н о г о  в р е м е н и .  У п р а в л я ю щ и м  п а р а м е т р о м  я в л я е т с я  в  о с н о в -

д

V  =  1 п е р е г и б  п р о и с х о д и т  т о л ь к о  у  ф ,  п р и  э т о м  00 р а с т ё т  м о н о т о н н о  с  р о ­

с т о м  V  д о  з н а ч е н и я  « н а с ы щ е н и я »  0 1 1 1  ( д л я  м а л ы х  V  н е  и с к л ю ч е н о  0  <  0 ) .  

Ф о р м у л а  ( 4 . 1 0 )  п о л у ч е н а  п р и  3  ^  Р ,  н о  в ы ч и с л е н и я  п о к а з а л и ,  ч т о  п о л о ж е ­

н и е  т о ч к и  п е р е г и б а  н е  м е н я е т с я  в  ш и р о к о м  д и а п а з о н е  п а р а м е т р о в  м о д е л и  

( р и с .  4 . 4 , 4 . 5 ) .  Р и с .  4 . 6  п о к а з ы в а е т  д и н а м и к у  п е р е х о д а  1 ^ 1 1 1  с  р о с т о м  д .

О с т а н о в и м с я  п о д р о б н е е  н а  з а в и с и м о с т и  п о к а з а т е л я  п р о п у с к н о й  с п о с о б -  

3  / Р

л е н о ,  ч т о  п р и  ф и к с и р о в а н н о м  ф в  м о д е л и  III п р и р а щ е н и е  в р е м е н и  з а п а з ­

д ы в а н и я  ф ф  =  ф 11 — £() и  с т а ц и о н а р н а я  в о д о р о д о и р о и и ц а е м о с т ь  3 / Р  з а ­

в и с я т  т о л ь к о  о т  п р о и з в е д е н и я  Ь Р .  О б о з н а ч и м  у 1 1 1  =  [ Ь Р ] 1 / 2 . В е л и ч и н а  

у 1 1 1  и м е е т  р а з м е р н о с т ь  с к о р о с т и  и  х а р а к т е р и з у е т  д и н а м и к у  п о в е р х н о с т ­

н ы х  п р о ц е с с о в  п р и  б ы с т р о м  н а с ы щ е н и и  п о в е р х н о с т и .  Р и с .  4 . 7  д е м о н с т р и ­

р у е т  у м е н ь ш е н и е  з а п а з д ы в а н и я  ф ф  с  р о с т о м  п о в е р х н о с т н о й  с к о р о с т и  у ш .
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П р и  у 1 1 1  =  V 1 1  =  2 Р / £  ( у 1 1  —  « с р е д н я я  с к о р о с т ь »  д и ф ф у з и о н н о г о  п е р е н о ­

с а  в  м о д е л и  II) с  о т н о с и т е л ь н о  м а л о й  п о г р е ш н о с т ь ю  с п р а в е д л и в о  ф  ~  £  

( £  =  £ 2 / 2 0  — диффузионное время). Рис. 4 . 8  п о к а з ы в а е т ,  к а к  в м е с т е  с  /О11 

у м е н ь ш а е т с я  п р о н и ц а е м о с т ь  / / Р .  П р и  V 1 1 1  ^  V11 показатель . 1  / Р  п р а к т и ч е ­

с к и  н е  з а в и с и т  о т  V111 и  б л и з о к  к  максимуму 1 / 2 .  С  р о с т о м  V 1 1 1  з а в и с и м о с т ь  

1 / Р  о т  V 111  с т а н о в и т с я  л и н е й н о й  в  л о г а р и ф м и ч е с к и х  к о о р д и н а т а х .

В  н е л и н е й н о й  м о д е л и  I  п р и  ф и к с и р о в а н н о м  з н а ч е н и и  £  о т н о ш е н и е  1  / Р  

з а в и с и т  т о л ь к о  о т  с к о р о с т и  V1 =  у / Ъ Р / д ,  п о с к о л ь к у  с т а ц и о н а р н ы е  п о т о к и  в  

I и  III с о в п а д а ю т .  Х а р а к т е р  э т о й  з а в и с и м о с т и  у т о ч н я е т  р и с .  4 . 9 .  Н о  в р е м я  

з а д е р ж к и  ф  =  ф  — ^  о п р е д е л я е т с я  п р и  этом н е  т о л ь к о  в е л и ч и н о й  V1 , н о  и

д

и с п о л ь з о в а л и с ь  н е  с к о р о с т и ,  а  в р е м е н а .  С  р о с т о м  к о э ф ф и ц и е н т а  б ы с т р о й  

р а с т в о р и м о с т и  д  п р о и с х о д и т  в ы р о ж д е н и е  и с х о д н о й  м о д е л и  I —^111 и  т о ч к а  с  

к о о р д и н а т а м и  (V 11, £ )  п о п а д а е т  н а  график з а в и с и м о с т и  ф ^ 1 ) ( р и с .  4 . 1 0 ) .

Р и с .  4 . 1 .  З а в и с и м о с т ь  ф  о т

( п е р е г и б  п р и  V  = 1 ) .

Р и с .  4 . 2 .  З а в и с и м о с т ь  @ о т  л/£П  

( м о н о т о н н о с т ь  п о  V ).

А лгори тм  оценки  парам етров . П о  к л а с с и ч е с к о й  к р и в о й  п р о н и ц а е м о с т и  

н е л ь з я  о д н о з н а ч н о  с д е л а т ь  в ы в о д  о  с о и з м е р и м о с т и  п о в е р х н о с т н ы х  п р о ц е с ­

с о в  и  д и ф ф у з и и .  Е с л и  в з я т ь  1 и  ф  =  ф  — £*/1 и з  з а д а ч и  I и  п р и н я т ь  в  

м о д е л и  II О  =  Р ц  =  .£2/6 ф ,  Со =  1  £ / Р ц : т о  в  II получим т о  ж е  з н а ч е н и е  1 . 
Б л и з к и м и  м о г у т  б ы т ь  и  п е р е х о д н ы е  п р о ц е с с ы .  Н а п р и м е р ,  п р и  д ~  1 0 - 2, 

ЪР ~  1 0 - 7, О  =  1 0 - 6 к о н ц е н т р а ц и я  со б о л ь ш е  £ 1/ р  п о ч т и  в  д в а  р а з а  и  

ф  «  £2 / 2 Р ^  О д н а к о  1 (£) в  моделях I и  П  ( п р и  у к а з а н н ы х  О — и  Со) с о в п а д а -
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Рис. 4.3. «Производная входа по Рис. 4.4. Сравнительное; поведение
выходу»: £©/££о от Vп/£- запаздываний, .1 С  Р.

: 1, 5

г ^  =  200 —  И
11 =  1.66 

^ Р  =  2 К Г 7...104
^  ЙР 
—  0

V
У

1 0 ‘  1 0 ' '  10 " 1 0 '

Рис. 4.5. Сравнительное поведение Рис. 4.6. Динамика перехода модели I 
запаздываний, .  «  Р. в III с ростом д.
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Рис. 4.7. Зависимость ф0 от л/ъР 
(модель III).

Рис. 4.8. Зависимость 1 /Р  от л/ьР 
(модель III).

Рис. 4.9. Зависимость 1/Р от л/ЪР/д Рис. 4.10. Зависимость ф0 от VЪР/д
(модель I). (модель I).
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Рис. 4.11. Идентификация моделей Рис. 4.12. Зависимость слагаемых 
1—111 то запаздываниям, Ьш  =  Ь. в формуле (4.17) от V.

Рис. 4.13. Зависимость £2,з от д. Рис. 4.14. Рост запаздывания ф0.
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ю т  в  п р е д е л а х  5 % . П о э т о м у  п р е д л а г а е т с я  э к с п е р и м е н т  с  д в у м я  д а в л е н и я м и  

и  « с т а р т о м »  н а  в т о р о м  э т а п е  н е  с  н у л я ,  а  с  д о с т и г н у т о г о  с т а ц и о н а р а .

В н а ч а л е  п р о д о л ж и м  р а с с у ж д е н и я  в  р а м к а х  м о д е л и  I I  ( с о  =  1 о ) .  Д л я  

в т о р о г о  э т а п а  ( р 0  —  Р €  [Р*, Р*]) с д е л а е м  з а м е н у  с д ( Р ,  ж ) =  с (Р , ж ) — с (Р * , ж )

и  п р и м е м  Р* з а  н а ч а л о  о т с ч е т а  в р е м е н и .  З д е с в  с (Р * , ж ) =  4 О - 1 (Р — ж )  4  =  4 / / ,  

Р* =  Р ^ , Р* =  Р * .  П о л у ч и м  т у  ж е  к р а е в у ю  з а д а ч у  д л я  р а з н о с т и  с д ,  т о л в к о  

в м е с т о  в е л и ч и н  10 , 4 / / (Р) б у д у т  А 1 0 =  1 +  — 1 0 и  Д . #  =  4 / /  — 4 ц  ( 4 / /  =  Т р ) .  

Н о в о е  в р е м я  з а п а з д в г о а н и я  в ы ч и с л я е м  п о  ф о р м у л е

А  9  /■д **
А р 0  =  А Р *  — . 7 * , А 9 *  =  /  Д . / / ( т ) 7 т  , ( 4 - 1 1 )

Д .1 / /  7 0

г д е  о б о з н а ч е н о  А Р *  =  Р* — Р*, А Т / /  =  Т /+  — 4 / / .  В  и с х о д н о м  в р е м е н и  и н ­

т е г р и р о в а н и е  в е д е т с я  п о  т  €  [Р*, Р*] и  в е л и ч и н а  А ф  о п р е д е л я е т с я  д л и н о й  

о т р е з к а  м е ж д у  т о ч к о й  ( £ * , 9 * )  и  т о ч к о й  п е р е с е ч е н и я  а с и м п т о т ы  д л я  ф у н к ­

ц и и  9 *  +  А 9 ( Р )  (Р >  Р*) с  г о р и з о н т а л ь н о й  п р я м о й  9  =  9 * .  В  м о д е л и  I I  

А р 0 =  Р0 =  Р2 / 6 О  и  з а п а з д в т а н и е  н е  з а в и с и т  о т  Ь, д ,  в , р 0 ,

В ы р о ж д е н н ы м  с л у ч а и .  Н а п о м н и м ,  ч т о  з н а ч е н и я  п а р а м е т р а  8  и  к о м п л е к ­

с а  г  =  М / ( д О )  =  Ь1 /2 Р / О  о п р е д е л я ю т с я  и з  а н а л и з а  с т а ц и о н а р о в .  П о  

и з в е с т н о й  и з  э к с п е р и м е н т а  п л о т н о с т и  д е с о р б ц и и  4  (Р) =  Ь д2 (Р) в ы ч и с л я е м  

Р1 =  Р* — 5 * / 7  и  Р2 =  А р *  — А 5 * / А Д  т . е .  в  ( 4 . 1 1 )  в м е с т о  А . / / ( Р )  и с п о л ь з у е м  

А . ( Р )  =  4 (Р) — 7 ,  А 7  =  4  +  — 7  . Е с л и  Р̂  с о в п а д а ю т  с  в ы с о к о й  т о ч н о с т ь ю ,  

т о  о б о с н о в а н н о  п о л а г а е м ,  ч т о  э к с п е р и м е н т  н а х о д и т с я  в  з о н е  I —^11. В е д ь  

в  м о д е л и  I н а  в т о р о м  э т а п е  и з м е н и л о с ь  н е  т о л ь к о  в х о д н о е  д а в л е н и е ,  н о  

и  н а ч а л ь н ы е  д а н н ы е .  Х о т я  т е о р е т и ч е с к и  в р е м е н а  з а п а з д ы в а н и я  ф  м о г у т  

с о в п а с т ь  и  в  I п р и  с п е ц и а л ь н о  п о д о б р а н н ы х  р ф  р(+- И з  ф  =  ^ 2 / 6 О  н а х о ­

д и м  о ц е н к у  к о э ф ф и ц и е н т а  д и ф ф у з и и  О .  С о о т н о ш е н и е  ( 4 . 7 )  д а е т  з н а ч е н и е  

к о м п л е к с а  д / л / Ь .  О д н о з н а ч н о  о п р е д е л я е т с я  к о э ф ф и ц и е н т  о б ъ е м н о й  д е с о р б ­

ц и и  Ь =  Ь / д 2 . Д л я  р а з д е л е н и я  п а р а м е т р о в  д ,  Ь т р е б у е т с я  д о п о л н и т е л ь н а я  

и н ф о р м а ц и я ,  н а п р и м е р ,  з н а ч е н и е  р а в н о в е с н о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  у  ( у ) .  Е с л и  

ф  ~  Р2 , н о  Р  ~  4  и  ( и л и )  Р  +  ~  4 + ,  т о  м о ж н о  п е р е й т и  к  н е л и н е й н о й  м о д е л и ,  

с ч и т а я  п о л у ч е н н ы е  о ц е н к и  к о э ф ф и ц и е н т о в  О ,  Ь п о д л е ж а щ и м и  у т о ч н е н и ю .

Н е л и н е й н а я  м о д е л ь .  П у с т ь  в ы ч и с л е н н ы е  з н а ч е н и я  ф  с у щ е с т в е н н о  р а з ­

л и ч н ы  в  м а с ш т а б е  в р е м е н и  у с т а н о в л е н и я  Р*. О б р а т н у ю  з а д а ч у  р е ш а е м  п о ­

— —

в е л и ч и н ы  ф ,  в ,  г  =  Ь1 /2 Р О - 1 , Р  =  ц в р 0 и  г р у б ы е  о ц е н к и  к о э ф ф и ц и е н т о в  

О ,  Ь п о с л е  о б р а б о т к и  и з в е с т н о й  и н ф о р м а ц и и  4 (Р) п о  л и н е й н о й  м о д е л и  I I .

1 . В  р а м к а х  н е л и н е й н о й  м о д е л и  I I I  с п р а в е д л и в ы  с о о т н о ш е н и я

Р0 +  ©  =  £  +  ф 7 ) - 1 / 2  =  е [ 1  +  2 ( г 1  ) - 1 ] =  £  [ х  +  1 ] ,  ( 4 . 1 2 )

р0 =  Р1 =  Р* — 5 * 7  1 , г 1  +  1  =  х ,  ©  =  0 / / / (Ь , О ) ,
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X  =  V Р 4 - 1  — 1 >  1 , г  =  - Ь 1 /2 В  : .

И м е е м  н и ж н ю ю  г р а н ь  70 +  В  =  - 2 / В  =  2 [ Д  +  В 7 ] .  Р е ш а е м  к р а е в у ю  з а ­

д а ч у  III с  т е к у щ и м и  о ц е н к а м и  п а р а м е т р о в  В ,  Ь и  в ы ч и с л я е м  а п п р о к с и м а ­

ц и ю  В ( 1 ) . Заменив в  у р а в н е н и и  (4.12) н е и з в е с т н у ю  в е л и ч и н у  В  н а  п р и ­

б л и ж е н и е  В ( 1 ) , н а х о д и м  з н а ч е н и я  £ (1) В (1) =  - 2 / 2 { ( 1 ) , Ь(1) =  ( В (1 )г / - ) 2 .

П о в т о р я е м  и т е р а ц и и  д о  у с т а н о в л е н и я ,  о р и е н т и р у я с ь  н а  н е в я з к у  |Э  — , 4 (1 ,2 ) |.

2 .  П е р е х о д и м  к  м о д е л и  I т о л ь к о  к о г д а  с у щ е с т в е н н а  р а з н и ц а  в  п е р е х о д ­

н о м  п р о ц е с с е  4 ( 7 ) — 4 / / / ( 7 )  ( п о с к о л ь к у  4 /  =  4 / / / ,  р и с .  4.6). И з в е с т н ы  з н а ч е н и я  

в ,  Ь =  Ь / д 2 , В  =  Ь1 /2 - / г .  О с т а л о с ь  о п р е д е л и т ь  п а р а м е т р  $  и л и  Ь. В ы б и р а я  

В (1) =  В 771, В (1) =  2 £ / 3  и л и  д а ж е  В (1) =  0  ( к о г д а  о ч е н ь  в е л и к а  р а з н и ц а  

м е ж д у  4 / / /  и  4 ,  д  ^  1 ) ,  м о ж н о  о р г а н и з о в а т ь  и т е р а ц и о н н ы й  п р о ц е с с  н а  о с н о ­

в е  с о о т н о ш е н и я  (4.9). Н о  в  к о н к р е т н о й  з а д а ч е  с р а з у  я с н о  ( с м .  р и с .  4.6,4.11)
д

С о п р я ж е н н ы е  у р а в н е н и я .  В ы ш е  п р и  у т о ч н е н и и  з н а ч е н и я  в е л и ч и н ы  

В

л и з о в а т ь  и  ( к в а з и ) н ь ю т о н о в с к и й  а л г о р и т м ,  н о  э т о  п р е д с т а в л я е т с я  г р о ­

м о з д к и м .  О с н о в н а я  п р о б л е м а  д л я  с х о д и м о с т и  —  н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е .  

Э т о т  э т а п  в ы з ы в а е т  о п р е д е л е н н ы е  т р у д н о с т и  в  с в я з и  с  н а ч а л ь н ы м  в с п л е с ­

к о м  в х о д н о г о  п о т о к а  В о  (7 )  =  — В - ж (7 , 0 ) .  П о п ы т а е м с я  с г л а д и т ь  э т у  н е п р и ­

я т н о с т ь ,  н а ц е л и в ш и с ь  н а  и т е р а ц и о н н о е  у т о ч н е н и е  и н т е г р а л а  о т  в х о д н о й  

к о н ц е н т р а ц и и ,  к о т о р а я  м о н о т о н н а  и  « г л а ж е » :  в  с и л у  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  

у р а в н е н и я  4о =  Р  —  Ьд0 — В о  к о н ц е н т р а ц и я  со  и н т е г р а л ь н о  з а в и с и т  о т  В о .  

Д л я  л ю б о г о  р е ш е н и я  с о п р я ж е н н о г о  у р а в н е н и я  ф * =  — В ф х х  и м е е м

/*** р /***
/  ( Ф - ) |* = 0 — В  ( с жф ) | х = 0  ^  +  В  ( ф х с ) | х = 0  ^7 =  0 .  ( 4 . 1 3 )

э о  4 0  4  0

В  с л у ч а е  ф  =  1 с  у ч е т о м  г /  +  1 =  х  п о л у ч а е м  у р а в н е н и е  б а л а н с а  ( 4 .9 ) :

- 2 д -  +  1 - 2 X  +  1  1

‘ °  +  В  =  +  7 д = 2 0  • Х — 1 +  Д / Г  ( 4 ' 1 4 )

В  т о ж д е с т в о  ( 4 . 1 3 )  м о ж н о  п о д с т а в и т ь  в ы р а ж е н и я  - ( 7 * ,  ж ) с о г л а с н о  ( 4 . 6 )  и  

- ( 7 , - )  =  д у / Э / Ь ,  с ( 0 ,  ж ) =  0 .  Н е т  информации о  - 0 (7 )  и  В о (7 )  =  — В - х (7 , 0 ) .  

О т  о д н о г о  и з  с о о т в е т с т в у ю щ и х  с л а г а е м ы х  в  т о ж д е с т в е  ( 4 . 1 3 )  м о ж н о  и з б а ­

в и т ь с я  д о п о л н и т е л ь н ы м  о г р а н и ч е н и е м  ф ( 7 ,  0 )  =  0  или ф х (7 , 0 )  =  0 .  П р е д п о ­

ч т и т е л ь н е е  и с к л ю ч и т ь  п л о т н о с т ь  в х о д н о г о  п о т о к а  В о  ( ф ( 7 ,  0 )  =  0 ) .  З н а ч е ­

н и я  в , г  считаем уже известными. Д л я  в а р и а н т а  ф  =  ж / -  ( з н а м е н а т е л ь  д л я  

н о р м и р о в к и )  с  у ч е т о м  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  ( 4 . 2 )  (ж  =  0 )  п о л у ч а е м

/ -  7 - 2 /  д В В *  п  г **

/ ( Ь , В )  =  - 2 - — ^  +  “ Т ф Т  — 7 /  - о № ^  =  0 ,  ( 4 1 5 )
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ç t * ç t * I

S *  =  J  J  d r ,  S * / 2 =  J  I  d r ,  I  =  \ [ J , I o =  g \ J b - l ( P  — J ) .

П о  а н а л о г и и  с  to  введем времена запаздыван и я  д л я  co  ( t )  и  I ( t ) :

рt  * рt  *
t c o  =  t * — c 0 /  с о ( т ) d r ,  t 1 / 2  =  t*  — C 1 I ( t ) d r .

o o

Т о г д а  у р а в н е н и е  ( 4 . 1 5 )  с  п о д с т а н о в к о й  z I  +  1 =  х  п е р е п и ш е т с я  в  ф о р м е  

V2 z
6D [ х  +  2] +  =  [ х  — 1 ] t 0 +  t 1 /2  — x t c0 . ( 4 . 1 6 )

П о д с т а в и м  в в 1р а ж е н и е  V b  и з  у р а в н е н и я  ( 4 . 1 4 ) :  t  =  V2 / 2 D ,

£  =  <Э [х — 1 ] +  x t c o  — 1 1 / 2  ( 0  =  ©  — & 1 1  =  ©  — V2 / 3 D ) .  ( 4 . 1 7 )

И т а к ,  д и ф ф у з и о н н о е  в р е м я  £  п р е д с т а в л е н о  в  в и д е  £  =  t i  + 12 — 1 3  ( р и с .  4 . 1 2 ) .  

Р а с с м о т р и м  а с и м п т о т и к у  р а з н о с т и  в р е м е н  t 2 — 1 3  с  р о с т о м  к о э ф ф и ц и е н т а  g .  

С т а ц и о н а р н ы е  к о н ц е н т р а ц и и  ф у  (Co >  ф )  у д о в л е т в о р я ю т  с о о т н о ш е н и я м

P  — b i ^ g - 2  =  J , b I 2 g - 2  =  J  ^  I o I - 1  =  х  =  / P J - 1  — 1 >  1 ,

J  <  P / 2 .  В  с и л у  у р а в н е н и я  с т а ц и о н а р а  х  =  z 1  +  1 формально п р и  с т р е м ­

л е н и и  g  ^  + œ  ( z  =  l \ f b / ( g D )  ^  + 0 )  имеем х  ^  + 1  I  — I  ^  + 0 )  

i o  f  b / g 2  ^  P / 2 .  К о н ц е н т р а ц и и  I o ,f  р а с т у т  с о г л а с о в а н н о  с  п а р а м е т р о м  g .  Д а ­

л е е ,  б о л ь ш а я  в х о д н а я  к о н ц е н т р а ц и я  н а  н а ч а л ь н о м  э т а п е  п р и в о д и т  к  б ы с т -

g

т е л ь н о  м а л ы  к о н ц е н т р а ц и я  q f  и  с о о т в е т с т в у ю щ и й  д е с о р б ц и о н н ы й  о т т о к .  

Н а б л ю д а е т с я  т е н д е н ц и я  к  в ы р а в н и в а н и ю  и н т е г р а л о в  о т  co  ,f ( t ) ,  а  н е  т о л ь ­

к о  п р е д е л ь н ы х  з н а ч е н и й  I o ,f .  С л е д о в а т е л ь н о ,  р а з н о с т ь  t 2 — t 3 =  х t c0 — t 1/ 2

g

_ f t * f t *
I  ( t )  =  C f ( t ) g - 1 V b ,  1 1 /2  =  t *  — I - 1 I  ( r  ) d r  =  t *  — I - 1 /  c f  ( r  ) d r  =  t c f .

o o

0  t *

ч т о  п р и  g  ^  1 п р а к т и ч е с к и  V2 / ( 2 D )  ~  [ х  — 1 ] [ 0  — V2 / ( 3 D ) ]  ( у с т а н о в л е н о  

ч и с л е н н о ) .  Э т о  д а е т  х о р о ш е е  н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е  0  ~  0 (o) в  ф о р м е  

л и н е й н о й  ф у н к ц и и  о т  £ .  Итак, п р и  g  ^  1 п о д о й д е т  0 (o) ~  0 ,  а  п р и  б о л ь ш и х  

g  с л е д у е т  б р а т ь  0 (o) и з  с о о т н о ш е н и я  V2 / 2 D  [ © — V2 т [ х  — 1 ].

И д е н т и ф и к а ц и я  м о д е л и  III. В ы р о ж д е н и е  1 ^ 1 1 1  п р о и с х о д и т  с  р о с т о м  g  

п р и  b  =  b / g 2  =  c o n s t .  У р а в н е н и я  в и д а  ( 4 . 1 4 ) ,  ( 4 . 1 6 )  д л я  м о д е л и  III п о л у ч а ­

ю т с я  ф о р м а л ь н ы м  п р е д е л ь н ы м  п е р е х о д о м  1 / \ / f e  =  1 / ( g b 1 /2 ) ^  0:

V2 х  +  1 V2 (  )

t o +  ©  =  2 D  • х  _  1 , 6 D  [ х  +  2] =  [ х  — 1 ] t o +  t 1 / 2  — X t c o  ( z  =  Vb1 2 d  ^ .
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Ф и к с и р у е м  tC ?  и з  у с л о в и я  ф / 2  — x t c°  «  0 ,  н а х о д и м  и з  в т о р о г о  у р а в н е н и я  

п р и б л и ж е н и е  D (°  и  з н а ч е н и е 5 (° )  и з  к о м п л е к с а  z .  Р е ш а я  к р а е в у ю  з а д а ч у

ф 1 ) <ч и с л е н н о ,  н а х о д и м  з н а ч е н и е  tC° и  т а к  д о  у с т а н о в л е н и я  ( н е с к о л в к о  и т е р а ­

ц и й ) .  Е с л и  р а с с м а т р и в а е м  I —^111, т о ,  с о в м е с т и в  т а к и м  о б р а з о м  с т а ц и о н а р в 1 

J /  и  J / / / ,  растворимость g  п о д б и р а е м  п о  м о н о т о н н о с т и  ( р и с .  4 . 6 , 4 . 1 1 ) .

В  и с х о д н о й  н е л и н е й н о й  м о д е л и  I в ы б о р  н а ч а л в н о г о  п р и б л и ж е н и я  —  п р о ­

б л е м а ,  к о т о р у ю  б у д е м  р е ш а т в  а п п р о к с и м а ц и е й  и н т е г р а л а  о т  в х о д н о й  о б ъ ­

е м н о й  к о н ц е н т р а ц и и  K  =  f ° * c ° ( t ) d t  в  с о о т н о ш е н и я х  ( 4 . 1 6 ) ,  ( 4 . 1 7 )  (tC °) « ? ) .

А п п р о к с и м а ц и я  и н т е г р а л а  К .  К о г д а  в х о д н а я  п о в е р х н о с т и  насыщается 
о ч е н в  быстро, м о ж н о  с ч и т а т в

K  «  t * c °  =  t * g ^ / b - 1 ( P  — J ) =  t * J ( z D ) - 1 .

С л е д у ю щ и й  ш а г  —  у ч т е м  и н т е г р а л в н о  в х о д н о й  п о т о к  з н а ч е н и е м  J  :

q ° =  — bq2 +  P  — J ,  q ° ( 0 )  =  0  ^  c ° ( t )  =  g q ° ( t )  =  c °  t a n h { t a ° } ,

a °  =  a / 2 ,  a  =  2  y / b ( P  — J ) .  В  о п р е д е л е н н о м  д и а п а з о н е  п а р а м е т р о в  м о д е л и  

э т о  п о з в о л я е т  у л у ч ш и т в  с х о д и м о с т и  ( 1 2 7 ] ,  х о т я  в х о д н о й  п о т о к  и  з а н и ж е н .  

Т а к о е  п р и б л и ж е н и е  ф у н к ц и и  c ° ( t )  к а ч е с т в е н н о  о т р а ж а е т  р е а л в н у ю  к а р т и ­

н у :  г р а ф и к  я в л я е т с я  S - о б р а з н о й  к р и в о й  н а с ы щ е н и я  с  х а р а к т е р н ы м и  п о к а ­

з а т е л е м  э к с п о н е н т ы  — a t  и  временем у с т а н о в л е н и я  т * . П о с к о л в к у  в  п р е д е л е  

и м е е м  F ° ( t )  —  J  , т о  с т а ц и о н а р н а я  к о н ц е н т р а ц и я  н е  и з м е н и т с я  ( t a n h  —  1 ) .  

В ы ч и с л я е м  и н т е г р а л  о т  к о н ц е н т р а ц и и  c ° ( t )  ( t* :  e x p { — a t *  }  «  ° )  :

K  «  c °  [t*  — [ b ( P  — J ) ] - 1 / 2  l n  2 ]  =  c °  [t*  — g - 1  [ b ( P  — J ) ] - 1 / 2  l n  2 ] .

Э т а  о ц е н к а  н е э ф ф е к т и в н а  п р и  I — I I I  с  р о с т о м  к о э ф ф и ц и е н т а  б ы с т р о й  р а с ­

т в о р и м о с т и  g ,  в ы р о ж д а я с в  в  K  «  c ° t * ,  t c°  «  0  ( п р и  этом в р е м я  t c°

g

о т н о ш е н и и  ( 4 . 1 4 )  0  «  0  н а  ф о н е  б о л ы и о г о  з н а ч е н и я  t °  и  п р и н и м а е м  

t c°  =  t*  — c - 1K  «  l n 2 [ b ( P  — J ) ] - 1 / 2  в  ( 4 . 1 6 ) .  Т о г д а  п о л у ч а е м  л и н е й н ы е  

у р а в н е н и я  д л я  о ц е н к и  п а р а м е т р о в  ф  g  ( а  з н а ч и т  и  к о э ф ф и ц и е н т о в  D ,  b ):

X  +  1 V P  х  +  2  V P

^  ( х  + l n 2  — 1 )  =  ( х  — 1 ) t °  + 1 1 / 2 .

K

g

п о в е р х н о с т и  з а м е н и м  о д и н  с о м н о ж и т е л и  q ° ( t )  п о л у ч е н н о й  а п п р о к с и м а ц и е й  

<?°(t) =  g - 1 c °  t a n h { t a ° } ,  a °  =  a / 2 :

<7° ( t )  =  — q ° ( t )  t a n h { t a ° } a °  +  P  — F ° ( t ) ,  q ° ( 0 )  =  0 . ( 4 . 1 8 )
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П о  п о с т р о е н и ю ,  е с л и  з а м е н и т ь  в х о д н о й  п о т о к  З о ( / )  н а  4 , т о  ф у н к ц и я  

б о ( / )  =  \ ! Ь- 1 ( Р  — 3 ) t a n h  | / ^ А ( Р  — 3 ) |

у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  ( 4 . 1 8 ) .  И щ е м  т а к у ю  а п п р о к с и м а ц и ю  ф у н к ц и и  

К Ь ( /)  ( К о ( / )  ^  3 ) ,  к о т о р а я  б ы  п р и в е л а  к  о ц е н к е  К  ~  Кб, п р и г о д н о й  и  

п р и  б о л ь ш и х  з н а ч е н и я х  д .  В  с и л у  у с л о в и я  ( 4 . 2 )  о р и е н т и р у е м с я  н а  К о <  Р .  

К р о м е  т о г о ,  т р е б у е м  с о б л ю д е н и я  м а т е р и а л ь н о г о  б а л а н с а  ( 4 . 1 4 ) :

Г > 0 ( т ) З т  =  Г з ф т ) З т  =  0  =  +  п ^  ( 4 . 1 9 )
7 о  Уо X  — 1 2 /

И з  ф и з и ч е с к и х  с о о б р а ж е н и й  п р и м е м  К о ( / )  =  3 [1 +  А е х р { — в / } ] -  П р и  в ы ­

б о р е  в  ориентируемся н а  в е л и ч и н у  К ( п / / ) 2 , х а р а к т е р и з у ю щ у ю  с к о р о с т ь  

у б ы в а н и я  в х о д н о г о  д и ф ф у з и о н н о г о  п о т о к а  в  а п п р о к с и м и р у ю щ е й  л и н е й н о й  

з а д а ч е  I I .  В ы ш е  п р и н я т а  в е р х н я я  о ц е н к а  п о к а з а т е л я  с к о р о с т и  н а с ы щ е н и я  

п о в е р х н о с т и  а  =  2 [ Ь ( Р  — 3 ) ] 1 / 2 . З н а ч е н и е  в  у т о ч н и м  п о з ж е .  П р е д э к с п о н е н т а  

А К

/ ■ * * _ _  Р *
/  К о  З т  =  3 [ / *  +  А в - 1 ] =  К о  З т  =  3 [ 0  +  /* ]  ^  А в - 1  =  0 .
о о

в

З о ( / )  =  — З о ( / )  t a n h { ^ а 0 } а 0 +  ( Р  — 3 )  — 3 А  е х р { — в / } ,  

п о л у ч а е м  с л е д у ю щ и е  п р е д с т а в л е н и я  ( а о  =  а / ф  д  =  а / в ) :

3 А
д о ( / )  =  Ь- 1 ( Р  — 3  ) t a n h { ^ а 0 }  —

е х р { / а о }  +  е х р { —/ а о }

е х р { ( — в  — а о ) / }  — 1 е х р { ( —в  +  а о ) / }  — 1

—в  — а о  — в  +  а о

+К  =  /  с о ( / )  З /  ~  с о /*  — 1 п 2 [ Ь ( Р  — 3 ) ]  1 /2
о

у г1 - 1 Зи | п _  12 Щ и7 + 1 Зи +  7 1
+ 4 д А 3  2 ^  +— 2 ] [ 7  + 2 ]  ■ ( 4 2 °»

П р и  и н т е г р и р о в а н и и  в ы б и р а л а с ь  з а м е н а  и  =  е х р { — в / } ,  е х р { —в / * }  ~  0 .  

Р а с с м о т р и м  п о к а з а т е л ь  в  =  К ( п / / ) 2 , х а р а к т е р н ы й  д л я  л и н е й н о й  з а д а ­

ч и  I I  ( р е ш е н и е  п р е д с т а в и м о  р я д о м  п о  ф у н к ц и я м  е х р { — К ( п к / / ) 2 } ) .  Т о г д а  

[ Ь ( Р  — 3 ) ] 1 /2  ~  л / Ъ Р  и  д  =  а / в  ~  £ / п -  Т е м  с а м ы м ,  ч и с л о  д  и м е е т  в а ж н ы й

х

х
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ф и з и ч е с к и й  с м ы с л  —  о н о  х а р а к т е р и з у е т  с о и з м е р и м о с т ь  д и ф ф у з и о н н о г о  и  

п о в е р х н о с т н о г о  в р е м е н .  П о с к о л ь к у  р е ч ь  и д е т  о  п р и б л и ж е н и и ,  т о  р а з у м н о  

о с т а н о в и т ь с я  н а  р а ц и о н а л ь н ы х  з н а ч е н и я х  ( ч т о б ы  и н т е г р а л  в ы ч и с л я л с я  в  

э л е м е н т а р н ы х  ф у н к ц и я х ) ,  н а п р и м е р ,  7  =  1 / 3 ,  1 / 2 ,  1 , 2 ,  3 .

П у с т ь  7  =  1 / 2  ( п о в е р х н о с т н ы е  п р о ц е с с ы  м е д л е н н е е  д и ф ф у з и и ,  о т н о с и ­

т е л ь н о  н и з к и е  т е м п е р а т у р ы ) .  Т о г д а  п о л у ч а е м  о ц е н к у

K  =  /  c o ( t )  d t  ~  со  t*  — l n 2  [ b ( P  — J ) ]  
J o  L

T'il - 1 / 2 -  A -
g J

b ( P  — J  )

8п  +  4 ln 2 — 7 A  l 2 g l  +  1

X 60 ’ 4 [b (P  — J ) l 1/ 2 " D  +  î ^ b  t 0’

ln 2 J  8п  +  4 ln 2 — 7

t c 0 g [ b (p  — J  ) l 1/ 2 +  " P  — J  60 ’

О т с ю д а  с л е д у е т ,  ч т о  п р и  м а л ы х  g  имеем прежнюю о ц е н к у  t co ( 0  — 0). 
С  р о с т о м  g  при вырождении I—̂111 п е р в о е  с л а г а е м о е  у б ы в а е т  и  п о л у ч а е м  

б ы с т р ы й  р о с т  t co ~  0 . П р и  у  =  1, 2 и з м е н и т с я  л и ш ь  к о н с т а н т а  в  ф о р м е  

д р о б и :  [2п  — 2 ln 2 — 1]/ 3, [п  — 3]/ 2. Правда, в  с л у ч а е  7  =  2 ( п о в е р х н о с т н ы е  

п р о ц е с с ы  б ы с т р е е ,  в ы с о к и е  т е м п е р а т у р ы )  п р и х о д и т с я  р а с к р ы в а т ь  н е о п р е ­

д е л е н н о с т ь  д р о б и  в  (4.20). Э т о  д е л а е т с я  с т а н д а р т н о .  О б о з н а ч и м  ч и с л и т е л ь  

ч е р е з  f  (7 ) . Тогда f  (2) =  0  / ( 2 )  =  [п  — 3]/ 2 , f  (7 ) =  / ( 2 ) ( Y  — 2) +  o ( |7  — 2|). 
С о к р а щ а е м  н а  7 —2 и переходим к  п р е д е л у  7  — 2 . О т м е т и м ,  ч т о  у т о ч н е н н о е  

п р е д с т а в л е н и е  з а п а з д ы в а н и я  t c0 п о - п р е ж н е м у  л и н е й н о  п о  £ ,  g .

Е с л и  н у ж н о  б о л е е  т о ч н о  у ч е с т ь  н а ч а л ь н ы й  б ы с т р ы й  р о с т  о т  н у л я  в х о д ­

н о г о  п о т о к а ,  т о  в ы б и р а е м  а п п р о к с и м а ц и ю

F 0 ( t )  ~  F 0(t ) =  tanh{ t a 0} J [1 +  A exp{— e t } .

П е р в ы й  м н о ж и т е л ь  в  м а с ш т а б е  в р е м е н и  н а с ы щ е н и я  п о в е р х н о с т и  р а с т е т  о т

A

п о - п р е ж н е м у  о п р е д е л я е т с я  м а т е р и а л ь н ы м  б а л а н с о м :

I UF (t ) d t  =  I **F ( t )  d t  ^  0  =  — ^  1 1 —  d u ,
J 0  J 0  a  a  J 0  1 + u Y

a  =  2[b (P  — J  )]1/ 2 =  д ф  a 0  =  a / 2 .  Вычисляя и н т е г р а л  K ,  п о л у ч а е м

P  2ln2 — J п  2 J  А Н ( д  )
t c0  =  ~7~Ц-------- СД--------+

( P  -  J  ) a  ( P  -  J  ) a

h ( Y ) =
Y 2 Г f 1 1 — u Y 1 Y  п

t 77 г /   d u  +  — — —
[y  — 2 ] [ y  +  2] _J 0  1 +  u Y  2  2

Л и н е й н о с т ь  з а п а з д ы в а н и я  t c0 n o  g ,  0  ( a  з н а ч и т  и  n o  g ,  £ )  с о х р а н я е т с я .

et
X
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5 .  П р о н и ц а е м о с т ь  д в у х с л о й н ы х  м а т е р и а л о в

М атем ати ч еск ая  м одель. Пусть первый слой (входной) состоит из хо­
рошо изученного металла. Проблема — в определении параметров водоро- 
допроницаемости на стыке и второго (выходного) слоя. С входной стороны 
обезводороженной и нагретой до температуры Т(Ь) =  Т пластины скачко­
образно создается достаточно высокое постоянное давление ро(/) =  ро во­
дорода в газовой фазе. С выходной стороны производится вакуумирование. 
Экспериментальными данными считаем плотность выходного десорбцион- 
ного потока. Примем для первого слоя следующую модель:

дс д 2 с
— =  О Д д Х 2  , (/,х ) е  $1 =  (0,/+) х (0,Т), (5.1)

со =  с(/, 0) =  д(Т)д(/), с(0,х) =  т(х), х е  [0,Т], (5.2)

=  дв(т)ро(/) — Ь(Т)з2(/) +  Я ( Т ) |Х [ =0, / е  [0,/+]. (5.3)

х

ж  = (г) дхи

щ  =  и ( / ,/) =  д*(Т)т(/), и(0,х) =  ^>*(х), х е  [0,/], (5.5)

д и  =  Д * (Т ) , (/ , х ) е  $ 2 =  (0 , / +) х (0, / ) , (5.4)

—7? ди
— =  ^5*(Т)рД/) — 3 — Д*(Т)дх _^, 3 =  Ь*(Т)т2(/). (5.6)

Начальные и граничные условия согласованы в смысле

д(1о)ф0) =  со(0) =  ^(0), д*(Гэ)т(0) =  иф0) =  ^*(/), То =  Т(0).

х = /
жиме вакуумирования на выходе ресорбцией пренебрегаем: дз*р£ ~  0. 

Примем следующие условия сопряжения на стыке слоев:

д с
В Д с # )  — й * ( Т ) и о ( / )  =  — Д ( Т ) д х  „ , ( 5 - 7 )

д с
су(/) =  с (/,£ ), ио(/) =  и(/, 0), ^ д х  г =  ^ * — п■ (5.8)

д и

ь дх
В процессе переноса нет накопления атомов водорода между слоями мем­
браны. Встречные потоки обмена пропорциональны концентрациям, раз­
ность равна диффузионному потоку. Потоки обычно будем относить к еди­
ничной площади, не добавляя слово плотность.
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Т р е б у е т с я  п о  в ы х о д н о м у  д е с о р б ц и о н н о м у  п о т о к у  ( е г о  п л о т н о с т и )  J ( t ) ,  

t  G [ 0 , t * ] ,  о ц е н и т ь  з н а ч е н и я  D * ,  b * , g * ,  s * ,  k  k * .  Б у д е м  с ч и т а т ь ,  ч т о  д л я  

м а т е р и а л а  п е р в о г о  с л о я  в е л и ч и н ы  D ,  b, g  s  и з в е с т н ы .  Д л я  д а л ь н е й ш е г о  

д о с т а т о ч н о  з н а т ь  D ,  s  и  к о м п л е к с  g / л / Ъ .  В р е м я  t*  о к о н ч а н и я  э к с п е р и м е н т а  

о п р е д е л я е т с я  в ы х о д о м  н а  с т а ц и о н а р :  J ( t )  «  J  =  c o n s t  t  k  t * .  И н ф о р м а ­

ц и я  о  з н а ч е н и я х  D * ,  b * , g * ,  s * ,  k  k* п р и  р а з л и ч н ы х  т е м п е р а т у р а х  T  д а ­

е т  в о з м о ж н о с т ь  о п р е д е л и т ь  п а р а м е т р ы  и  в  з а в и с и м о с т я х  D * ( Г ) , . . . ,  k * ( Г ) .  

П р и  н а л и ч и и  д р у г и х  н и ж н и х  и н д е к с о в  м е с т о п о л о ж е н и е  с и м в о л а  * м е н я е м .  

О т м е т и м ,  ч т о  х о т я  п р и  ^ s * g  ~  0  к о э ф ф и ц и е н т  s *  н е  в х о д и т  ф о р м а л ь н о  

в  м о д е л ь ,  о н  о п р е д е л я е т с я  д р у г и м и  п а р а м е т р а м и  ( с м .  ( 5 . 9 ) ) .

Равновесие и стационарная проницаемость. О ц е н и в а е м ы е  п а р а м е т р ы  

н е  я в л я ю т с я  н е з а в и с и м ы м и .  К о н с т а н т ы  с к о р о с т е й  п е р е х о д а  ч е р е з  г р а н и ц у  

с л о е в  k  k* в  п р и н я т о й  м о д е л и  т е с н о  с в я з а н ы  с  к о э ф ф и ц и е н т а м и  b, g  g  b*, 

g * ,  s *  п о в е р х н о с т н ы х  п р о ц е с с о в .  С о о т в е т с т в у ю щ е е  с о о т н о ш е н и е  п о з в о л и т  

п о н и з и т ь  р а з м е р н о с т ь  з а д а ч и  п а р а м е т р и ч е с к о й  и д е н т и ф и к а ц и и .

П о м е с т и м  с н а ч а л а  д в у х с л о й н ы й  о б р а з е ц  ( н е  п е р е г о р о д к а )  в  в а к у у м н у ю  

к а м е р у  и  н а г р е е м  е г о  с  т е м ,  ч т о б ы  п р о ц е с с  п о г л о щ е н и я  в о д о р о д а  б ы л  д о ­

с т а т о ч н о  и н т е н с и в н ы м .  П о с к о л ь к у  д а в л е н и е  р о  в о д о р о д а  и  т е м п е р а т у р а  Т  

п о с т о я н н ы ,  т о  ч е р е з  н е к о т о р о е  в р е м я  в  с л о я х  у с т а н о в я т с я  п о с т о я н н ы е  р а в ­

н о в е с н ы е  к о н ц е н т р а ц и и  с , и .  И з  ( 5 . 2 ) ,  ( 5 . 3 )  ( п р о и з в о д н ы е  р а в н ы  н у л ю )  п о ­

л у ч а е м  с  =  у Д с й  Y  =  g \ / t s / b -  П о с к о л ь к у  b, g  s  п р е д п о л а г а е м  и з в е с т н ы м и ,  

т о  к о э ф ф и ц и е н т  р а в н о в е с н о й  р а с т в о р и м о с т и  у  и з в е с т е н .  П о э т о м у  и з в е с т ­

н а  с  . П р е к р а т и м  н а г р е в  —  п р и  к о м н а т н о й  т е м п е р а т у р е  с к о р о с т и  п р о ц е с с о в  

п о г л о щ е н и я  и  в ы д е л е н и я  в о д о р о д а  о ч е н ь  м а л ы .  О т к а ч а е м  г а з  и з  к а м е р ы .  

П р и  э т о м  п р а к т и ч е с к и  в е с ь  п о г л о щ е н н ы й  в о д о р о д  о с т а е т с я  в  о б р а з ц е .  В  р е ­

ж и м е  в а к у у м и р о в а н и я  н а г р е в а е м  о б р а з е ц  д о  в ы с о к о й  т е м п е р а т у р ы  с  ц е л ь ю  

е г о  д е г а з а ц и и .  З н а я  о б щ е е  к о л и ч е с т в о  п о г л о щ е н н о г о  в о д о р о д а ,  к о н ц е н т р а ­

ц и ю  с  и  г е о м е т р и ч е с к и е  х а р а к т е р и с т и к и  о б р а з ц а ,  н е т р у д н о  р а с с ч и т а т ь  и .  

И з  у с л о в и я  с о п р я ж е н и я  ( 5 . 7 )  k e  =  к * и , о т к у д а  Л =  k / k *  =  и / с  —  и з в е с т н о е  

ч и с л о  п р и  т е м п е р а т у р е  Т .  В  р а м к а х  п р и н я т о й  м о д е л и

_ g * k k s *  k  у *  g * k k b
и  =  Y * V P o , Y* =  V  , Л =  j r  =  —  =  — T = r . ( 5 - 9 )

V b *  k *  y  g y s b *

З а м е ч а н и е  1 .  К о э ф ф и ц и е н т ы  р а в н о в е с н о й  р а с т в о р и м о с т и  g  y *  в  д и а п а з о н е

у с л о в и й ,  к о г д а  р а в н о в е с н ы е  к о н ц е н т р а ц и и  п р о п о р ц и о н а л ь н ы  Д р ,  о т н о с и ­

т е л ь н о  н е с л о ж н о  о п р е д е л я ю т с я  э к с п е р и м е н т а л ь н о  д л я  к а ж д о г о  м а т е р и а л а  

в  о т д е л ь н о с т и .  П о э т о м у  д л я  р а с с м а т р и в а е м о й  б о л е е  с л о ж н о й  з а д а ч и  б у ­

д е м  с ч и т а т ь  и х  з а д а н н ы м и .  Д л я  д а л ь н е й ш е г о  д о с т а т о ч н о ,  ч т о  о т н о ш е н и е  

Л =  k / k *  и з в е с т н о  и  д л я  и с п о л ь з у е м о й  м о д е л и  с в я з а н о  с  п о в е р х н о с т н ы м и  

п а р а м е т р а м и  м о д е л и  b, b * , g  g * ,  s ,  s *  с о о т н о ш е н и е м  ( 5 . 9 ) .
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Т а к и м  о б р а з о м ,  у р о в е н ь  с л о ж н о с т и  з а д а ч и  и д е н т и ф и к а ц и и  п о  с у щ е с т в у  

о п р е д е л я е т с я  ч е т ы р е х м е р н о й  п о д з а д а ч е й :  н у ж н о  п р и  ф и к с и р о в а н н ы х  т е м ­

п е р а т у р а х  Т  у м е т ь  о п р е д е л я т ь  з н а ч е н и я  О * ,  д * , Ъ*, к * .

П р о а н а л и з и р у е м  и н ф о р м а т и в н о с т ь  с т а ц и о н а р н о г о  р е ж и м а  п р о н и ц а е м о ­

с т и .  Ч е р е з  н е к о т о р о е  в р е м я  Ь* у с т а н о в и т с я  с т а ц и о н а р  3  (Ь)  =  ,1 =  с о ш Е  И з  

с о о т н о ш е н и й  ( 5 . 2 ) ,  ( 5 . 3 )  с л е д у е т  с о (Ь)  =  с о , Ь £  ^*,

с о  =  д ^ Ъ - 1 ( ц в р о  — 3 ) < с  =  д р .  ( 5 . 1 0 )

Д е й с т в и т е л ь н о ,  и з  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  ( 5 . 6 )  п р и  V) =  0  ц в * р е  =  0  з а к л ю ч а ­

е м ,  ч т о  3  =  — О * и х , Ь £  Ь*.  П о  а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н е  д и ф ф у з и о н н ы й  п о т о к  

р а в е н  д е с о р б ц и о н н о м у .  В с л е д с т в и е  ^  =  Щ  =  0  и м е е м  л и н е й н ы е  р а с п р е д е ­

л е н и я  к о н ц е н т р а ц и й ,  т . е .  г р а д и е н т ы  с х , и х  п о с т о я н н ы .  И з  у с л о в и я  с о п р я ­

ж е н и я  ( 5 . 8 )  н а х о д и м  О с х  =  — 3 , Ь £  Ь*.  П о с л е  п о д с т а н о в к и  О с х  в  у р а в н е ­

н и е  ( 5 . 3 )  с  у ч е т о м  д  =  0  приходим к  в ы р а ж е н и ю  ( 5 . 1 0 ) ,  т . е .  3  =  ц в р о  — Ъд2 . 

П о с л е  н а с ы щ е н и я  н а  в х о д е  д о  з н а ч е н и я  с о , с о о т в е т с т в у ю щ е г о  р о ,  у с т а н а в ­

л и в а е т с я  с т а ц и о н а р н ы й  р е ж и м :  п р о н и к а ю щ и й  п о т о к  р а в е н  р а з н о с т и  п а д а ­

ю щ е г о  н а  п о в е р х н о с т ь  п о т о к а  ц в р о  и  д е с о р б ц и и  о б р а т н о  в  о б ъ е м  к а м е р ы .

З а м е ч а н и е  2 .  П у с т ь  д л я  п е р в о г о  с л о я  и з в е с т е н  О ,  а параметры Ъ, д ,  в  —  н е т .  

Т о г д а  н е л ь з я  п о д с ч и т а т ь  со  по формуле (5.10). Но з а  с ч е т  у в е л и ч е н и я  Ь ,  £ , 

р о  можно добиться ц в р о  ^  3 .  П а д а ю щ и й  н а  п о в е р х н о с т ь  п о т о к  з н а ч и т е л ь ­

н о  б о л ь ш е  п р о п у с к н о й  с п о с о б н о с т и  о б р а з ц а .  Т о г д а  и з  ( 5 . 1 0 )  с о д ^ ц в р о / Ъ .  

П о с л е д н е е  с о в п а д а е т  с  р а в н о в е с н о й  к о н ц е н т р а ц и е й  с  =  У у /р о -  Т о г д а  в о  в с е х  

ф о р м у л а х  в м е с т о  с о с л е д у е т  и с п о л ь з о в а т ь  с  =  У у /р о -  Е с л и  н а р я д у  с  р а с т в о ­

р и м о с т ь ю  у  и з в е с т е н  к о э ф ф и ц и е н т  в , то с  =  у  у / ( ц в р о — 3  ) / ц в .

Н а й д е м  д л я  с т а ц и о н а р а  в ы р а ж е н и я  д л я  к о н ц е н т р а ц и й  н а  к р а я х :

С  — с о д с  3  _ _ Ь 3  -  , _ 2 К и "2

т—  =  ^  =  п  ̂  Сь  =  со  — — , 3  =  Ъ * Г  =  — ^  ^
Ь  д х  О  п  О  д 2

д * 1  щ  — и о д и  3  _ _ £ 3
^  и ^  =  н г , ~о =  ~П~ =  п -  ^  и о =  щ  +  Т Е .Ъ* £  д х  О * О *

П р и  Ь £  Ь* условие (5.7) запишется в  в и д е  к с ь  — к*Що  =  3 .  П о с л е  п о д с т а н о в к и  

н а й д е н н ы х  в ы р а ж е н и й  д л я  <ф, Що, умножения у р а в н е н и я  на £  в о б о з н а ч е ­

н и я х  х 1 =  £ 2 / О * ,  х 2  =  1 / у / ф ,  х 3 =  д *£  х 4 =  £ / к * ,  п о л у ч и м

( х 1 +  х 4 ) 3  +  х 2 х 3 1  =  £ Л ( с о — Ь О - 1 3 ) .  ( 5 . 1 1 )

У р а в н е н и е  п о з в о л я е т  п о  д а в л е н и я м  р о ц  р о 2 и  с о о т в е т с т в у ю щ и м  с т а ц и о н а ­

р а м  д е с о р б ц и и  3 1 , 3 2 о д н о з н а ч н о  н а й т и  в е л и ч и н ы  Е  =  х 1 +  х ц  П  =  х 2 х з .
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С оп р яж ен н ы е уравн ен и я . Д л я  о д н о з н а ч н о г о  о п р е д е л е н и я  з н а ч е н и й  п е ­

р е м е н н ы х  ж р  Ж2 , Жз, ж 4 н у ж н о  е щ е  к а к  м и н и м у м  д в а  у р а в н е н и я .  Т е п е р в  

н е о б х о д и м о  а н а л и з и р о в а т в  п е р е х о д н ы е  процессы. Выберем п р о и з в о л ь н ы е  

р е ш е н и я  — (ф  ж )  —* (ф ,ж )  сопряженных у р а в н е н и й

д — п —2 — д —* п  д 2 —*
=  — , И Т  =  — В ^ ^ П Т  • V5 ' 1 2 )дф д ж 2 дф д ж 2

П р о в е д е м  п р е о б р а з о в а н и я  вспомогательного х а р а к т е р а :

/*Ь* р Ь  рЬ* р£

0  =  /  — [с Ь — П с х х ] ^ж ^ф +  /  —* [ и Ь — П * и х х ] ^ж ^ф =
7 0  7 0  7 0  7 0

=  / — ^ Ь = 0 ^ ж  — [  П с ж— |Ь= 0  ^  +  [  П —^ Ь= 0  ( 5 . 1 3 )
7 о  7 о  7 о

/*-£  ̂ г* *  ̂ г* * ^
+  # /  —* и  | * = 0 ^ ж  — # /  П * « ж —^  0 ^  +  # /  П * —Х и  | 0 d^•

7 0  7 0  Х 7 0  Х

З н а к  | о т н о с и т с я  к о  в с е м у  п о д ы н т е г р а л ь н о м у  в ы р а ж е н и ю .  П р е д в а р и т е л ь ­

н о  м е м б р а н а  о б е з в о д о р о ж е н а  и  с л а г а е м ы е  с  н а ч а л ь н ы м и  к о н ц е н т р а ц и я м и  

с ( 0 , ж ) ,  и ( 0 ,  ж ) в  с о о т н о ш е н и и  ( 5 . 1 3 )  н у л е в ы е .  С т а ц и о н а р н ы е  к о н ц е н т р а ц и и  

с ( ф * ,ж ) ,  и (ф * ,ж )  н е т р у д н о  р а с с ч и т а т ь :

и (ф * ,ж )  =  й 0 — ж П - 1/  к ф  — к * и 0 =  7 ,  ф  =  с 0 — Ь П - 1 / ,  

с 0 =  д ^ / ь - 1 ( д з р 0 — / )  ^  с ( ф * ,ж )  =  с 0 — ж П - 1 /

« ( £ * ,  ж ) =  Л с0 — ( Л Ь П - 1  +  к " 1 +  ж П " 1) /  ( 5 . 1 4 )

И н ф о р м а ц и и  о  п о т о к а х  н а  с т ы к е  с л о е в  н е т  (ж  =  Ь  д л я  первого с л о я  и  ж =  0  

д л я  в т о р о г о ) .  Д л я  и с к л ю ч е н и я  с о о т в е т с т в у ю щ и х  с л а г а е м ы х  к  у р а в н е н и я м  

( 5 . 1 2 )  д о б а в и м  у с л о в и я  с о п р я ж е н и я  ( с м .  ( 5 . 8 ) ,  ( 5 . 7 ) ) :

д —

° д гд ж
п  “ г  * 

ь  д ж

д —
, к ф (^ , Ь )  — к * —* (ф  0 )  =  — П —— , ( 5 . 1 5 )

х = 0  д ж

$  =  к * / к  =  1 / Л .  В  и т о г е  с о о т н о ш е н и е  ( 5 . 1 3 )  п р и н и м а е т  в и д

г Ь  гЬ*
0  =  /  — (ф * ,ж )с (ф * , ж ) ^ ж  +  /  — (ф  0 ) П с х (ф  0 )  ^ф— 

0 0

Д * 1 Д
—  П —Д ф  0 ) с ( ф  0 )  ^  +  -  —* ( ф * ,ж ) и ( ф * ,ж )  ^ ж —

7 0  Л 7  0

1 Д* 1 сЬ *
— —* ( М ) П * и Д ф Д  ^  +  у /  П * —Д ф Д и Д Д )  ( 5 . 1 6 )

Л 0 Л 0
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В с е  с л а г а е м ы е  п о д д а ю т с я  п о д с ч е т у ,  е с л и  в ы б р а т ь  ф у н к ц и и  ф ,  ф *  с о г л а с н о  

у р а в н е н и я м  ( 5 . 1 2 ) ,  ( 5 . 1 5 ) .  С у щ е с т в е н н а я  д е т а л ь :  н е  с т а в я т с я  н а ч а л ь н ы е  и  

г р а н и ч н ы е  у с л о в и я .  П о д х о д я щ и х  р е ш е н и й  ф ,  ф *  б е с к о н е ч н о  м н о г о ,  у д о б н о  

п р и м е н я т ь  р а з д е л е н и е  п е р е м е н н ы х  ф  =  f j ( t ) r ( x ) ,  ф *  =  f i * ( t ) r * ( x ) .  И з  ( 5 . 1 6 )  

б у д е м  с т р е м и т ь с я  п о л у ч и т ь  н а и б о л е е  п р о с т ы е  у р а в н е н и я  f  ( x i , . . . ,  Х 4 ) =  0 .

I .  П у с т ь  ф  =  c o n s t .  В  с и л у  о д н о р о д н о с т и  с о о т н о ш е н и я  ( 5 . 1 6 )  п о  п е р е ­

м е н н ы м  ф ,  ф *  с ч и т а е м  ф  =  1 . Т о г д а  и з  у с л о в и я  с о п р я ж е н и я  ( 5 . 1 5 )  п о л у ч а е м  

ф *  =  А . В ы ч и с л я е м  и н т е г р а л ы :  I 3 =  1§  =  0 ,

г  L  r L  J
I 1 =  c ( t * , x )  d x  =  ( с о  — x D - 1 J )  d x  =  r 0 L  — —— ,

J 0 J  0 2 Dо о

I 2  =  I  D c x ( t ,  0 )  d t  =  I  ( q  — j s p 0  +  b q 2 ) d t  &  —  — J t * ,  
J  0 J  0 g

f t
I 4  =  u ( t * , x )  d x  =  А с 0 £  —

0

A L U  J  £ 2 J
t * , x )  d x  =  A r U  —  „  , o r .

i 0  D  k *  2 D *

f t*  f t *

I 5 =  — /  D * U x ( t , £ )  d t  =  I  ( v  +  J ) d t  =  \ l b - 1 J  +  S * .
0 0

В  и н т е г р а л е  I 5 v ( 0 )  =  0  ( < p * ( x ) =  ^  J  =  b * v 2 ( t * )  ^  v ( t * )  =  у / J / b * .

Ч е р е з  S *  о б о з н а ч а е м  о т  п л о т н о с т и  д е с о р б ц и и  J ( t ) ,  t  <Е [ 0 , t * ] .

I 2  b q 2

С  о с т а л ь н ы м и  с л а г а е м ы м и  п р о щ е :  j s p 0  =  c o n s t  q ( t * )  =  c 0 ( t * ) / g  =  r 0 / g .  H a  

в х о д е  и з в е с т н о  д а в л е н и е  p 0 , т . e .  л и ш ь  с л а г а е м о е  в  п р а в о й  ч а с т и  д и ф ф е р е н ­

ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  ( 5 . 3 ) .  Э т о  н е  д а е т  в о з м о ж н о с т и  и з в л е ч ь  и н ф о р м а ц и ю  

н и  о  к о н ц е н т р а ц и и  C0 ( t )  =  c ( t ,  0 ) ,  н и  о  п о т о к е  — D c x ( t ,  0 ) .  П о э т о м у  б у д е м  

ф у н к ц и ю  в р е м е н и  D c x ( t ,  0 )  з а м е н я т ь  в  с и л у  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  ( 5 . 3 )  н а  

q  — j s p  +  b q 2 , q  =  c 0 / g  ( и н т е г р а д  с  п р о и з в о д н о й  q ( t )  п р е о б р а з у е т с я  п о  ч а ­

с т я м ) ,  а  з а т е м  и н т е г р а л ы  с  к о н ц е н т р а ц и е й  c 0 ( t )  в ы ч и с л я т ь  п р и б л и ж е н н о .

Д л я  п о д с ч е т а  и н т е г р а л о в  с  c 0 ( t )  у ч т е м  р а з л и ч и я  с к о р о с т е й  п о в е р х н о с т ­

н ы х  п р о ц е с с о в  п р и  б о л ь ш о м  п е р е п а д е  д а в л е н и я  н а  в х о д н о й  и  в ы х о д н о й  с т о ­

р о н а х  д в у х с л о й н о й  м е м б р а н ы .  Н а  в ы х о д е  в с л е д с т в и е  в а к у у м и р о в а н и я  п о ­

в е р х н о с т ь  о б е д н е н а  в о д о р о д о м  и  е г о  н а к о п л е н и е  я в л я е т с я  л и м и т и р у ю щ и м  

ф а к т о р о м  ( д и н а м и ч е с к о е  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  ( 5 . 6 ) ) .  Н а  в х о д е  п р и  p 0 ^  p t

q

г о  p 0 , с  м е д л е н н ы м  о т т о к о м  д и ф ф у з а н т а  в  о б ъ е м .  П р и  п о д с ч е т е  и н т е г р а л о в  

с  c 0 ( t )  н а  о т р е з к е  в р е м е н и  [ 0 , t * ]  в  п е р в о м  п р и б л и ж е н и и  м о ж н о  п о л а г а т ь  

c 0 ( t )  ~  Г0 п о  ф о р м у л е  ( 5 . 1 0 ) .  П р о ц е д у р у  у т о ч н е н и я  н а  о с н о в е  б о л е е  т о ч н о й  

q ( t )

В  н о в ы х  п е р е м е н н ы х  x 1 =  £ 2 / D * ,  x 2  =  1 / у Ъ * ,  x 3  =  £ g * ,  x 4  =  £ / k * ,
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у р а в н е н и е  ( 5 . 1 6 )  д л я  п р о с т е й ш и х  ф  =  1 , ф *  =  Л п р и н и м а е т  в и д

Д  =  — Х 4 >] — Х\<1  / 2  +  Х 2 1  +  А  +  Б *  — ] £ *  = 0 ,  ( 5 . 1 7 )

А  =  с о Ь  — Ь Ь 2 ] +  С  +  Л сс ^  — Л ]  ̂ , I  =  ]
2 и  д  и

И с к л ю ч а я  Х 4 =  Е  — Х \ ,  получаем линейное у р а в н е н и е  п о  Х \ ,  Х 2 -

Е с л и  в в е с т и  н о р м и р о в к у  Х 2 =  Х 2 / 1  и  р а з д е л и т в  у р а в н е н и е  ( 5 . 1 7 )  н а  

з н а ч е н и е  ] , т о  п о л у ч и м  п р е д с т а в л е н и е  р е г и с т р и р у е м о г о  в р е м е н и  з а п а з д ы ­

в а н и я  ВВ1ХОДНОГО п о т о к а  в о д о р о д а  ф  =  — Б * / . ]  л и н е й н о й  к о м б и н а ц и е й

« в р е м е н »  х 4 ( д и ф ф у з и я ) ,  Х 2 ( д е с о р б ц и я ) и  Х 4 ( п е р е х о д  и з  с л о я  в  с л о й ) .

II. П у с т ь  ф  =  х / Ь ,  знаменатель Ь  д л я  н о р м и р о в к и .  Т о г д а  д л я  л и н е й н о й  

ф у н к ц и и  ф *  =  а х  +  в  и з  у с л о в и й  с о п р я ж е н и я  ( 5 . 1 5 )  п о л у ч а е м

и  х  к Ь  +  и

ф * =  Т Г  ' Т  +  г  г .Ь  к ± Ь

П о т о к  — D * u x ( t ,  £ )  в  п н т е г р а л е  I 5 заменяем н а  с у м м у  V +  J . Д а л е е ,  п о л а г а е м  

I 2 =  0  I 3 ~  — D t * Cq/L v (t * ) =  x 2I ,  в  и н т е г р а л  I 6 п о д с т а в л я е м  выражение

u ( t , £ )  =  g *  v ( t )  =  g * b - 1 / 2 I  ( t )  =  X 2 x 3 £ ~ l I  ( t ) ,  X 2 X 3  =  П .

П о с л е  и с к л ю ч е н и я  X 4 =  E  — x i  у р а в н е н и е  ( 5 . 1 6 )  з а п и ш е т с я  в  ф о р м е

f 2  =  a 1 x 2 +  a 2 x 1 +  a 3 x 2 +  a 4 =  0 ,  ( 5 . 1 8 )

г д е  к о э ф ф и ц и е н т в 1 a i  о п р е д е л я ю т с я  ф о р м у л а м и

D E -J  D  J  D E  D cq c -

° 1 =  — Ш £ , a 2  =  ~ Â L £  — ~2 L  +  J ,  a 3  =  -
1 +

L - о  J  L 2 D t*  - о
a 4 = -------------------------------------------- + E

4 2  3 D  L

D cq
L

— 2  J

A L £

A J L £
+  А - о£ -------- d — +

I D E 2 — E S  — П Б - /0  f  * *
+  S *  +  R, R  = -------—  +  -  +  1 / 2 , S 1 / 2  =  I  dt.

XL£ XL£ XL£ 1 /2  J 0

III. Д л я  ф — ( x  — L ) / L  и м е е м

-  x  -  Co -  — t*C 0
ф * --- -у- \ J T , I 2  ~  +  J t * , 1 3  ~  .—* L k - L g L

В  у р а в н е н и и  / 3  — 0  в и д а  ( 5 . 1 8 )  к о э ф ф и ц и е н т  a i  б е з  и з м е н е н и й ,  в  ф о р м у л е  

д л я  a 2 в м е с т о  J  б у д е т  J / 2 ,  в  в в ф а ж е н и и  д л я  аз  в  с к о б к а х  н е  б у д е т  единицы,

- — - оL - о  , L 2 J  D t * - о  - о  , с . , „
a 4 =  T------+ -Ц-Л---------- Г------------------- + J t * +  E

2  6 D  L  g L
J +  R .
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I V .  М о ж н о  р а с с м о т р е т ь  б о л е е  с л о ж н ы е  в а р и а н т ы  — =  в (Ф ) б ш  а ж ,  

в (Ф ) с о б  а ж  в (Ф ) е х Р  а ж ,  н о  а н а л и т и ч е с к и е  в ы р а ж е н и я  п о л у ч а ю т с я  б о л е е  г р о ­

м о з д к и м и .  П о д х о д я щ и м и  б у д у т  и  л ю б ы е  л и н е й н ы е  к о м б и н а ц и и  у к а з а н н ы х  

п а р  с о п р я ж е н н ы х  ф у н к ц и й  — , — *. В  ч а с т н о с т и ,  / 2  — / з  =  / 1 .

С м ы с л  в ы б о р а  р а з л и ч н ы х  ф у н к ц и й  — , —* в  с л е д у ю щ е м .  В  в а р и а н т е  I в  

у р а в н е н и е  ( 5 . 1 6 )  н е  в х о д я т  с л а г а е м ы е  с  г р а н и ч н ы м и  к о н ц е н т р а ц и я м и  С0 (Ф ), 

м Д Ф ). В  I I  з а  с ч е т  о г р а н и ч е н и я  — (Ф, 0 )  =  0  н е  у ч а с т в у е т  п о т о к  — П с х (Ф, 0 ) ,  

в  и н т е г р а л а х  п р и д а е т с я  р а з н ы й  в е с  с т а ц и о н а р а м  к о н ц е н т р а ц и й  с(Ф *, ж ) , 

и(Ф *, ж ) п о  т о л щ и н е  м е м б р а н ы .  М о ж н о  р е г у л и р о в а т ь ,  к а к и е  в е л и ч и н ы  б у д у т

/ = 0

И м е е т с я  д о с т а т о ч н о е  к о л и ч е с т в о  у р а в н е н и й  д л я  о п р е д е л е н и я  в е л и ч и н  

ж1 , • • • , ж 4 ж1

н ы е  р е ш е н и я  в  ф и з и ч е с к и  о п р а в д а н н о м  д и а п а з о н е  П р и  д о с т а т о ч н о  б о л ь ­

ш и х  ж 2 (малых Ь*) в  с и л  у  ж  <  0  а з  >  0  к о р н и  б у д у т  и м е т ь  р а з н ы е  з н а к и .  

В ы б и р а е м  п о л о ж и т е л ь н ы й  ж ^. К о э ф ф и ц и е н т  д е с о р б ц и и  Ь* д о л ж е н  б ы т ь  

о т н о с и т е л ь н о  м а л ,  п о с к о л ь к у  о н  п р и  к в а д р а т е  к о н ц е н т р а ц и и .  С  е г о  у в е л и ­

ч е н и е м  в о д о р о д  п е р е с т а е т  н а к а п л и в а т ь с я  н а  п о в е р х н о с т и .

К аск ад н ы й  эксп ерим ен т. Д л я  и д е н т и ф и к а ц и и  н е о б х о д и м ы  д в а  з н а ч е ­

н и я  4 ,  с о о т в е т с т в у ю щ и е  р а з л и ч н ы м  д а в л е н и я м  р 0 - П о с л е  д о с т и ж е н и я  с т а ­

ц и о н а р а  4  в  м о м е н т  в р е м е н и  Ф* скачком увеличиваем д а в л е н и е  д о  р +  >  р 0 

и  д о ж и д а е м с я  н о в о г о  з н а ч е н и я  4  +  п р и  Ф* =  Ф* +  Д Ф *. Е с л и  н а  в т о р о м  э т а п е  

э к с п е р и м е н т а  ф о р м а л ь н о  п е р е н е с т и  н а ч а л о  о т с ч е т а  в р е м е н и  в  Ф*, т о  п о л у ­

ч и м  у р а в н е н и я  т о г о  ж е  в и д а  ( 5 . 1 7 ) ,  ( 5 . 1 8 ) .  Н у ж н а  л и ш ь  к о р р е к т и р о в к а :  

« с т а р т »  п р о и с х о д и т  н е  с  д  =  0  д *  =  0 ,  а  с  ф у н к ц и й  ж  Д*> р а в н ы х  с т а ц и ­

о н а р н ы м  к о н ц е н т р а ц и я м  ( 5 . 1 4 )  д л я  д а в л е н и я  р 0 -

Д л я  в т о р о г о  э т а п а  в м е с т о  у р а в н е н и я  ( 5 . 1 7 )  п о л у ч и м

/ 4  =  / +  — 1 1  — 1 4  — 1 0  — ж 2 1  =  0 ,  / 2 =  4 ,  д 1  =  С0 .

И н д е к с  +  означает, ч т о  следует в м е с т о  в е л и ч и н  6 0 , 4  п о д с т а в и т ь  с + ,  4 +  и  

з а м е н и т ь  о т р е з о к  и н т е г р и р о в а н и я  н а  [0 , ДФ *] ( [Ф*, Ф*]) .  П р и  н а л и ч и и  с т е п е н и  

п е р е м е щ а е м  и н д е к с  +  в н и з .  Д в а  п о с л е д н и х  с л а г а е м ы х  п о я в и л о с ь  з а  с ч е т  

т о г о ,  ч т о  в  и н т е г р а л е  / 2  имеем 1 ( 0 ) =  1  =  6 0 / д  и  в  и н т е г р а л е  / 5  т ( 0 )  =  ж 2 / .  

П о с л е  п р е о б р а з о в а н и й  и  з а м е н ы  ж 4 =  V  — ж 1 п о л у ч а е м

/ 4 =  0 .5 ж 1Д 4  +  ж 2 Д /  +  В  +  Д £ *  — 4 + Д Ф *  =  0 ,  ( 5 . 1 9 )

Д 4  =  4 +  — 4 ,  Д /  =  / +  — 4 ,  Д 60  =  1 +  — 1 0 ,

В  =  4 Д с 0 — 0 . 5 П - 1 Ь 2 Д 4  +  д - 1 Д с 0 +  Л Ф Д с0 — Л 4 Ф П - 1 Д 4  — Е Д 4 .



444 Глава V. Параметрическая идентификация

Ч е р е з  A S *  о б о з н а ч е н  р е з у л ь т а т  и н т е г р и р о в а н и я  J  ( t )  н а  о т р е з к е  в р е м е н и  

[0 , A t * ]  ( [ t * , t * ] ) .  А н а л о г и ч н ы м  о б р а з о м  д л я  с л у ч а я  I I  м о ж н о  п о л у ч и т ь

f 5  =  f +  -  h  -  I 4  -  a 3 X 2 l  =  0 ,  ( 5 . 2 0 )

г д е  I i  —  и н т е г р а л ы  в  с о о т н о ш е н и и  ( 5 . 1 6 )  ( ф ,  ф *  —  и з  I I ) :

I n  - D c o_  c q L  j L  ^  2  J D

I l  =  T  -  ^ 3 D , 14 =  - X l  3 X L £  +  X l 2 L
J +  X c o £ —

2  J  D  ^

-  x 4 m + X 4

J D  X L £ J  

—  x i x 4 J L £  D — , x 4 —  x i ■

П о с л е  т е х н и ч е с к и х  п р е о б р а з о в а н и й  у р а в н е н и е  ( 5 . 2 0 )  п р и м е т  в и д  ( 5 . 1 8 ) .  

В  в ы р а ж е н и и  д л я  а 4 с л е д у е т  з а м е н и т ь  с л а г а е м о е  — D t * I o / L  н а  — D t * I +  / L  

( э т о  и н т е г р а л  I 3 в  т о ж д е с т в е  ( 5 . 1 6 ) ) .  В о  в с е х  о с т а л ь н ы х  в ы р а ж е н и я х  д л я  

к о э ф ф и ц и е н т о в  a i  с л е д у е т  вместо з н а ч е н и й  I o ,  I , J  п и с а т ь  A i o ,  A I , A J . 

В е л и ч и н ы  A S * ,  A S * / 2  —  и н т е г р а л ы  о т  J ( t ) ,  I ( t )  н а  о т р е з к е  [0 , A t * ]  ( [ t * ,  t * ] ) .

Е с л и  м а т е р и а л ы  и  у с л о в и я  э к с п е р и м е н т а  т а к о в ы ,  ч т о  п о д ы н т е г р а л ь н а я  

з а м е н а  c o ( t )  ^  Со п р е д с т а в л я е т с я  неприемлемой, т о  у р а в н е н и я  f  ~  0  м о ж ­

н о  у т о ч н и т ь ,  а п п р о к с и м и р у я  к о н ц е н т р а ц и ю  c o ( t )  =  g q ( t )  п о  с х е м е  § § 3 . 2 , 4 .

А л г о р и т м  и д е н т и ф и к а ц и и .  И з л о ж и м  к р а т к о  с х е м у  о ц е н и в а н и я .

1 )  П у с т ь  з н а ч е н и я  D ,  g / V b ,  у ,  д *  и з в е с т и ы  [ ф ф в  =  д ф Ь / д ) .  П е р в ы й  

э т а п  э к с п е р и м е н т а  (в  у с л о в н ы х  о б о з н а ч е н и я х ) :  t  =  0  ^  д  =  д *  =  0 , 

P o  =  p o ,  Т  =  Т \  t  =  t *  ^  J  =  J . В т о р о й  э т а п :  р +  >  p o ,  t *  : =  0  д ,  д *  

с о г л а с н о  ф о р м у л а м  ( 5 . 1 4 ) ;  t  =  A t *  ( t *  =  t *  +  A t * )  ^  J  =  J + .

2 )  И з  у р а в н е н и й  ( 5 . 1 1 ) ,  ( 5 . 1 1 ) +  ( д л я  I o , J  и  I + , J + )  о п р е д е л я е м

E  =  x 1 +  x 4  =  £ 2 D - 1 +  £ k - 1 , П  =  x 2  x 3  =  £ g * b - l / 2  ■

П о  п е р е м е н н ы м  E  и  П  у р а в н е н и я  л и н е й н ы .  К о н ц е н т р а ц и и  I o ,  I +  о п р е ­

д е л я ю т с я  п о  ф о р м у л е  ( 5 . 1 0 )  и л и  б о л е е  г р у б о  c o &  д р Ц 2 , I +  ~  Д р + 1 / 2  

( и  т о г д а  з н а ч е н и я  к о м п л е к с а  g / V b  и  к о э ф ф и ц и е н т а  s  н е  н у ж н ы ) .

3 )  Д л я  о п р е д е л е н и я  x i ,2 используем л и н е й н ы е  у р а в н е н и я  ( 5 . 1 7 )  ( f i  =  0 )  

и  ( 5 . 1 9 ) .  У р а в н е н и я  ( 5 . 1 8 ) ,  ( 5 . 2 0 )  ц е л е с о о б р а з н ы  в  с л у ч а е  п р и м е н е н и я  

м е т о д а  н а и м е н ь ш и х  к в а д р а т о в  ( к о г д а  в е л и к и  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  п о ­

г р е ш н о с т и ) .  П р е д в а р и т е л ь н о  н е о б х о д и м о  п о д с ч и т а т ь  ч е т ы р е  и н т е г р а ­

л а  о т  ф у н к ц и й  J ( t ) ,  I ( t )  т о  о т р е з к а м  [0 , t * ]  и  [0 , A t * ]  ( [ t * , t * ] ) .

4 )  Н а х о д и м  з н а ч е н и я  D *  =  £ 2 / x 1: b* =  1 / ^ x 2 ,  k *  =  £ / x 4  =  £ / ( E  — x 1) ,

g *  =  x 3 £ - 1  =  n ( x 2 £ ) - 1 , k  =  X k * ,  ( 5 . 9 )  ^  s *  =  b * X 2 Y 2 ( g 2 *p ) ~ l ■
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5) По значениям коэффициентов модели Б  *, д *, Ь *, з * , к  к * при раз­
личных температурах Т  оцениваются значения Е0, Е ф ,■ ■., кф Еф

Н о р м и р о в к а  и  а с и м п т о т ы .  Фиксируем характерные по порядкам значе­
ния Е  * , Ь * , д  * , к  *, к и в в е д е м  новые переменные 2 д  Е  * =  Е  * 2 ц  Ь * =  Ь * 2 2 ,  

д *  =  д * 2 3 , к* =  к * 2 4 . Разделив для нормировки стационар (5.11) на вели­
чину Л ,  получим уравнение в б е з р а з м е р н ы х  величинах:

1 £ 2 1 £
у  +  ( 2  =  л ,  у  =  —  ■ +  —  ■ — ,

21 Б  *к 2 4  к*  к

2  ̂ д *  £  . _  А £ у  А £ В
2  =  , > =  = ~ Г1 /2 , Л  =

\ / г 2 ЕкЬ1/2 лк Ек

От экспериментальных данных зависят значения (  и Л. По двум стациона­
рам однозначно определяются комплексы У =  У (21 , 24) и 2  =  2 (22 , 23). 

Уравнение (5.17), деленное на величину Л*, перепишется в форме

— +  4 ^  =  1 +  У -  -  А  -  т 1 , (5-21)
2 1 д/.22  ̂* л t * л t *

£2 1 к
Ф =  — — , С2 =  _ ~1/2 , Б(к) = Л Лт.

2 .0 * £ * П  * Ь1/2 Уо

При вычислении У*/Л сначала нормируем плотность десорбции Л/Л , а по­
том интегрируем. Аналогично преобразуем уравнение (5.19), разделив его 
на величину Л+Д£ * (У =  У£ в в ы р а ж е н ии В):

Д 1 +  Д 2 =  1 - _ В П +  - д Д 5 +  , (5.22)
21 +  ф22 ДЕЛ+ Д* *Л+ , 1 ;

. .  _  £2 ДЛ _  1 ДП
=  Ж Т Т *  ■ ' С2 =  Д (. Ь1/2 1  + ' 7 +  ■

Из двух линейных по переменным 1/ 21 , 1/д/22 уравнений находим значе­
ния переменных 2 ц 22 и д а л е е  определяем Б ^  2ц  2  ^  23.

Проинтерпретируем теперь сопряженные уравнения (5.21), (5.22) как
асимптотические соотношения:

1 £2 1 1  ^  А У*
— ■ - ^ — I— у= ■ _1 /2 _ — У +  -у =  ко, ко =  к *  п ,
2 1 2Е* ь1/2П Л Л

1 £2 ДЛ 1 1 Д у в  д б
— ' ' ~1 / 2 - ' Т Г  +  "Л+ =  Д ^  Дко =  Д  * ----- п+- ■
2 1 2Е* Л + ф22 ь1/2П + п+ Л + Л+



446 Глава V. Параметрическая идентификация

В  п р а в о й  ч а с т и  —  в р е м е н а  з а п а з д в г о а н и я .  П е р е с е ч е н и е  а с и м п т о т ы  г р а ф и к а  

S ( t )  с  о с ь ю  в р е м е н и  д а е т  ф .  П о с л е  с к а ч к о о б р а з н о г о  п о в ы ш е н и я  д а в л е н и я  

д о  р++ >  p o  ( t  =  t * )  п е р е н о с и м  « п а р а л л е л ь н о »  н а ч а л о  о т с ч е т а  н а  п л о с к о с т и  

{ t ,  S }  в  т о ч к у  { t * , S * }  и  с л е д и м  з а  в е л и ч и н о й  A S ( t )  ( и н т е г р а л о м  о т  п л о т н о ­

с т и  д е с о р б ц и и  J ( t )  н а  о т р е з к е  в р е м е н и  [ t * , t ] ) д о  о п р е д е л е н и я  A t o  • Р а в е н ­

с т в а  ( 5 . 2 1 ) ,  ( 5 . 2 2 )  и м е ю т  п о г р е ш н о с т ь :  1 )  в ы х о д  н а  с т а ц и о н а р  а с и м п т о т и ч е ­

с к и й  ( ф о р м а л ь н о  t *  ^  + г с > ) ;  2 )  н а ч а л ь н ы й  э т а п  б ы с т р о г о  н а с ы щ е н и я  в х о д ­

н о й  с т о р о н ы  п л а с т и н ы  м о д е л и р о в а л с я  с к а ч к о м  и з - з а  н е д о с т а т к а  и н ф о р м а ­

ц и и .  А н а л о г и ч н о  и н т е р п р е т и р у ю т с я  и  у р а в н е н и я  ( 5 . 1 8 ) ,  ( 5 . 2 0 ) ,  т о л ь к о  д о ­

п о л н и т е л ь н о  е щ е  н у ж н о  с л е д и т ь  з а  и н т е г р а л о м  о т  I ( t )  =  у /  J  ( t ) . В  с в я з и  с  

э т и м и  о б с т о я т е л ь с т в а м и  р а б о т а  с  а с и м п т о т а м и  п р е д с т а в л я е т с я  у с т о й ч и в о й  

к  в о з м у щ е н и я м  м е т о д и к о й  п а р а м е т р и ч е с к о й  и д е н т и ф и к а ц и и .

З а м е ч а н и я  и  у п р о щ е н и я .  1 . П у с т ь  к о э ф ф и ц и е н т  р а с т в о р и м о с т и  у  и з ­

в е с т е н ,  а  у *  —  н е т .  Т о г д а  с ч и т а е м  в е л и ч и н у  Л ( с м .  ( 5 . 9 ) )  д о п о л н и т е л ь н о й  

п е р е м е н н о й .  И з  с т а ц и о н а р о в  ( 5 . 1 1 ) ,  ( 5 . 1 1 ) +  н а х о д и м  з н а ч е н и я  S  =  Т / Л ,  

П  =  П / Л  У р а в н е н и я  ( 5 . 1 7 ) ,  ( 5 . 1 9 )  л и н е й н ы  п о  п е р е м е н н ы м  x i ,  Х 2 , Л . В ы ­

р а з и в  х ф Л ) ,  п о л у ч а е м  у р а в н е н и е  ( 5 . 1 8 )  п о  Л ( Т  =  S  Л,  П  =  П  Л ).

2 .  П о м е н я е м  с л о и  м е с т а м и  —  д а в л е н и е  н а п у с к а  p o  с о  с т о р о н ы  и з у ч а е м о ­

г о  м а т е р и а л а .  Е с л и  п р и  п о д с ч е т е  и н т е г р а л о в  н а  о т р е з к е  [ 0 , i * ]  u o ( t )  u o 

t  k  e  ( е  ^  ф ) ,  т о  ф о р м а л ь н о  п о с л е  п е р е о б о з н а ч е н и я  н у ж н о  в  у р а в н е н и я х  

f  =  0  п е р е с т а в и т ь  п а р а м е т р ы  { D , b ,  g ,  s ,  k }  и  { D * , b * ,  g * ,  s * , k * } .  Н а п р и м е р ,  

у р а в н е н и е  в и д а  ( 5 . 1 7 )  б у д е т  л и н е й н ы м  п о  п е р е м е н н ы м  1 / D * ,  1 / g * ,  1 / k * .

3 .  Р а с с м о т р и м  с л у ч а й  о б л е г ч е н н о г о  в ы х о д а  в о д о р о д а  в  о б ъ е м  к а м е р ы  

и з  в т о р о г о  с л о я  ( о б ъ е м н а я  д е с о р б ц и я ) .  В м е с т о  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  ( 5 . 5 ) ,  

( 5 . 6 )  и с п о л ь з у е м  б а л а н с  п о т о к о в  в  п р и п о в е р х н о с т н о м  с л о е :

d u
p s * ( T ) p t ( t )  -  b * ( T ) u 2 ( t ,  £ )  -  D * ( T )  — =  0 .

x = i

В о д о р о д  н а  п о в е р х н о с т и  н е  н а к а п л и в а е т с я ,  а  д е с о р б и р у е т с я  и з  о б ъ е м а .  П о  

и з м е р е н и я м  и з в е с т н а  ф у н к ц и я  ] (£ )  =  Ь* и 2 ( £ , £ ) .  З д е с ь  Ь* — о б о б щ е н н ы й  

к о э ф ф и ц и е н т  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и и  ( э ф ф е к т и в н ы й  к о э ф ф и ц и е н т  р е к о м б и ­

н а ц и и  а т о м о в  в о д р о д а  в  м о л е к у л ы ) .  Ф о р м а л ь н о  э т о  с о о т в е т с т в у е т  в  г р а ­

н и ч н ы х  у с л о в и я х  ( 5 . 5 ) ,  ( 5 . 6 )  д * =  1 , V =  0 .  Р е с о р б ц и е й  п р е н е б р е г а е м :  

ц з *р г  ~  0 .  Т р е б у е т с я  о ц е н и т ь  з н а ч е н и я  п а р а м е т р о в  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о -  

с т и  и * ,  Ь*, з * ,  к  к *. А л г о р и т м  и д е н т и ф и к а ц и и  у п р о щ а е т с я .  И з  у р а в н е н и й

( 5 . 1 1 ) ,  ( 5 . 1 1 ) + н а х о д и м  Е  =  Х 1 +  х4 и  П  =  £ х 2 =  £ / у /Ь*. И н д е к с  +  о з н а ч а е т  

к о р р е к т и р о в к у  д л я  в т о р о г о  э т а п а  э к с п е р и м е н т а .  В  у р а в н е н и я х  ( 5 . 1 7 ) - ( 5 . 2 0 )  

б у д у т  о т с у т с т в о в а т ь  с л а г а е м ы е  с  Х 2 ( р е з у л ь т а т  и н т е г р и р о в а н и я  V  н а  [0 , £ * ] ) .  

Д л я  о п р е д е л е н и я  и *  ( х 1 =  £ 2/ и * )  м о ж н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  о д н и м  и з  у р а в ­
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н е н и й  ( 5 . 1 7 ) - ( 5 . 2 0 ) .  З а т е м  в ы ч и с л я е м  к о э ф ф и ц и е н т ы

k *  =  £ ( E  -  x 1 ) ~ l , k  =  X k * ,  s *  =  b * y * p - 1  ( y *  =  X y ) .

П у с т ь  з н а ч е н и е  р а с т в о р и м о с т и  у *  н е и з в е с т н о  ( у *  =  p s * / b * ;  c o с о г л а с н о  

ф о р м у л е  ( 5 . 1 0 )  и л и  c o =  y y / p ö o \  у ,  D ,  g  и з в е с т н ы ) .  И з  у р а в н е н и й  ( 5 . 1 1 ) ,

( 5 . 1 1 ) +  находим в е л и ч и н ы  E  =  ( x 1 +  x 4 ) / X ,  П  =  £ x 2 / X  ( g *  =  1 ) .  В ы р а з и м  

в  у р а в н е н и и  ( 5 . 1 7 )  x 4  =  E X -  x 1 (слагаемое с  x 2  о т с у т с т в у е т ) .  А н а л о г и ч н о  

в  с о о т н о ш е н и е  ( 5 . 1 9 )  б е з  с л а г а е м о г о  с  п е р е м е н н о й  x 2  п о д с т а в  и м  E  =  E  X.

x 1 X

н е й н ы е  у р а в н е н и я  ( 5 . 1 8 ) ,  ( 5 . 2 0 ) .  П о  E n  П  н а х о д и м  з н а ч е н и я  п е р е м е н н ы х  

x 4 , x 2 , затем вычисляем k  =  X k * ,  у *  =  X y  и  s *  =  b * y l / p .

4 .  А л г о р и т м  и д е н т и ф и к а ц и и  б у д е т  р а б о т а т ь  в ы ч и с л и т е л ь н о  у с т о й ч и в о ,  

е с л и  с л а г а е м ы е  в  у р а в н е н и я х  ( 5 . 1 1 ) ,  ( 5 . 1 7 ) —( 5 . 2 0 ) ,  с о д е р ж а щ и е  п е р е м е н н ы е  

x 1 x 2  x 2 x 3  x 4  L 2 / D  

£ 2 / D *  н е  д о л ж н ы  с и л ь н о  о т л и ч а т ь с я .  И н а ч е  с и с т е м а  у р а в н е н и й  б у д е т  п л о ­

х о  о б у с л о в л е н н о й .  В  ч и с л е н н ы х  э к с п е р и м е н т а х  р а с с м а т р и в а л и с ь  с л е д у ю ­

щ и е  о п о р н ы е  п о р я д к и  в е л и ч и н :  р  =  1 Т о г г ,  L  =  0 .1  c m , £  =  1 0 - 3  c m , 

D  =  1 0 - 6 c m 2 / s ,  D *  =  1 0 - 9 c m 2 / s ,  g  =  1 0 2  c m - 1 , g *  =  1 0 3 c m - 1 , 

b  =  1 0 - 1 6 c m 2 / s ,  b* =  1 0 - 1 8 c m 2 / s ,  s  =  1 0 - 4 , s *  =  1 0 - 2 , k  =  1 0 - 7 c m / s ,  

k *  =  1 0 - 6  c m / s ,  ц  =  1 . 4 6  ■ 1 0 2 1 1 / c m 2 s  T o r r .

Д л я  а н а л и з а  « с о и з м е р и м о с т и »  в о д о р о д о п р о н и ц а е м о с т и  с л о е в  с л е д у е т  

п е р е й т и  к  б е з р а з м е р н ы м  п е р е м е н н ы м  й ,  z :

й  =  t D L - 2 , x  =  L z ,  й  =  t D * £ - 2 , x  =  £ z ,  

й  =  t b 2 I 2  D - 1 , z  =  x b c D - 1 , й  =  t b 1 u 2 D * - 1 , z  =  x b * u D - 1 .

5 .  П у с т ь  д и ф ф у з и о н н ы е  в р е м е н а  L 2 / D ,  £ 2 / D *  н е с о и з м е р и м ы  п о  п о р я д ­

к а м ,  д  =  д *  = 0  и  п е р в ы й  с л о й  я в л я е т с я  « б ы с т р ы м » .  Т о г д а  ц е л е с о о б р а з н о  

р а с с м о т р е т ь  к в а з и с т а ц и о н а р н о е  л и н е й н о е  п р и б л и ж е н и е

c ( t ,  x )  &  c ( t ,  x )  =  c o ( t )  -  A ( t ) x ,  A ( t )  >  0 ,  c ( 0 )  =  0 ,  A ( 0 )  =  0 .

Н е р а з р ы в н о с т ь  д и ф ф у з и о н н о г о  п о т о к а  о з н а ч а е т  - D A ( t )  =  D * u x ( t ,  0 ) .  

У р а в н е н и е  д л я  п о в е р х н о с т н о й  к о н ц е н т р а ц и и  и  б а л а н с  н а  с т ы к е :

q ( t )  =  p s p o  -  b q 2 ( t )  +  D * u x ( t ,  0 ) ,  g q ( t )  =  c o ( t ) ,

k  [ c o ( t )  +  D - 1 D * U x ( t ,  0 ) L ]  -  k * u o ( t )  =  - D * U x ( t ,  0 ) .

В т о р о е  с о о т н о ш е н и е  д а е т  з а в и с и м о с т ь  c o  =  f  ( u o , u x ) .  П о с л е  п о д с т а н о в к и  

в  п е р в о е  ф о р м а л ь н о  п о л у ч а е м  о д н о с л о й н у ю  з а д а ч у  с  д и н а м и ч е с к и м и  г р а ­

н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  н а  в х о д е .  Д л я  о б ъ е м н о й  д е с о р б ц и и  з а д а ч а  п р о щ е .
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У п р о с т и м  м о д е л ь  к о г д а  в т о р о й  с л о й  п л а с т и н ы  я в л я е т с я  « б ы с т р ы м » :  

и ( ф ж )  =  и ф ф  — А  * ф ) ( ж  — ■£), и ф ф  =  д  * и ф ) .  В  с и л у  7  ф )  =  Ь * и 2 ф )  о с т а ­

е т с я  н а й т и  в ы р а ж е н и е  д л я  А  * ф )  ч е р е з  п а р а м е т р ы  м о д е л и  и  и з м е р я е м ы е  

в е л и ч и н ы .  И з - з а  о т с у т с т в и я  н а к о п л е н и я  в о д о р о д а  н а  с т ы к е

D p -
d x

d u d u
— D * —  

L д ж 0
— D * —  

д ж
— — D * A  * ^  A  * ( t )  — D - 1 [ v ( t )  +  J ( t ) ] .

З д е с ь  м ы  в о с п о л ь з о в а л и с ь  г р а н и ч н ы м  у с л о в и е м  — D  * и х ф ф )  — v ( t )  +  J ( t ) .  

И з  в т о р о г о  у с л о в и я  с о п р я ж е н и я  и м е е м  k c ( t ,  L )  — k  * [— A  * L  +  g *  v ]  +  v  +  J .  

Т а к и м  о б р а з о м ,  п о т о к  D c x ( t ,  L )  и  к о н ц е н т р а ц и ю  c ( t ,  L )  м о ж н о  в ы р а з и т ь  

ч е р е з  D  * , g  * , b * , J .  В  с о п р я ж е н н ы х  у р а в н е н и я х  ( н а  о т р е з к е  [0 , L ] )  и н т е г р а ­

л ы ,  с о д е р ж а щ и е  V, с л е д у е т  п р е о б р а з о в а т ь  т о  ч а с т я м  с  з а м е н о й  v 2 — J / b  *. 

Ф и к с и р у я  ф  (ф *  — — D ^ x x ) ,  п о л у ч а е м  у р а в н е н и е  д л я  о ц е н к и  п а р а м е т р о в .

6 .  П р и  н е о б х о д и м о с т и  м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  д р у г и е  в а р и а н т ы  р е ш е н и й  

с о п р я ж е н н ы х  у р а в н е н и й .  Н а п р и м е р ,  д л я  ф * — — D ( T ^ x x  п о д о й д у т

ф ф ,  ж ) — в  ( t )  s i n  v x  ( c o s ) ,  в  ( t ) e x p  v x ,

( t  — т о )  e x p { ( t  — r o ) a } ^ i ( x )  +  e x p { ( t  — т э ) а } ^ > 2 (ж ) ,

( t  — T o )m ^ m ( x )  +  . . .  +  ^ o ( æ ) ,  ^ i ( x )  s i n  a t  +  ^>2 (ж )  c o s  a t .

П о д с т а в л я я ,  н а п р и м е р ,  ф ф ,  ж ) — ( t  — т 0 ) ^ д ( ж )  +  ^ о ( ж )  в  у р а в н е н и е ,  п о л у ­

ч и м  — — D  [ ( t  — т о ) ^ ' /  +  П о л а г а е м  — 0  ^ 1 — d 1x  +  d 0 , о т к у д а  

>̂0 — h 3 ж 3 +  h 2 x 2 +  h 1x  +  h 0 , сф — — 6 D h 3 , d 0 — — 2 D h 2 . В ы б о р о м  т 0 п р и д а ­

е т с я  р а з л и ч н ы й  в е с  в х о д н ы м  д а н н ы м  J  ( t )  I  ( t )  п р и  п о д с ч е т е  и н т е г р а л о в  о т  

( t  — т 0 ) J  ( t )  ( t  — т 0 ) ! ( t )  Другие варианты ф г  р а с с м а т р и в а ю т с я  а н а л о г и ч н о :  

п о с л е  п о д с т а н о в к и  в  ф * — — D ф x x  п р и р а в н и в а е м  м н о ж и т е л и  п р и  о д и н а к о ­

в ы х  ф у н к ц и я х  в р е м е н и  t  и  п о с л е д о в а т е л ь н о  н а х о д и м  ^ ( ж ) .

7 .  О б р а т и м  в н и м а н и е  н а  т о ,  ч т о  у р а в н е н и е  ( 5 . 1 7 )  и м е е т  в и д

rt*
S  — /  J ( т ) С т  — J t  * +  F ( L ,  ф  D , g ,  с 0 , J ,  Л, ж 1 , ж 3 , ж д ) .

0

Э т о  у р а в н е н и е  п р я м о й  д л я  к о л и ч е с т в а  а т о м о в  в о д о р о д а ,  п о к и н у в ш и х  е д и -

t

н и е  б ы с т р о г о  н а с ы щ е н и я  н а  в х о д е  п р и в о д и т  к  п о т е р е  с л а г а е м ы х  e ( t  * ) ^  0 ,  

t*  ^  + œ > .  Т а к и м  о б р а з о м ,  с р а з у  и м е е м  у р а в н е н и я  а с и м п т о т  д л я  ф у н к ­

ц и и  S  ( t ) . Поэтому можно пользоваться н е  у р  а в н е н и я м и  f  — 0 ,  а  в р е м е н а м и  

з а п а з д ы в а н и я  ф  — t  * — S * / J  — — F / J  , с р а в н и в а я  и х  с  э к с п е р и м е н т а л ь н ы м и .  

А н а л о г и ч н о  с л е д у е т  а н а л и з и р о в а т ь  у р а в н е н и е  ( 5 . 1 8 ) :

F / S  ( t*  ) +  F ^ S / / 2 ( t  * ) — C0 L  1D t  * +  F .



6. Метод концентрационных импульсов 449

6 .  М е т о д  к о н ц е н т р а ц и о н н ы х  и м п у л ь с о в

Проанализируем информативность метода концентрационных импульсов 
(МКИ [102,107]) для решения задачи параметрической идентификации мо­
делей водородопроницаемости. Начнем с рассмотрения модели переноса, 
когда продиффундировавшие сквозь пластину атомы водорода сразу по­
кидают выходную поверхность, не соединяясь (при высокой температуре) 
в молекулы. Либо материал таков, что имеет место диффузионный пере­
нос водорода в молекулярной форме. Это приводит к упрощению обратной 
задачи. Если по условиям эксперимента на поверхности происходит обра­
зование молекул водорода и десорбция квадратична по концентрации, то 
следует пропустить следующий пункт.

6.1 . Л инейная м одель проницаем ости

Рассмотрим двухслойную мемрану, предварительно не содержащую рас­
творенного водорода. Пусть материал второго слоя и условия эксперимента 
таковы, что можно считать выходной поток атомарным (или перенос моле­
кулярный). Уравнение диффузии с обратимым захватом в объеме первого 
слоя:

дс „ д 2с [ ь , ,
дц =  ^ д х 2 — а1с +  al a2J  ехР 1 (г  — Э°2 ) с(т, х) ат, (6.1)

Ь > 0  х  е  (0,Ь), с(0,х) =  0  х  е  [0,Ь]. Интегральное слагаемое получается 
после подстановки в уравнение ^  =  Б схх — ащ +  a2Z решения линейного 
уравнения XI =  ащ — а2Х (х(0, х) =  0) для концентрации атомов водорода 
в ловушках. Уравнение диффузии для второго слоя:

ди д 2 и /* ̂
—  =  и* — 2 — а!и +  а1а2 ехр{(т — Ь)а2}и(т,х) 4т, (6.2)
дь дх Jо

I > 0  х е  (0,£), и(0,х) =  0  х е  [0,£]. Для удобства обозначений рас­
сматриваем уравнения (6.1), (6.2) независимо (два начала отсчета по оси 
абсцисс). Температура Т постоянна. Условия сопряжения:

дх
и  ̂

дх
дс

, с(Ь,Ь) — и(Ь, 0) =  —К Б —  . (6.3)
х=о дх ь

На стыке слоев не происходит накопления водорода, а скачок концентра­
ции пропорционален потоку. Материалы, диапазон температур и давлений 
таковы, что в равновесии концентрации в слоях практически выравнива­
ются. Здесь можно провести аналогию с теорией теплопроводности, где К 
называется коэффициентом термического сопротивления.

ь
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Параметры D, aj считаем известны ми, a D*, a*, h — искомыми. В со­
ответствии с \  IК11 [102,107] с помощвю периодического включения дис- 
социатора во входной камере с молекулярным водородом под давлением 
p0 = const создается ступенчатая концентрация растворенного водорода в 
приповерхностном объеме первого слоя пластины:

Суммирование ведется по к = ±1, ± 3 ,..  .М оментам времени Ь = ]л/ш  
= 0 ,1 , . . .) соответствуют быстрые переходные процессы, которые не 

учитываются. Для этого частота ш выбирается малой. Измерение текущей 
приповерхностной концентрации проблематично. Поэтому, зная характер 
изменения со(Ь) = с(Ь, 0), считаем константы ко, к \  неизвестными.

В молекулярном случае модели (6.4) в первом приближении соответ­
ствует скачкообразному изменению входного давления. Возможные уточ­
нения и модификации зависят от материалов и условий эксперимента. Для 
определенности остановимся пока на текущем упрощенном варианте.

На выходной стороне в условиях откачки водорода вакуумной системой 
имеем граничное условие первого рода: и(Ь, £) = 0, Ь ^  0. Измеряется 
давление р^ (Ь), вызванное диффузионным потоком плотности Г  (Ь):

Со временем на выходе устанавливаются колебания рфЬ) и Г (Ь).
С учетом линейности уравнений рассмотрим вспомогателвную задачу 

изучим «реакцию» мембраны на одну входную гармонику:

c(t, x) u(t, x)

c(t, 0) =  к 0 +  (—1)j кд, jn  < u t < (j + 1)п, t > 0, (6.4)

к 0 — к 1 > 0, c(t, 0) =  к 0 — 21k ^ 2  [kn]- 1 exp{iku t}.

(6.5)

c(t, 0) =  к 0 — 2 iK 1[nn] 1 [ exp{inu t} — exp{—inwt}] =

= к 0 +  4 к 1[пл} - 1  sin nu t, n = 2m — 1, m  e  N. (6.6)

c(t, x) = c0(x) +  cn (x) exp{inwt} + c- n (x) exp{—inw t}, 

u(t, x) = u0(x) + un(x) exp{inu t} + u - n (x) exp{—inut}.

c0 = c 0
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сп =  с _п, и0 =  и0, ип =  и _п. Подставим с(Ь,х) в уравнение (6.1): 

гпшсп(х) ехр{гпшЬ} — гишс- п (х) ехр{—гпшЬ} =

=  и  [с0;(х) +  с!П(х) ехр{гпшЬ} +  с -п(х) ехр{—гп^Д] —

— а 1 [с0(х) +  сп (х) ехр{гпшЬ} +  с-п (х) ехр{—гпшЬ}] +

+---- а\ а2— г ехр{гпшЬ} — ехр{—а2Ь }] сп (х) +-----а 1 а — х
а2 +  гпш а2 — гпш

х [ехр{—гп^Д — ехр{—а2Ь}] с- п (х) +  а 1с0(х) [1 — ехр{—а2Ь}].

Е с л и  собратв коэффициентв1 при Ие сп , 1 т  с^, содержат,ие ехр{—а2Ь}, то
п

Ь ^  Ь*. Из технических соображений удобно фиксироватв момент времени 
Ь* =  2лк/ш, к »  1 ((к +  1)-е включение диссоциатора). Далее рассмат­
риваем Ь ^  Ь*, когда колебания ре(Ь), F (Ь) на ввсюде практически устано­
вившиеся, экспоненциалвно затухающие слагаемые пренебрежимо малы. 
С учетом этого условия получаем с-п (х) =  сп(х),

с0(х) =  0, с"̂ (х) +  Спсп(х) =  0, Сп =  Ш п ( ш+'(а'1 +  а2). (6.7)
и (а 2 +  гпш)

Обозначим через \ п один из двух квадратнвгх корней из комплексного 
числа — Сп (для определенности Ие \ п > 0, вторым корнем будет — Хп, 
Ие \ п =  0  1 т  \ п =  0) и ввшишем общее решение уравнения (6.7):

с0 (х) =  А0 (х — Ь) +  В 0 , сп(х) =  А п ехр{Ап(х — Ь)} +  Б,п ехр{—Ап(х — Ь)}.

Константв1 А$, В 0 , Ап , Вп являются пока произволвнвши. Аналогичнвю 
формулы получаются для второго слоя (в обозначениях добавится толвко 
индекс *). Из граничного условия и(Ь,£) =  0 следует

В0 =  0  Ап =  —вп , ад(х) =  А0(х — £), иф х) =  2Ап8Й{АДх — £)}.

Из условий сопряжения (6.3) получаем Б А 0 =  и*А0,

В0 +  А0£ =  —КиА0, БАп(Ап — Вп) =  2Б*Апап  еб{—А*п£},

Ап +  Вп — 2Ап 8М — Ап£} =  —КиАп(Ап — Bn),

откуда находим А0 =  Б -1 Б*А0, В0 =  — А0£ — Ки*А0 и 

Ап — Вп =  2 Б -1 А -1 и* А*п Ап еб{—Ап£},

Ап +  Вп =  2Ап 8Й{ —Ап£} — 2НВ*А*пА*п еб{—А*п£},

Ап =  Ап [ 8Й{—Ап£} +  П*А*п еЪ{—А*п£}(—Ь +  и -1 А-1)],

Вп =  Ап [ 8Й{—Ап£} +  и* Ап еЪ{—А*п£}(—Ь — и - 1 А- 1)].
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Константы А0 АП фиксируются граничным условием (6.6):

со(0) =  —АоВ +  В0 =  —В -1 В*А0В — А ^  — ЛВ *А0 =  ко,

А0 =  —коАо, А- 1 =  ЛВ* +  ^ +  В  1В  *В,

Сп(0) =  —2гк1[пп]-1 =  А„ ехр{—ЛпВ} +  Б п ехр{ЛпВ}, (6.8)

АП =  —2гх1[пп]-1 Ап, П± =  [1 ±  ЛВЛп][ВЛп]-1 , 

у! - 1 =  ехр{—ЛпВ}[ 8Й{—Л-^} +  П -В  *ЛП сй{—Л-^}] +

+  ехр{ЛпВ} [ 8Й{—Л-^} — П+В *Лп сй{—Л-^}].

Вследствие граничного условия (6.6) получаем выражение

В (£) =  —В* [А0 +  2АпЛп ехр{тш£} +  2АПЛП ехр{—тш£}] =

=  коАоВ * +  [АпВ*ЛП ехр{тш£} +  АпВ *ЛП ехр{—тш £}].

Отсюда в терминах скалярного произведения в комплексном пространстве 
В2 =  В2([£*,£* +  2п /ш ],С  (£* =  2кп/ш, к ^  1) приходим к выражению

ВП =  (В (£), ехр{тш£})ь =  IВ  (£) ехр{—тш£} ^  =  8^К1 АПВ  * ЛП,
J

п  =  2 т  — 1. Посколвку п осле £ * колебания рф£) практически периодичнв1 
с периодом 2п/ш, то после интегрирования по частям имеем

^  1 — т ^ 0 о ( . . , , )
^  Вп =  — фф1—  ехр {гпш£В ц 2.

Таким образом, при ввгчислении моментов ВП можно исполвзоватв либо 
давление рф£), либо определены ый по рф£) выходной по ток В (£).

Вернемся к исходному граничному условию (6.4). В силу линейности 
модели и принципа суперпозиции получаем следующий способ получения 
уравнений / (В, щ , а2 , В  *, а — а2, Л) =  0, связывающих в явной алгебраиче­
ской форме искомые параметры с измерениями.

Вычислив ВП =  (В, ехр{гт>£})ц2, Вг =  (В, ехр{гто£})ц2, получим

Вп =  АпВ * ЛП ^  /  (В  *, а1, а2, Л) =  пВпАгЛ); — гВг Ап ЛП =  0.

Числа Ап, Аг определяются формулой (6.8), в которой Лп =  ф —СП, 
Ие Лп > 0  а выражение СП определено в (6.7) ( ЛП задается аналогично).
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Остается варьированием нечетных натуральных n, r (n = r) выбрать до­
статочное количество алгебраических уравнений f  =  0 указанного вида.

Замечания. Без принципиальных изменений рассматривается вариант, 
когда материалы настолько разнородны, что равновесные концентрации 
водорода существенно различны. Тогда (ценою увеличения числа оценивае­
мых коэффициентов) корректируем соответствующее условие сопряжения: 
kc(t,L ) — k*u(t, 0) =  —Dcx (t,L ). Дополнительная информация о равновес­
ных концентрациях в материалах слоев (в диапазоне адекватности модели) 
позволяет считать известным отношение у =  k*/k.

Пусть частота u  такова, что за полупериод с выключенным диссо- 
циатором концентрации успевают падать до практически стационарных: 
c(t,x) = с0 — D - 1Jx , u (t,x )  = u0 — D - 1 Jx . Если концентрацию c0 можно 
считать известной (например, равновесной с давлением р0 молекулярного 
водорода, С0 у р ) ,  то из u(t,£) = 0 и условия сопряжения получаем 
соотношение С0 — D - 1  J  L — D -1 J  £ = h J , которое позволяет понизить раз­
мерность обратной задачи параметрической идентификации.

6.2 . Н елинейная м одель с квадратичной десорбцией

С входной стороны нагретой до температуры T(t) = Т пластины создается 
р0 = р = const

изводится постоянная откачка газа вакуумной системой. Через некоторое 
время устанавливается стационарный выходной поток водорода J  = const. 
Затем на входе периодически включается и выключается диссоциатор. Это 
позволяет в подповерхностном слое создавать почти прямоугольные им­
пульсы концентрации растворенного водорода. Период подбирается так, 
чтобы при выключении диссоциатора выходной поток газа успевал падать 

J
ризонтальную асимптоту ( J  ~  Jh = const > J ). Потоки обычно относим к 
единичной площадке поверхности, не добавляя слово плотность.

Напомним модель с поверхностной десорбцией (ПД):

ct(t,x) = D (T)cxx(t,x), c(0,x) = y(x ), x  e  [0,£], 

c0(t) = c(t, 0) =  g(T)Q0(t), ce(t) = c(t, £) = g(T)qe(t), 

c0(0) = g(P )q 0(0) = <p(0), ce(0) = g(T0)qe(0) = <p(£), 

q0(t) = ps(T)p0(t) — b(T)ql(t) + D(T)cx(t, 0), 

q£(t) = — J(t) — D (T)cx(t,£), J(t) = b(T)qj(t).
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Периодическое включение диссоциатора, резко повышающего скорости 
проникновения водорода в объем, приводит к ступенчатой концентрации 
(граничному условию I рода вместо динамического):

Моментам времени j n /ш соответствуют относителвно быстрые переходник 
процессы, которые не учитываются. Изменения co(t) практически скачко­
образны. Для этого частота ш в эксперименте выбирается малой. В момент 
вв1ключения диссоциатора концентрация со велика, квадратичный отток 
bq0 значительно превосходит приток и концентрация co(t) оченв быстро 
убывает (в масштабе периода). Зная характер изменения входной концен­
трации, мы вв1нужденв1 считатв константв1 ко, к  неизвестными.

Стационарная проницаемость. По постановке МКИ-эксперимента к
моментам переключения (на полупериодах) концентрация c(t, x) успева­
ет выйти на стационарные режимы проницаемости. Стационары подробно 
анализировались, но для автономности изложения кратко приведем необ­
ходимое. Модель соответствует условиям, когда равновесная концентрация 
растворенного в металле водорода пропорциональна квадратному корню из 
давления молекулярного водорода v поверхности (ро =  'Ре =  Р =  const):

Коэффициент равновесной растворимости 7  будем считать известным. 
В рамках модели 7  =  дд /ц з/Ъ , 7  =  7 (Г), Т — температура, при кото­
рой проводится насыщение образца и эксперимент М К11. Вариант, когда 
значение 7  предварительно не определяется, рассмотрим позже.

Проанализируем информативность соответствия р0 ^  4 : при постоян­
ном давлении напуска р0(Ь) =  р0 и вакуумировании на выходе в пластине 
устанавливается стационарный поток 4 (Ь) =  4 , Ь ^  Ь*. Распределение кон­
центрации линейно: г =  1/л/Ъ, I  = у/4,

х = 0
нара / (и , д, Ъ, з) =  0, связывающее параметры в алгебраической форме:

c0 (t) =  c(t, 0) =  к 0 +  (—1)j к ц  jn  < w t<  (j +  1)п , t > 0, (6.9)

fc=±i , ±3 ,... n=1, 3 ,...

psp  =  bq2 ^  с =  gq =  7 / p , 7  =  gyjpsb- 1 , T = T .

c(t,x) = c(t*,x) = D 14(£ — x) +  g r I , t ^  t *. 

С другой стороны, при t ^  t* в силу граничного условия

(6 .10)

(6 .11)

(6.12)
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По двум уравнениям (6.12) (для различных рог) однозначно определяются 
коэффициент в и комплекс X  =  В дД \/Ь  =  В дг/В  По значениям у, в, X  
находим В  =  ДщвХ .£/у, дг =  уД Д ц в =  ^Х /В . Болвшего анализ равно­
весного и стационарного режимов не дает: параметры д, Ь не разделяются.

Замечание 1. В силу (6.11) выполнено Ло < Л =  ууфо за счет вычитаемо­
го 4. Но когда двро ^  4 , т- е. поток атомов водорода на входную поверх­
ность значителвно превосходит пропускную способности мембраны, в соот­
ношении (6.12) первое слагаемое можно заменить на ууфо. Из двух таких 
линейных по 1 /В  дг уравнений при ро =  Род 4 =  4  находим значения 
В  и дг, затем коэффициент в из соотношения у =  дгфщв.

Необходимо еще одно уравнение. Но с учетом погрешностей измерений 
их нужно больше (затем можно воспользоваться усреднением или методом 
наименьших квадратов). Ниже укажем два способа, позволяющих форми-

/(В , д, Ь) =  0
циальной форме оцениваемые параметры с экспериментальными данными.

Р я д ы  Ф урье. Вследствие граничного условия (6.9) через некоторое вре­
мя £ * на выходе устанавливаются колебания плотности потока десорбции 
4(£) =  4Д£), те зависящие от начального распределения с(0, ж) =  <р(ж). 
Для £ ^  ^  1 (£ =  э-/ш ) будем искать с(£, ж) в форме ряда

с(£, ж) =  + сП(ж) ехр{тш  £}.

Нелинейность модели не позволяет воспользоваться принципом суперпо­
зиции колебаний. Вещественность с(£, ж) влечет комплексную сопряжен­
ность сП и с—П. Поэтому ограничиваемся рассмотрением неотрицательных 

п
п

точной точностью определить трудно. После подстановки ряда в уравнение 
диффузии и граничное условие ф(£) =  — д 4 (£) — дВсж(£Д) получаем

тш сД ж ) =  ВсП (ж), т ш с ПД) =  — дВсПД) — д4(П>. (6.13)

Здесь штрих — производная по ж 4̂ П> — коэффициенты Фурье:

Ш Ш Г 2̂
4(п> =  2“ (4  (£), ехр{тш£}> Ь2 =  —  4 (т)ехр{—гпшт} 4т,

— —
В2 =  В2([£1,£2 ],С , £1 =  Э*_ , £2 =  (Э* + 2 ) - ,  £1 ^  £ *.ш ш

Отрезок времени [£1, £2] соответствует периоду установившихся колебаний. 
Пусть для определенности на первом полупериоде диссоциатор включен.
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С учетом условия (6.9) имеем начальные данные Со(0) =  ко,

сп(0) = —2гк 1[пп}- 1 (п — нечетное), сп(0) = 0 (п — четное, п = 0).

После интегрирования гпш сп = ВСП две произвольные постоянные опре­
деляются начальными данными и вторым соотношением (6.13):

с0(х) = —х О - 1ф 0\ + к 0, сп (х) = 2Ап вй{Лх} — <2̂Ж1 ехр{—\х } .  
х ' пп

Здесь Л =  (1 +  г)[пш /(2В )] 1/2, Ап

А п \тш 8Й{ЛД +  Л дВсИ{Л^}1 =  —0.5д.1/п\ + гк 1 — ЛдВ ,
'■ ' ' пп  ехр{Лг}

С другой стороны, в силу соотношений J  = bqj, ец = gqf имеем

g l (t) Щ Г? ____
Ci(t) = ^  cn(£) = g r l{n), 1 {п) = 2 n j  V J ( j )  e x p i-гн ш г} dr.

n  — нечетное натуральное, для четных отсутствуют слагаемые с к \.

qh

g!(t) ^  _ _ г г _  ш rt2

>t1
Приравнивая дгфп) к полученному вьппе выражению для cn (x) при x = £, 
получаем следующие уравнения f n (D ,b,g) = 0  (Л =  \(n ,D )):

фп) [гпшг + £ХЛ сЛ{Л£}] +  J (,п) + ППК^ЛЩ = 0. 6̂' 14')

Подстановка Л2 D = гпш дает

фп) [гпшг + £Х Л сЛ{Л£}] +  J {n) — £} = 0. 6̂' 15')

Для четных натуральных п  будет отсутствовать последнее слагаемое, п = 0 
не используем, поскольку в соотношении X  Ьд) = -J(o) +  D kq/£  нет допол­
нительной информации о значениях g, b (но можно вычислить ко). Уравне­
ния (6.15) линейны по r = 1/V b  и к \.  При каждом п  их можно преобразо­
вать в два уравнения: Re =  0  Im =  0. Исключая к \ , находим коэффициент 

b gr g
отношения справедливы для любого периода работы диссоциатора.

Если период колебаний не произволен, а именно тот, при котором J (t) 
успевает в течение полупериодов выходить на асимптоты J  = J?, J  = J , то 
уравнение (6.14) упрощается. В силу (6.9), (6.10) приходим к выражению 
2к\ = D - 1[Jh — J ] £ +  gr [Ih — I ]. Подставляя в (6.14), получим

Фп\ [гпш r + £ХЛ Ой{Л£}] +  J n  + г£Л— — J  +  Х Ц ?— — = 0. (6.16)
w  L х ) п п 8П{Л£}

Отсюда при известных X , D по явной формуле находим r = 1 /V b . Затем 
из комплекса X  и коэффициента равновесия у определяем параметр g.
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Замечание 2. Можно использовать и другие варианты уравнений. Предста­
вим гармонику с—ПД) ехр{—тш £} +  сП(^) ехр{тш£} в вещественной форме 
Пп 8т(пш£ +  <̂п). Аналогично поступаем с соответствующей гармоникой 
в разложении функции д г / (£) в ряд Фурье. Приравнивая для п ф 1 ам­
плитуды и (или) фазы, получаем соотношения для искомых параметров. 
Вычисление фаз по измерениям выполняется с большей точностью.

п
ставлении концентрации с(£, ж) рядом различаются все меньше. Для чет­
ных п > 1 уравнения (6.14), (6.15) проще — нет слагаемого с кд. Но если 
мембрана очень тонкая, то в силу начальных данных сП(0) =  0 даже при 

п
с учетом экспериментальных погрешностей.

С опряженные уравнения. Изложим еще один способ получения урав­
нений / (В, Ь, д) =  0, оставаясь в рамках вещественного анализа. Возь­
мем произвольное решение 0(£, ж) сопряженного к с* =  В схх уравнения 
0* =  —В 0 ХХ без начальных и граничных условий. Применяя формулу ин­
тегрирования по частям, получим соотношение

ГТ2 [■£ [■£
0с) ц0 =  У  У  Ф {ct -  Dcxx} dxdt =  | ( # ) | ; = T1 d x -  (6.17)

Z*T2 PT2
-  D(cx^)|X=0 dt +  /  D (^xc)|X=0 dt.

JT1 J t 1

Можно брать ф =  1  ф =  x/ ^ и  ф =  0(t) sin vx (cos exp). С точностью 
до нормирующего множителя в (t) =  exp{±D v2t} соответственно («—» для 
экспоненты). Для предварительного подсчета по информации J(t)  инте­
гралов в соотношении (6.17) целесообразно полагать v =  const/\/D .

Рассмотрим варианты, позволяющие использовать линейные выраже­
ния для концентрации, когда на полупериодах стационарных колебаний 
десорбционный поток выходит на горизонтальные асимптоты:

[Т1,Т2] =  [ ti ,ti  +  nw-1], [ti ,Т2] =  [ti +  nw-1 ,t2].

На первом отрезке времени выходной поток монотонно возрастает от уров­
ня J  , выходя к моменту ti  +  n/w  на асимптоту J  =  Jh > J  . На втором 
отрезке, когда диссоциатор выключен, — монотонно убывает с Jh до J  .

I. Для первого отрезка и ф =  1 в соотношение (6.17) явно войдет по­
ток —Dcx(t, 0). Когда включен диссоциатор, граничное условие на входной
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поверхности нуждается в уточнении. Поэтому возьмем ф =  х/£:

% [4н — 4 ] +  3z X  [Д — / |  +  г [Т/г — I] =  А, % =  бфй , т ^  , (6-18)

- п - п £Т2 £Т2
А  =  4Н-  — 5  +  Х Д -  — Х Б 1/2, Б = 4 4т, Б1/2 = 14т.

ш ш 1 ,]Т1 1 7Т1

Комплекс X  =  идт/£ =  £дт/6г считаем известным по результатам анализа 
стационаров. Для вывода уравнения (6.18) следует в соотношение (6.17) 
подставить линейные стационарные распределения концентрации с(тдх) 
по формуле (6.10) (для 4, Д ); выражения а(Ь) =  ддфЬ), дфЬ) =  т1 (Ь) 
в силу 4  =  Ъд|, I  =  у/4\ с0(Ь) =  к 0 +  к 1 =  и -  14 ф£ +  дтД . Выходной 
диффузионный поток — и с х (Ь,£) заменяется суммой ф(Ь) +  4 (Ь).

II. Для варианта [т1,т2] =  [Ь1 +  п/ш,Ь2] и ф =  х/£  следует в уравне­
нии (6.18) поменять местами пары чисел 4ф, 1ф и 4, I . При этом соот­
ветственно изменятся значения интегралов Б и Б1 /2 - Вместо выражения 
С0(Ь) =  К0 — К1 =  и - 1 4£ +  дтЬ можно использовать представление (6.11). 
Сумма нового уравнения и (6.18) не зависит от %, т. Поэтому дополнитель­
ной информации о значениях г, т нет. Если взять ф =  х/£  для всего периода 
[т1,т2] =  [Ь1, Д], то получим то же самое уравнение Х1(0) =  —4(0) +  Б к 0/£, 
что и при анализе методом рядов Фурье.

III. Выбор ф =  1 для полупериода [т1,т2] =  [Ь1 +  п/ш,Ь2] дает

3% [4 — <Д] +  6гХ [Т — Д] +  2т [1 — Д  ] +  т — —— =  Ф  Б . (6.19)
X  ш

В интегральное соотношение (6.17) следует подставить линейные кон­
центрации с(тд х) в силу (6.10) (для уровней проникающего потока 4ф, 
4  соответственно); функции времени и с х (Ь, 0 )  —Б с х (Ь,£) заменить на 
д0(Ь) — цзр0 +  Ъф̂ (Ь) и ф(Ь) +  4 (Ь); использовать выражения д£ =  т1,

40^ 2) — д0 (т1) =  —2 к 1д-1 , 2 к 1 =  и - 1 [4н — 4  ]£ +  дт [Д — I].

Из-за скачков (6.9) входной концентрации имеется некоторая особенность. 
Интеграл на относительно большом отрезке времени от Ъд2(Ь) вычисляется 
в принятом приближении как интеграл от Ъ[с0/д]2 с учетом представле­
ния (6.11): д0(Ь) =  (к0 — к 1)/д  =  с0/д, Ъд0 =  цзр0 — 4. Скачок поверхностной 
концентрации ограничен величиной 2кц/д, а время перехода пренебрежимо 
мало. Но при подсчете интеграла от д0 нельзя полагать д0 =  0. С умень­
шением времени переходного процесса д0 растет. Интеграл от д0 остается 
равным д0 (т2) — 40( п ) =  — 2кд/д и в пределе, когда переход считаем мгно­
венным. Подобные рассуждения формализуются на языке ^-функций.
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Уравнения (6.18), (6.19) линейны по искомым переменным г, г, из них 
нетрудно определить коэффициенты В, Ь, а параметр д — из X  =  В дгД  
или у =  дгфцв. Анализ равновесного и стационарного режимов дает В, 
в, дг, только стационарного — значения в, X  Для разделения величин Ь, 
д В  Ь д / (В , Ь, д) =  0.
Информация 7 (0  входит в уравнения только под знаком интеграла.

Замечания. 1. Пусть предварительно не определяется коэффициент рав­
новесной растворимости 7 . Тогда из стационара (6.12) находим значение в 
и комплекс X . Когда выполнено цвр ^  < первое слагаемое в (6.12) мож­
но заменить на выражение дгуфвро- Из уравнений (6.18), (6.19) находим 
величины г, г (В, Ь), из X  определяем параметр д.

Можно ограничиться только уравнениями (6.16), линейными по па­
раметру г =  1 / л/ Ь  (д л я  каждого п их два, если выписать веществен­
ную и мнимую части). Исключая г, получаем уравнение вида /(В )  =  0 
( Л =  (1 +  0[ пш/(2В) ]1/2) . Численное решение скалярного уравнения с 

В
дели можно определить и неизвестные уровни концентраций ко, кд.

2. Смысл выбора различных 0  («пробных функций») в следующем. При 
0  =  1 из соотношения (6.17) исключаются концентрации со(0, сД0. При 
0  =  жД (0 ( 0  зш ^ж) исключается В сх ( 0  0 ), в интегралах придается разный 
вес концентрации водорода по толщине мембраны.

3. В уравнения входят разности <  — <, 0  — /  и величины

— П — П — П — П /*Т2
Фг 5  =  7 ------5  +  [Фг — <0] — =  [<0 г — <0] -----[4 — </]йт.ш ш ш ш уТ1

Аналолгично преобразуется Д п/ш  — £ 1/ 2 - Достаточно информации только 
об уровне «рассогласования» < (0 , / ( 0  с фоновыми значениями < , 0  . Если 
информация о потоке относительная (</<тах), делаем подстановку < =

4. Заметим, что для первого полупериода < п/ш — 5  =  Д Д ф , где Д ф — 
время запаздывания (промежуток времени от момента ф до пересечения 
с осью Ь асимптоты функции 5 (0 , равной интегралу от < (т), т 7 [̂ 1, ]̂)- 
Интеграл от плотности потока < — это количество атомов И, соединив­
шихся в молекулы и десорбировавшихся с единичной площадки выходной 
поверхности на указанном отрезке времени. Аналогично интерпретируется 
разность /гп/ш  — £ 1/ 2. В уравнении (6.19) величина 5  — <п/ш равна про­
межутку времени от точки пересечения с осью Ь асимптоты (на этот раз 
интеграла от < (т) по т 7 [ф +  п /ш ,0 ) до момента времени ф +  п/ш (плот­
ность десорбции < ( 0  убывает от значения <  до уровня < , (5 =  7 < 0 ).

Интерпретация соотношений, полученных методом сопряженных урав­
нений, в терминах асимптот представляется предпочтительной, поскольку:
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1) времена запаздывания достаточно надежно определяются по экспери­
ментальным данным; 2) ввьход на стационарный режим имеет асимптоти­
ческий характер, равенства в соотношениях (6.18) (6.19) условны; 3) асимп­
тоты на полупериодах «нивелируют» погрешности моделирования скачка­
ми бв1стрв1х переходник процессов на входе в моменты переключения.

5. Ввиду болвшого разброса порядков величин уравнения следует нор­
мировать. Фиксируем характернвье значения коэффициентов Б , Ъ, д, ё: 
Б  = Б г ^  Ъ = Ьг2, д = дг3, в = ёг4. Разделим стационар (6.12) на дтГ.

Д Д 7 - г  -  С» = 1, С. -  > 4 , <  -  -  Л4 д Б  г 1 гз

В случае цёро ^  4  (в частности, когда толщина пластинв1 £ достаточно 
велика) первое слагаемое заменяем на \[СдЛ4- Выразим коэффициент рав­
новесной растворимости в новых переменных:

7
дффё _  г3ф Л  д ^ ц в  _  д ^ Л

л/Ъ ф Л  \[% г 1»

По двум стационарам находим величинв1 г., » , а из д — значение гц 
Уравнения (6.14)—(6.16) нормируем величиной 4 , например (6.16):

(п) ( 2 Л£ Ой Л£
.л /Л  

(2 =

гЛ£
пп  8Й Л£

4 н 1 I  н -  I
4  -  1 + ~ Ж \

0 ,

гпш

I V I
Л = Л(п, г 1) =

(1 +  г)фпШ

Л  2г-\_Б

д Б
£ЛЪ

I

л » '

При известнв1х значениях гц  » п о  явной формуле определяется переменная 
г2 и затем гз = Л Л /г Л .  Аналогично в переменных гг переписываются 
уравнения (6.18), (6.19). Делим на величину 4£, где ё — характерное время, 
для определенности примем £ =  п/ш:

1 £2

г 1 6Бё
1 £2

4н -  4 + 3,1н -  I
4 +

г 1 6Б  £
о4 4н . р 1  1  н3---- =----- + 6

1 Iн -  I  _
Л Л  4 ёДЪ 

1 1

А
л Л

л

4
+

Л Л  тёЛЪ
2 +  ё» 4  4н

I 4

6. Если при выключенном диссоциаторе слишком грубо полагатв, что 
входная концентрация до(Г) падает скачком, то следует внести поправ­
ку. Динамическое граничное условие позволяет исключитв в сопряжен­
ном тождестве функцию Б сх(Ь, 0) и производиую доЛ- Остается лишь ап­
проксимировать д о Л • Возьмем решение д Л  уравнения д(Ь) = Ъд̂  -  Ъд2(Ь),
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д(0) =  Т0ф Следующее приближение: д(Ь) =  Ъд2(Ь) — Ъд2(Ь). Другой вари­
ант: приблизим —Б сх (Ь, 0) функцией к(Ь), достаточно быстро убывающей 
от значения 4ф до 4. Тогда приближение д(Ь) является решением уравне­
ния Риккати д =  цвр0 — Ъд2 — к . Уточненные таким образом уравнения 
/ (и ,д ,Ъ ,з)  =  0 более громоздки. Наконец, можно исполвзоватв функцию 
Грина (аналогично методу ТДС) или добавитв несколвко итераций по ^(Ь), 
решая прямую задачу при текущих оценках параметров.

6 .3 . М о д ел ь  с обр ати м ы м  захв атом

Учтем захват диффундирующего атомарного водорода дефектами:

дс . д с д'ш
—  =  и ( Т ) — ^  — а 1с +  a2w, —  =  щ с — a2w,
дЬ д х2 дЬ
с(0 ,х) =  ^ ( х ) ,  щ(0 ,х) =  N 2(х), х  е  [0 ,£], 

с0 (Ь) =  с(Ь, 0) =  д ^ )д 0 (Ь), с£(Ь) =  с(Ь,£) =  д(Т)д£(Ь),

=  ц з (Т )р0(Ь) — Ъ(Т)д1 (Ь) +  и ( Т ) о, Ь е  [0, Ь+],

=  —Ъ̂ )д |(Ь) — и ^ )дхх x=£, 4 (Ь) =  Ъ̂ )g |(ь),

с0 (0) =  д(7Ь)д0 (0 ) =  N 1(0 ), с£ (0 ) =  д(ТЬ)д£(0 ) =  Nl(£).

Здесв w(Ь,x) — концентрация Н  в ловушках, аг(Т) > 0. В условиях перио­
дического включения диссоциатора с входной сторонв1 пластинв1 заменяем 
динамическое граничное условие на модели ступенчатой концентрации.

Р авн овеси е  и стационар. Равновесные концентрации с, W при задан- 
нв1х Т, р определяются приравниванием к нулю производнв1х: а 1С =  а 2W, 
с =  дл/цвр/Ъ . В эксперименте насв1щения-дегазации по общему количе­
ству поглощенного водорода и геометрическим характеристикам образ­
ца рассчитвгоается общая концентрация с +  W =  с +  с а1/а 2 =  Ул/Р, где 
7  =  (1 + а Д аД д ^ /цв/Ъ. Отсюда определяется равновесная растворимости у. 
Здесв 7  =  7 (Т), Т — температура насыщения и эксперимента МКИ.

При постоянном давлении напуска р0 (Ь) =  р0 (Ь > 0) в стационар­
ном режиме проницаемости получаем линейное распределение концентра­
ции диффундирующего водорода. Вследствие динамического равновесия 
(% =  0 ^  w =  са 1/а 2, Ь ^  Ь*) ловушки активно себя не проявляют и 
коэффициенты обратимого захвата аг не входят в уравнение стационара. 
Получаем те же выражения (6.10)—(6.12) (как и в случае аг =  0).
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По двум стационарам для различных ро однозначно определяются в и 
комплекс X  =  Вд/.£\/Ь. По значениям д, в, X  находим величины

У = = 1Х У Щ  2  =  дга1± ^  =  е—  (г ).
Й1 +  02 Д 02 У

Замечание 4. В силу представления (6.11) 0о < 0  =  Дуфо за счет < и мно­
жителя (1 +  01 / 02)  Н° когда двро ^  < ) т. е. падающий на входную поверх­
ности поток значителвно превосходит пропускную способности мембраны, 
в стационаре (6.12) первое слагаемое можно заменить на Дуфо/(1 +  о1/о 2). 
Из двух таких уравнений определяются значения X  и У. Из д =  y/Д s^X /У  
находим коэффициент в, а по X , У илн д — комплекс (1 +  01 / 02)дг.

Р я д ы  Фурье. Вследствие ступенчатого граничного условия (6.9) через 
некоторое время Ь* на выходе устанавливаются стационарные колебания 
потока десорбции (его плотности) < (Ь), не зависящие от начальных данных 
с(0,ж) =  Жфж), ш(0,ж) =  N2 (ж). Проинтегрируем линейное по ш диффе­
ренциальное уравнение и подставим ш(Ь, ж) в уравнение диффузии:

дс д2с /" *
— =  В — 2 — о1с +  0 1 0П  ехр{(т — Ь)о2}с(т, ж) Ут +  х(Ь,ж). (6.20)
дЬ дж2 Уо

С ростом времени Ь экспоненциально убывает влияние начальных данных 
ш(0,ж) с(0,ж ) поскольку выполнено х(Ь,ж) =  о2ехр{—о2Ь}Ж2(ж), а под 
интегралом при т =  0 имеем ехр{—02Ь }^(ж ). Поэтому при анализе уста­
новившихся колебаний соответствующие слагаемые будем опускать.

Полагая функцию < (Ь) известной информацией по результатам измере­
ний, для Ь ф Ь* ^  1 (Ь =  У—/ш) ищем концентрацию с(Ь,ж) в форме

Е+<̂0
сП(ж) ехр{гпшН.

—О

Следуя контексту, легко отличить со(Ь), с̂  (Ь) от со (ж) сП(ж). Нелинейность 
модели не позволяет воспользоваться принципом суперпозиции колебаний. 
Вещественность с(Ь, ж) влечет комплексную сопряженность сП и с—П.

После подстановки ряда в уравнение (6.20) и динамическое граничное 
условие ф(Ь) =  —д<(Ь) — дВсх(Ь, ф  для колебаний при Ь ф Ь* получаем

сП (ж) +  Фпсп(ж) =  0, гпш сф ф  =  — дфп> — дВсПФ). (6.21)

Здесь Фп =  —В -1 [гпш+о1 —о1 о2/(гпш +о2)], экспоненциально убывающими 
слагаемыми (с множителем ехр{—о2Ь}) для Ь ф Ь* ^  1 пренебрегаем, ф П̂ — 
коэффициенты Фурье на периоде колебаний [ф, £2]- Уравнения (6.14), (6.16) 
сохраняются, изменилось лишь Л =  Л(п, В, о1, о2) =  ф —Фп (И,е Л > 0).
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При каждом п ф 1 уравнение (6.16) можно преобразовать в два: И,е =  0, 
1 т  =  0. Параметр г =  1/\/Ъ входит линейно. Исключая его, получаем 
уравнение вида / (Л) =  0. Вычисляем значение Л и затем параметр г из 
уравнения (6.16). В силу четности / (—Л) =  / (Л) решением будет и —Л, 
но этот выбор знака не повлияет на значение т. По Л (или —Л) находим 
Л2 =  0 -1 [гпи +  а 1 — а1а2/ (а 2 +  тш)\. Домножим на У  =  0 /(1  +  а \/а 2):

О / О О О  \ 1  0 0 1Л У  =  £ +  гп, п =  а2(а2 +  п и  +  а1а2)пи5-  , £ =  а1а2п и  5-  ,

5 =  (а1 +  а2)(а2 +  п 2и 2). Далее, по известным числам £ и п из соотношения 
а2п /(п и )  +  £ =  а2 находим а2, из £, п — параметр ац Подставляя аг в У, 
вычисляем коэффициент О. Остается го выражения X  =  0д/(1\[Ъ ) опре­
делить д при известных X , О  Ь- Целесообразно использовать несколько п.

С опряженные уравнения. Напомним сначала уравнение стационарных 
колебаний, которое получается при формально неограниченном росте вре­
мени Ь в интегро-дифференциальном уравнении (6.20). Выход на стаци­
онарные колебания имеет асимптотический характер. Фиксируем период 
[Ь0, Ь0 +  а\, а =  2п/и , где Ь0 ^  1. Для определенности на первом полупери- 
оде диссоциатор включен. Перенесем начало отсчета времени в Ь°. Тогда 
справедливо следующее «предельное» описание динамики концентрации:

дс д2с [о
— =  О — 2 — а 1с +  / Н(Ь,т)с(т,х) 4т, Ь е  (0, а), (6.22)
дЬ д х 2 Уо

Н(Ь, т) =  (а1а2 +  А) ехр{(т — Ь)а2}, 0 ф т ф Ь,

Н(Ь, т) =  А ехр{(т — Ь)а2}, а ф т > Ь, А  =  а 1а2[ехр{а2а} — 1\-1 .

Если подставить в (6.22) представление установившихся колебаний концен­
трации с(Ь, х) рядом Фурье, то для сп (х) получаем то же уравнение (6.21).

(0, а / 2) (а /2, а )
выключению диссоциатора. Период подобран так, чтобы осуществлялся 
выход на горизонтальные асимптоты: {У ^  Ущ У/* ^  У}. Соответствую­
щие линейные распределения концентрации рассчитываются явно. 

Проведем преобразование интегрированием по частям:

П £ по
ф(Ь,х){сг — 0 схх +  а 1с — / Н(Ь,т)с(т,х) 4т} 4х4Ь =

0

=  /  ('Фс)\°= 0 4х — [  О(с,хф)\Х= 0(М +  [  О(фхс)\Х= 04Ь. (6.23)
0 0 0

В окончательном результате не приводится двойной интеграл, который сде­
лаем нулевым, подчинив функцию ф сопряженному к (6.22) уравнению
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(линейному однородному без краевых условий): 

дф д 2ф i a
—  = —D — ^ + агф — H (т, Ф)ф(т, x) dr. (6.24)
dt дx 2 Jo

Под интегралом H (т, t) в отличие от H (t, т) в уравнении (6.22). Простейшие 
решения: ф = 1, ф = х. Интеграл от H (r,t)  по т Е [0,ф равен а\. Более 
сложные вариантвн ф = в (t)cos vx  (sin vx), ft(t)exp  vx, v — параметр. 
Для случая в (t)cos vx, например, получаем уравнение

в  = D v2в  + агв  — [  H (тф)в(т) dт. 
o

Разделим на exp{a2t} и введем переменную £(t) = exp{—a2t}e(t):

£ + а2£ = (D v2 +  аг)£ — a (  £(т) dт — (а\а2 + A) (  £(т) dт. (6.25)
Jo Jt

t

£(t) + (а2 — аг — D v 2)£(t) — а^ £ ( t )  = 0,

которое легко интегрируется. После подстановки £ обратно в (6.25) одна 
произволвная постоянная исключается. Для функции ф = e(t)  exp vx  сле-

D
v

ниваемых величин v = v ^ ^ i ) .  Например, для ф = в (t)cos vx  лучше 
взять v 2 = D - 1((i2 — аг), если а2 > аг. В противном случае (а2 < а г) 
ф = в (t)exp  vx, v 2 = D -1 ^ i  — а2). Тогда £ = ага2£.

6 .4 . Д в у х сл о й н а я  в од о р о д о п р о н и ц а ем о сть

Основная причина интереса к водородопроницаемости двухслойных 
систем — защитнвге покрытия. Примем для первого слоя модели:

ct (t,x ) = D(T)cxx(t,x ), c(0,x) = N l (x), x  Е [0,L], 

co(t) = c(t, 0) =  g(T)q(t), g(T)q(0) = co(0) = Ni(0),

q(t) = ps(T)po(t) — b(T)q2(t) + D(T)cx(t, 0), t Е [0,t+].

Аналогичные уравнения выписываются для второго слоя пластины
x

ut (t,x ) = D*(T)uxx, u (0 ,x) = N 2(x), x  Е [0,£], 

u£(t) = u(t,£) = g*(T)v(t), g*(T)v(0) = щ(0) = N 2(1), 

v(t) = p,s*(T)p£(t) — J  — D *(T)uxx(t,l), J  = b*(T)v2(t).
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В режиме вакуумирования ресорбцией пренебрегаем: ps *р̂  ^  0. По дав­
лению на выходе p^(t) определяется плотности десорбции J (t)  =  b* v2(t). 
Условия сопряжения на стыке слоев: cy(t) =  c(t, L), u0(t) =  u(t, 0),

Dcx(t,L ) =  D * ux(t, 0), kcL(t) — k* u0(t) =  —Dcx(t,L). (6.26)

Далее аргумент T опускаем, посколвку МКИ-эксперимент проводится при 
T(t) =  Т =  const. Предполагаем материал первого слоя (подложки) изу- 
ченнв1м на водородопроницаемостъ: коэффициентв1 D, b, g  s известны.

Периодическое включение диссоциатора с входной стороны пластины 
приводит к изменению граничного условия в первом слое:

c0(t) =  c(t, 0) =  к 0 +  (—1)j к 1, jn  < wt < (j +  1)n, t > 0. (6.27)

Период подбирается так, чтобы при выключении диссоциатора ввгходной
J

ствующего давлению напуска po (t) =  po5 а при включенном — монотонно 
возрастая, выходитв на горизонталвную асимптоту (J  ~  Jh > J  ).

Равновесие и стационар. Когда давление р и температура Т постоянны, 
в слоях установятся равновесные концентрации с, u. Приравнивая произ­
водные нулю, получаем выражения с =  уДр , у =  gy/ps/b . Из условий 
сопряжения следует kc =  k* u, откуда х  =  k/k* =  u /c  и

- г  k у* g* Vs*b
u =  Y * ^  Y* =  g* , X = TT = —  = — . (6-28)y/b * k * y g \/sb *

Коэффициенты равновесной растворимости y  Y* b диапазоне условий, ко­
гда с , u ~  Др , относителвно несложно определяются эксперименталвно. 
Поэтому для рассматриваемой более сложной задачи будем считатв их за­
данными. Итак, отношение х  =  k/k* известно и связано с поверхностными 
параметрами {b, b *, g, g *, s, s *} соотношением (6.28). Достаточно при фик­
сированной температуре Т =  Т определят значения {D *, b *, g *, k *}.

В стационарном режиме p0(t) =  р0 (t > 0), J (t)  =  J  , t ^  t *,

c0(t) =  c0 =  const, c0 =  g^/b-1 (psp0 — J ), t ^  t*. (6.29)

Соотношения для стационарных концентраций следующие:

с  — с0 dc J  _ _ L J  - , _2 ф и 2
^ —  =  ^  =  п ^  С =  С0 — — , J  =  b*v 2 =  —/  ^L dx D L D g2

_ g *1 u  — U0 du J  _ A-
^  u  — *t— , D — Q — n  ^  u0 — c  n  , 1 — * J .л/b* t  dx D* D*
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Введем переменные х 1 =  £2/0 * , х2 =  1/\/Ь*, х3 =  д*£, х 4 =  £ /к*. 
При Ь ^  Ь* баланс потоков та стыке примет вид ксь — к*щ  =  J■ После 
подстановки найденнвгх с , ио и умножения уравнения на £, получим

(х1 +  х4) J  +  х 2х 31 =  £х(с0 — АО J  ). (6.30)

Это уравнение позволяет по двум ро1, Р02 и соответствующим стационар­
ным значениям J l, J 2 найти величинв1 Е =  х 1 +  х4, П =  х 2хз. Далее, из 
соотношений (6.28) определяем коэффициент з* =  в(хд£/П )2/Ь.

Анализ стационара, когда слои меняются местами, дает

Х£1* [Ы*О -1 +  д ^ Ь г 1] =  Пу/цв*ро — J* — ЕJ*. (6.31)

Но дополнителвной информации о параметрах модели нет.

Р я д ы  Ф урье. В силу периодического воздействия (6.27) через некоторое 
время Ь* на выходе устанавливаются стационарные колебания десорбции 
J (Ь), не зависящие от начадьных распределений в слоях ЖДх), ^ ( х ) .  Для 
Ь ^  Ь* (Ь =  з я /и )  будем искать концентрации с(Ь,х), и(Ь,х) в форме

с(Ь,х) =  Е сп (х) ехр{гпиЬ}, и(Ь, х) =  ^  ип (х) ехр{гпиЬ}.
—  СЮ

Вещественность функций с(Ь,х), и(Ь,х) влечет комплексную сопряжен- 
сп с-п ип и -п  

п

гписп(х) =  Бс'П(х), х  е  ( 0 ,Ь ), гп и и п (х) =  0 *иП(х), х  е  ( 0 ,£), 

сп (х) =  Ап ехр{Лх} +  Вп ехр{—Лх}, Л =  (1 +  г)

ип(х) =  А*п ехр{Л*х} +  В*п ехр{—Л* х}, Л* =  (1 +  г)
'пи

ф 2 о ф

Из граничного условия (6.27) имеем начальные данные со(0) =  ко, 

сп(0) =  —2гк1[пп\-1 , п  =  2 т  — 1, сп(0) =  0, п  =  2 т , т  е  П, 

откуда для нечетных натуральных п  (для четных формально К1 =  0) 

сп(х) =  2Ап 8Й Лх — 2гк1[пп\-1 ехр{—Лх}.

Далее, из граничного условия на выходной стороне (х =  £) находим

Ф =  — g*J — д*о*их(Ь,£), гпи ип(£) =  — д*J{n) — д*о*<(£), (6.32)



6. Метод концентрационных импульсов 467

где ,1(п) обозначают коэффициенты Фурье:

ш ш 7 2̂
J{n) = ехр{тш7}) Ь2 = —  у  4 {т)ехр{—тшт} 4т,

Ь 2 = Ь2{ [71, 72], С) , = п *— , 72 = {п* + 1) — , Ь  ^  7*.ш ш
Отрезок [71, 72] является периодом установившихся колебаний концентра­
ции водорода, 71 — время {п* +  1)-го включения диссоциатора.

Условия сопряжения на стыке слоев приводят к равенствам

Вссп{Ь) = В*Щп{0), кСпЩ — к*Пп{0) = —ВСп {Ь).

Подставляя в эти соотношения и (6.32) выражения для функций сп{х), 
пп {х), получаем систему линейных уравнений относительно Лп, Л*п , Б*п:

2 \В [ А п ей ХЬ + гк 1[пл] - 1  ехр{—АЬ}] =  Х*В*{Л*п — Б*п),

2к[Ап 8й АЬ — гк 1[пл]- 1  ехр{—АЬ}] — к*{А*п + Б*п) =

= —А*В*{А*п — Б*п), гпш[А*п ехр{А*£} +  Б*п ехр{—А* 7}] =

= —д*4(п) — д*А*В *[А*п ехр{А*7} — Б *п ехр{—А*7}].

А *п Б *п

Пп{£) = А*п ехр{А*£} +  Б*п ехр{—А*£} =  /{п , В*, д*,к,к*, к{).

Явное выражение для функции /  не приводим из-за громоздкости.
С другой стороны, в силу уравнения измерений 4{7) = Ь*у2{7):

п{7,£) = щ {7) = д*1 {7)Ь- 1 /2, I {7) = /4 { 7 )  ^  £пп{£) = П1(п). 

Приравнивая два выражения для пп {£), получаем уравнения вида

1п{В*,д*, к { )=  £ / — Ш {п) = 0 . (6.33)

к к*
X =  к/к*  и У =  х 1 +  х 4 = £2/В *  +  £/к*. Каждое такое уравнение можно 
преобразовать в два: И,е / п = 0, 1 т  / п = 0. Фиксируя несколько п, находим 
параметры модели В*, д* (заодно и вели чину кд). Затем по У определя­
ем к*, по х  — коэффициент к, по П — величину Ь*, а коэффициент §*
определен ранее из соотношения (6.28) по значениям П =  £д*/уЪ* и х-

п = 0

£х[*> — 4(0) Ь В - 1] — 4{о)У = Ш щ , (6.34)

откуда определяется неизвестная априори концентрация ко-
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Замечание 5. Уравнения / п(Б*,д *, хф  =  0 при п =  2 т  проще: формально 
полагаем Х1 =  0. Но если мембрана очень тонкая, то в силу начальных 
данных сп(0) =  0 при малых п четные гармоники будут слабо выражены 
на фоне нечетных (сга(0) =  — 2хф пп) и малоинформативны. Их можно за­
действовать в качестве «стабилизаторов» при реализации \IIIK. С ростом 
п

Период установившихся колебаний 2п/ш при выводе уравнений / п =  0 
не уточнялся, лишь бы переходные процессы в моменты 6 =  дл/ш можно 
было считать скачками. Если к концу периода снова 7 ~  7, то величина 
2 х 1 размаха колебаний со(6) определяется через параметры модели зара­
нее. Значение ко — к  =  Со находим из представления (6.29). Подставляя 
значение ко из соотношения (6.34), вычисляем х ^  Если дополнительно по­
ток .](Ь) на полупериоде при включенном диссоциаторе с уровня .] выходит 
на горизонтальную асимптоту .] =  ,7̂  > 7  , то Х1 можно вычислить и по- 
другому. Когда 7  ~  7 , распределения с(ф ж), и(ф ж) по слоям линейны. 
Выписав выражения Со(<7) и Со(7^) (2x1 =  Со(<7/1) — Со(7)) из соотношений

С — Со 7  С  — ио 7  С в- б1д*— =  — — , ксь — к * ио =  л , 6с  =  =  Ш  ,
Ь Б ’ 6 Б * ’ ^

после преобразований приходим к выражению

26x1 % =  [Л  — Ф] У +  [С — /]П  +  %6ЬБ-1 [7Л — Л  . (6.35)

к 1
/ П(Б  *,д*, Х1) =  0 для нечетных натуральных п.

Сопряженные уравнения. Проведем вспомогательные преобразования 
интегрированием по частям:

П Ь !■ Т2 ГI
>̂(6, ж)[с* — Б с хх] ^ж^б +  а / ф(6, ж)[и — Б  *ихх] ^ж^б =

Jтl Jо

! Ь т 6 т2 ь 6 т2 Ь 6 ̂  т= >̂с |т2 йж — / ^>Бсж|0 ^6 +  / с Б ^ д |0 ^6 +  а ф и^2 йж—
./о т1 Лг ./т! ./о т1

Г 2 к У17"2 к—а  ф Б  *их |о ^6 +  а и Б  *фх |о ^6.
И т! И т!

Здесь знак разности | относится ко всему подынтегральному выражению. 
Не приводятся еще два двойных интеграла, которые сделаем нулевыми, 
подчинив функции >̂, ф сопряженным уравнениям

^  =  —Б^дф ф ж ), ж е  (0, Ь), ф* =  —Б  *фжж(фж), ж е  (0,6). (6.36)
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Дальнейшая стратегия состоит в том, чтобы выразить все слагаемые через 
параметры модели и получить уравнение вида f  ( х \ , . . . ,  хф) =  0.

Информация о потоках на стыке слоев (х =  £  для первого слоя и х  =  0 
для второго) отсутствует. Поэтому для исключения из интегрального соот­
ношения соответствующих слагаемых к уравнениям (6.36) добавим условия 
сопряжения, аналогичные (6.26):

х а Мдх
, кр(Ь,Ь) — к*ф(Ь, 0) =  — , (6.37)

х=0 дХ Ь

а =  к*/к  =  1/х- В итоге получаем

гЬ ГТ2
/ {^(^, х)с(^, х )} |Т2 4х +  / р(Ь, 0 )а с х(Ь, 0) 4Ь—
/о Т1 Тт1

гт2 1 /Т
— О р х (Ь , 0)с (Ь, 0) 4 1  +—  {Ф(Ь х )п (Ь, х)} |Т2 4 х —

Тт1 X  то Т1

1 Д 2 1 7Т2
 ф (Ь , £ )0 *п х (Ь , £ ) 4 1  +—  а  *ф х (Ь , £ )п (Ь , £ ) 4Ь.  (6.38)

х  ■'Т1 Х  ■'Т1

Фиксируем период колебаний [̂ 1, ^2]• К моменту Д выходной десорбци- 
онный поток водорода находится на стационарном уровне 4 , входная кон­
центрация равна к 0 — к 1 =  с0 =  ду/ ( д е р  — 4 ) / Ь  согласно формуле (6.29). На 
отрезке [̂ 1,  ̂1 +  п / ш ] включен диссоциатор и входная концентрация скачко­
образно увеличивается до значения ко +  К1, которое априори неизвестно. 
К моменту И +  п / ш  выходной поток выходит на горизонтальную асимп­
тоту 4 (Ь) ~  4  ь  > 4 . После выключения диссоциатора за последующий по- 
лупериод 4 (Ь) успевает вернуться к уровню 4 . При таком периоде колеба­
ний все слагаемые в соотношении (6.38) поддаются подсчету, если выбрать 
[Т1 ,Т2] =  [Ьц Д  +  п / ш ], [Т1,Т2] =  [Д  +  п / ш , Ь ф ,  [т1 , Т 2 ] =  [Д Д 2] и конкретные 
функции р, ф , удовлетворяющие ограничениям (6.36), (6.37). Для сопря­
женных уравнений не ставятся начальные и граничные условия. Удобно 
применять разделение переменных р  =  ф (Ь)т(х ), ф  =  в  * (Ь)т * (х).

В интегральное соотношение (6.38) входят интегралы от стационарных 
концентраций. Когда 4 (Ь) =  4 и 4 (Ь) =  4  ь  распределения концентраций по 
толщине слоев линейны и их нетрудно рассчитать:

ефз — 0, х) =  с0 — х Б - 14 , с0 =  к 0 — к 1, х  е  [0, Ь], 

п(Ь],х) =  хс0 — ( х ^ а -1 +  к - 1 +  х а - 1)4, х  е  [0,£], 

с(Ь1 +  пш-1 — 0, х) =  к 0 +  к 1 — х О - 14н, 

п(Д +  пш-1 , х) =  х (к 0 +  К1) — ( х ^ а -1 +  к - 1 +  х а - 1) 4 .

(6.39)

Ь

0
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Для вывода, например, второго уравнения нужно в линейное выражение 
u (tj,x )  = uo—x D - i J  для началвной стационарной концентрации во втором 
слое подставитв значение U0 из kcL — k*U0 = J , где cL = с0 — L D ~ l J .

I. Начнем с простейшего варианта д = const. В силу однородности соот­
ношения (6.38) по д, ф считаем д = 1. Тогда из условия сопряжения (6.37) 
ф = х - Если д(Ь, 0) =  0, то в (6.38) войдет поток —Dcx(t, 0). Когда включен 
диссоциатор соответствующей информации нет, динамическое граничное 
условие написано для контакта молекулярного водорода с поверхностью. 
Поэтому возьмем [ri,T2] = [ti +  п / u , t 2]- Вычисляем интегралы I i , . . . , I §  
в (6.38), используя выражения (6.39) и значение к  из соотношения (6.35):

г L l 2
11 = J  {c(t2,x ) — c(ti + п /ш ,х )} dx = —2 k iL  — (J  — Jh) —  ,

[T2 [T2 2 ki -П
12 = Dcx (t, 0) dt = (q — psp0 + bq2) dt = -----------J —,

J t1 JT1 g Ш
f t  _ _ _ _ P2

I4 = {u (t2, x) — u (ti + п/ш, x ) } dx = n (_  — Ih) + (J  — Jh)-
>0 2D *

f  T2 f  T2 I _ I
D*ux (t, I) dt — (v + J ) dt — — -j=^ +  S.I 5 = -  I D*'UX

'т1 Jr1

Интегралы I 3 , I§ равны нулю, S  — интеграл от J(t)  на отрезке времени 
[ti +  п/ш, t 2[- Подробнее остановимся на вычислении I 2- Формально в си­
лу граничного условия (6.27) при выключении диссоциатора происходит 
скачок концентрации с ко +  кд до ко — к  и при t G (ti, Т2) имеем

со(t) = со = ко — Ki ^  q(t) = 0, q(t) = 0.

Интеграл на отрезке времени [ti , Т2] от функции bq2 (t) приближенно вычис­
ляется как интеграл от bq2, Со = со/g, с учетом представления (6.29). Но 
в интеграле от q нельзя полагать q = 0. С уменьшением времени переходно­
го процесса производная q растет. Интеграл от q остается равным величине 
q(T2) — q(Ti) и в пределе, когда переходный процесс считаем мгновенным. 
Эти рассуждения формализуются на языке ^-функций. На неоднократно 
обсуждаемой процедуре итерационного уточнения q(t) ~  qо(t) поверхност­
ной концентрации не останавливаемся.

В переменных x i = t 2/D *, x 2 = 1/y/b*, x 3 = g*l, x 4 = l / k * соотно­
шение (6.38) для д = 1, ф = х , [т1,т2] = [ti + л/ш ф 2] имеет вид

f i  — 0.5 [J — Jh] x i  +  [I — 1ф\ x 2 +  A  +  S  — J лш 1 — 0, (6.40)
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где известная величина А определяется выражением

А  =  —2 х 1Ь — [7 — 7 ]  Ь 2 [2Б]-1  — 2 к 1д -1  +  П [/ — Д ] .

Уравнение (6.40) является линейным по искомым переменным жц ж2 -
II. Пуств [т1, Т2] =  [61,61 +  п/ш], д  =  ж/Ь. Тогда для линейной функции 

ф =  аж +  в  из условий сопряжения (6.37) получаем

Бж кЬ +  Б
ф = --------1-------------.Б*Ь к*Ь

Подсчитаем интегралв1 в соотношении (6.38):

/1  =  Х1Ь +  (7  — ^ К Э Б ) -1 ^ ,  /2  =  0 ,

/з =  —(ко +  Х1 )пБ[шЬ] 1, Хо +  Х1 =  Хо — Х1 +  2 x 1 =  Со +  2 x 1.

Ввгражение для /4  определяется с учетом (6.39) и несколвко громоздко. 
Диффузионный поток —Б  *их(6, 6) в интеграле /5  заменяем на сумму 7 +  7, 
ц(т2) — Д п )  =  ж2 [//1 — /  ]• В последний интеграл /б подставляем выражение 
иД6) =  д* Д 6) =  ж2ж3/ / 6  =  П / / 6  в силу 7 =  Ь* V2. Окончателвно, после 
исключения ж4 =  У — ж1 соотношение (6.38) запишется в форме

/ 2 =  а 1ж2 +  а2ж1 +  а3ж2 +  а4 =  0, (6.41)

где коэффициенты а  определяются формулами

Д1 =  —М Б£/Э, М  =  4  — 7, £ =  [хбЬ]-1 ,

02 =  М У Б£ — Х1Б Ь - 1  +  М, аз =  (УБ£ +  1) [Д — /] ,

Б п
а4 =  Х1Ь — М Б - 1Ь 2/Э — (Со +  2 x 1) - 7  — М  У2Б £  +  2x1x6+

шЬ
+  2У[х1БЬ-1 — М] — М  [Б £]- 1  +  [УБ£ +  1]+ +  П Б £+1/2.

Здесв +, + 1/2 — интегралы от 7 и /  =  л/Т на отрезке времени [т1,т2]. 
При достаточно большом ж2 (малом Ь*) в силу а < 0  аз > 0 имеется

/ 2 =  0 ж1

III. Для всего периода [т1,т2] =  [61, 62]) Д =  ж/Ь из (6.38) получаем

—Бко2п[шЬ ]- 1  +  (УБ£ +  1)+ +  П Б £ + 1/2 =  0. (6.42)

Это уравнение (совпадающее с (6.34)) не содержит неизвестных величин 
(х6Ь =  1/£), его можно использовать вместе с соотношениями (6.30), (6.35) 
на этапе оценки значений У, П, Х1 (ко =  Со +  Х1).
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Вариант [Т1,Т2] =  [П +  п /ш ^ Ь  Р =  х /Ь  дополнительной информа- 
х 1 х 2

Из аналогичных соображений нет надобности конкретизировать случай 
[т1,т2] =  [Ь1 +  п/ш,Ь2], р  =  (х — Ь )/Ь , Ф =  а а - 1х /Ь  +  а / ( к *Ь), поскольку

р =  1 р =  х /Ь
Сформулируем в компактной форме алгоритм идентификации.

1. Пусть параметры а ,  д/рЪ, у, у* известны ( /д в  =  ДрЪ/д). Экспе­
римент проводится при двух давлениях напуска р0 =  р01, р0 =  р02- По 
окончании первого цикла следует поднять давление с р01 до уровня р02-

2. Из уравнений (6.30), соответствующих 4  =  4р 4  =  42 и с01, с02, 
находим Е =  х 1 +  х4 =  £2/а *  +  £/к*, П =  х2х3 =  £д*/фЪ~*. По переменным 
Е и П уравнения линейны. Из соотношения (6.28) в * =  (ху£/П )2/д .

Можно использовать и уравнения (6.35), (6.42). Концентрации опре­
деляются согласно формуле (6.29) или более грубо можно принять аппрок­
симацию С0г ~  У/р07 (и тогда значения величин д/рЪ  и в не нужны).

х 1 х 2
ния (6.40). Предварительно необходимо численно подсчитать четыре инте­
грала от 4 (Ь), I(Ь) =  д /4 (Ь) по отрезкам времени [Ь1,Ь1 +  п/ш], [Ь1 +  п/ш,Ь2].

4. Находим исходные оцениваемые коэффициенты модели а  * =  £2/ х 1, 
к* =  £ /х 4 =  £/(Е  — х 1)  Ъ* =  1 /х2, д* =  хз/£ =  П /(х 2£), к =  х к *■

5. По значениям а* , д*, Ъ*, в *, к, к* при различных температурах Т 
находим все параметры а0 , Е*п , . . . ,  к0 , Е£ (в аррениусовском случае).

З ам еч ан и я . 1. Если отвод проникающего газа недостаточно интенсивен 
(потоки дв*р£ и 4  сравнимы и нельзя полагать дв*р£ =  0), то в фор­
муле (6.29) к двр0 добавится дв*р£. В стационаре (6.30) 4  заменится на 
4  =  4  — дв *р£. Подставим с0 согласно формуле (6.29) и выразим в * через

П Е
П

с 0
При использовании техники рядов Фурье из граничного условия получим 
тшпп (£)/д* =  — 4(п) +  дв*р£дп) — а * п 1п(£) и принципиальных изменений нет 
(в * уже известен). Вместо коэффициентов Фурье 4^п) следует подставлять 
4(п) — дв*р£(п) ■ При этом в силу 4  =  (р£ +р£/в 0) /в 1 {в  ̂— характеристики ва­
куумной установки) и периодичностир£(Ь) имеем 4^п) =  рц,п)(тш + 1/в 0) /в 1.

2. Рассмотрим случай облегченного выхода водорода из второго слоя. 
Вместо динамического граничного условия используется баланс потоков

дв * (Т)р£(Ь) — Ъ * (Т)п2(Ь,£) — а  * (Т) —  =  0.
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Водород на поверхности не накапливается, а сразу десорбируется из объ­
ема. Известна плотность десорбции 7 (6) =  Ь *и|(6). Требуется определитв 
Б  *, Ь *, в*, к, к *. Формалвно это соответствует д* =  1  V) =  0. В условиях ва- 
куумирования полагаем дв * р  ~  0. Алгоритм идентификации существенно

У =  ж1 +  ж4 П =  6ж2 =  6/\/Ь*-
ж2

интегрирования -г). Для определения Б  * (ж1 =  б2/ Б  *) используем одно из 
уравнений (6.40), (6.41). Далее, к* =  6/(У — ж1)  к =  хк *, в * =  Ь *х272/д- 

Пусть растворимость у* =  у/дв */Ь* неизвестна (концентрация Со — 
согласно формуле (6.29) или Со «  7\/Р)- стационаров (6.30) находим 
значения У =  (ж1 +  ж4)/х , П =  6ж2/х  (д* =  1)- Подставив У =  Ух, П =
П х  ж2

ж1 х
По известным У, П, х  находим ж4, ж2, затем к =  хк *, 7* =  х7> в * =  у^Ф /д.

3. Остановимся на нормировках. Как обычно, вводим характерные по 
порядкам значения Б*, Ь*, д*, /г*: Б* =  Б * щ ,. . . ,  к* =  '* *4. Уравнение 
стационара (6.30) перепишется в безразмерной форме:

-  +  -  +  =  х
*1 *4

СоБ* ЬБ*
67 6Б

~ _  *з > Б  * д *Б *
^  , ’4 =  , С =

*’ 6 / ь у 2 '

Отсюда ясно, что в вычислительном плане желательно выполнения ф  ~  1, 
(  =  ( ( / )  ~  1 по порядкам. Уравнения (6.33) следует разделить на величину 
/д *6Ь* 1/2 и разрешить относительно комплекса ^  (П =  ж2ж3 =  *6Ь*1/2).
Аналогичным образом нормируем и уравнения (6.34), (6.35).

Полученное методом сопряженных уравнений соотношение (6.40) раз­
делим на 7 Б, где Б =  п/ш — характерное время, и преобразуем:

1 . 7  7  , 1 С  — С _  А  =  А _  1
*1 2Б* б' ^  Л ь У 2 Л  Л  .

При вычислении дроби У /Л  интегрируем функцию времени 7 (6)/7 . По 
сравнимости порядков множителей при переменных 1/щ  и 1/ф г 2  можно 
судить об обусловленности систем линейных уравнений.

4. Заметим, что правая часть последнего уравнения равна Д 6о /', где 
Д 6о =  [+ /7  — '  — время запаздывания. Уточним вычисление Д 6о в гео­
метрических терминах. Определим функцию У(6):

У(6) =  /  7 (т) 7т, ' =  пш-1 , 6 У [61 +  ',  62], 62 =  61 + 2 ',  У(62) =  У. 
Бу+Б

До момента времени 61 +  п/ш полагаем У(6) =  0. Поскольку на полупе- 
риоде [61 +  ',  62] поток десорбции 7 (6) убывает (7 < 0) и асимптотически
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выходит на стационарный уровень 7 к моменту 62 (так подбирался пери­
од 2п/ш), то функция У вогнута на отрезке времени [61 +  ' , 62] (У < 0 )

62 Д 6о
мя, отсчитанное от точки пересечения с осью 6 асимптоты графика У(6) 

61 +  п/ш

( )
грала от /  =  ' Л  (У1/2 (62) =  У1/ 2). Обработка экспериментальных данных 
в терминах асимптот позволяет точнее решать задачу идентификации, по­
скольку режим установившихся колебаний и уравнения асимптотические.

5. Если диффузионные времена Ь 2/ Б  и 62/ Б  * существенно различны по 
порядкам, то один слой является «быстрым» (пусть первый). Тогда можно 
аппроксимировать концентрацию с(6, ж) квазистационаром: с(6, ж) ~  Со — 
А(6)ж, А(6) >  0  ж € [0, Ь]. На первом полупериоде входная концентрация 
Со равна ко +  К1, на втором Со =  ко — К1. Из условий сопряжения получаем

du du
A(t) =  D  „, k[co -  A(t)L] -  k* uo(t) =  -D *  —

dx

Подставляя выражение для функции A(t) во второе соотношение, получа­
ем краевое условие III рода для второго слоя. Из материального баланса 
следует A =  const (D _1J  , D _1Jh). Первый слой теперь исключается из 
рассмотрения и задача формально становится однослойной.

6 .5 . У точ н ен и я  с у ч ет о м  д е ф е к т о в  в сл ое

Для первого слоя математическая модель прежняя: 

dc d2c
dC =  D ( T ) , c(0,x) =  N i(x), x e  [0,L], 
dt dx2
Co(t) =  c(t, 0) =  g(T)g(t), g(T)g(0) =  Co(0) =  Ni(0),

ddt =  M T )po(t) -  b(T)q2(t) +  D (T ) |X |o, t e  [0,t+].

Уравнения водородопроницаемости второго слоя пластинь1: 

du d 2u
—  =  D*(T)— „ -  a iu  +  a2w, (t,x) e  (0,t+) x (0Д), 
dt dx2
dw
—- =  a 1u -  a2w, u(0, x) =  N2(x), w(0, x) =  N 3(x), 
dt

u^(t) =  u (t,C  =  g * (2 > (t) , g * (T)v(0) =  u^(0) =  N O

—  =  * О Л )  -  J ( t)  -  D * (Г) —  ^, J ( t)  =  b* 0 2(t).

o
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Здесь ,ш(Ь,х) — концентрация атомов водорода, захваченного 
дефектами, йг(Т) > 0. Условия сопряжения на стыке слоев:

D ^
ox

D .
dx

dc
„ X  kcL(t) — k"M t )  = - D dX

Мембрана нагрета до фиксированной температуры T(t) = Т, давление 
напуска p0(t) = p0 = const ps.p i & 0. Период работы диссоциатора: при 
выключении поток J(t)  падает до уровня J , а при включении — выходит на 
горизонтальную асимптоту ( J  ~  Jh > J ). Коррекция граничного условия:

co(t) = c(t, 0) =  ко +  (—1)j к ц  jn  < w t < (j + 1)n, t > 0.

Считаем материал подложки (первого слоя) изученным на водородопро- 
ницаемость. Известна плотность десорбции J(t)  и параметры D, b, g, s. 
Задача состоит в оценке коэффициентов D ., b., g., s ., k, k ., ai.

Равновесие и стационар. Константы скоростей перехода через грани­
цу слоев k, k . связаны с b, g, s, b., g., s .. В условиях равновесия 
{pi = Ро = p , T = T) в слоях установятся постоянные равновесные кон­
центрации с , u, w. Приравнивая производные нулю, получаем с =  у^/p , 
у  = gy/ps/b . Анадогично, a1u = a2w, u = g . \ /p s . /b .  y 'p . Из условий со­
пряжения: kc = k .u  ^  k /k .  = g .^ fs .b /(g^ fs  b.). Общая концентрация во 
втором слое также пропорциональна уф: u + w = u + a1u /a 2 = у.л/p  ■, 
у . = a g .^ J p s ./b . , a  = (1 +  a 1/a 2). Коэффициенты равновесной раствори­
мости у, у . относительно несложно определяются насыщением-дегазацией. 
Поэтому считаем их заданными. Тогда известна и величина отношения 
Г = у . / у  =  (1 +  a \/d 2) g .\/s b /(g \/~ sb .) = a k / k . .

Итак, комплекс a k / k .  = Г определяется экспериментально, причем 
величина k /k .  связана с коэффициентами b, b., g, g., s, s .. Достаточно 
при заданных температурах Т определять значения D ., b., g., k ., ai .

В стационарном режиме p0(t) = p0 (t > 0), J(t) = J , t  ^  t . ,  c0(t) = c0 = 
g[b- 1(psp0 — J )]1/2, t ^  t. .  В случae psp  »  J  имеем c0 g\/ps'P0/b = у  y p 0. 
Если известны значения у, s, то '  = у [(psp0 — J ) /p s]1/2.

Выразим стационарные концентрации на краях:

cL — су dc J  _ L J  с 1 _2 b. u 2
*v '

dc J L J
dx D

оЮfr

— ~D ’

g .I ui — u 0 du J
V K ’ £ dx D .

L dx D ^  0 D ’ . g2

J
ui — Л~~, л — "o-  — ЦГ- u 0 — ui + j-x. :D

L L
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Введем переменные х \  =  £2/ Б *, х 2 =  1/л/&*, х 3 =  д*£, х 4 =  ^/к*. 
При Ь ^  Ь* баланс потоков та стыке примет вид ксь — к*щ  =  ] . После 
подстановки найденивк ф , йо, умножения уравнения на а£, получим

а (х 1 +  х4) ]  +  0 x 2X3!  =  Г!(с0 — Г Б - 1.]), I  = \Гз.

Это уравнение позволяет по давлениям роъ Р02 и соответствующим ста­
ционарам ] ,  ] 2 найти величинв1 Е =  а (х 1 +  х4), П =  а х 2х3. Далее, из 
Г =  Пл/Ьв*/(£^дгз) или из 7 * =  П ^ц в* /£  определяем значение в*.

С оп р яж ен н ы е уравн ен и я. Фиксируем период стационарных колебаний 
[Ь0, Ь0 +  а], а  =  2л/ш, и перенесем отсчет времени в Ь0 :

ди д2и £ о
—  =  Б *— 2 — а1и +  Н(Ь,т)и(т,х) йт, Ь € (0 , а),
дЬ дх2 ./0

Н(Ь, т ) =  (а1а2 +  А) ехр{(т — Ь)а2}, 0 ф т ф Ь,

Н(Ь,т) =  А ехр{(т — Ь)а2}, а  ф т > Ь, А  = а 1а2 [ехра2а  — 1]-1 .

(0 , а / 2)
риод (а/2 , а) — выключению. При этом ] (Ь) успевает ввгходитв на горизон­
тальные асимптоты. Уровням ,], 4^ соответствуют линейные концентрации.

Перейдем к ввгооду сопряженнвгх уравнений. Проведем интегрировани­
ем по частям вспомогательные преобразования:

го гЬ го г£
0 = 1  д  [вг — Б ехх\ йхйЬ +  д ф {щ — Б*ихх +  а 1й —

0 0 0 0

гЬго гЬ
— Н(Ь,т)и(т,х) йт] йхйЬ = {д(Ь,х)с(Ь, х)}|0=0 й х—

Т0 Т0 =

— [  {д(Ь,х)Бвх(Ь,х)} |Ь=0 йЬ +  [  { Б д x ( t ,x )c ( t ,x ) } |̂ = 0 йЬ+0 х=0 0 х=0

г£ го
+  д {ф(Ь,х)и(Ь,х)} |°=0 йх — д {ф (t,x)Б *U x(t,x )}|x = 0 йЬ+

-/0 -/0
г

+  д {Б * ф x(t,x )u (t,x )} |x = 0 йЬ.0 х=0

Здесь не приводятся еще два двойных интеграла, которые сделаем нулевы­
ми, подчинив функции д, ф сопряженным уравнениям

дд т^д2Д дф д2ф [ о
ж  = —-Д д  ■ -т  = —Б * д ? + а1ф —I ,  Н (т-Ь)ф(т-х) йт-
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Не располагая информацией на стыке слоев (ж =  £  д л я  первого и х  =  0 
для второго), добавим условия сопряжения: п =  к */к =  а /Г ,

Интеграл от ядра H (т, t) по т £ [0, а] не зависит от t и равен  ai. По­
этому подойдут функции ф =  1, ф =  ж. Другие простейшие варианты: 
ф =  e(t) cos vx (sin vx), e(t) exp vx, где v — параметр.

В интегральном  соотношении не используется информация о стаци­
онаре c (a /2 ,x ). Поэтому целесообразна еще одна схема построения со­
пряженных уравнений. Рассмотрим два полупериода [ti,T2] =  [0, а/2] и 
[т1 ,т2] =  [а/2, а], а  =  2n/w. П роинтегрируем уравнение wt =  a 1u — a2w на 
отрезке [т1, т2] с учетом a 1c(Ti , x) =  a2w(rj, x) для стационаров и подставим 
функцию w в уравнение для u. Тогда

D ^x(t, L) =  D * ̂ ( t ,  0), k ^>(t, L) -  k * ̂ (t, 0) =  —D ^x(t, L).

В итоге интегральное соотношение примет вид

аГ  1 ^ (t,^ )D  *ux(t,.£) dt +  аГ  1 D *фж(£Д)и(£Д) dt.

0

— ( ехр{(т — t)a2} u d r — a 1 ехр{(т1 — t)a2}u(T1, x)} dxdt

д  [ct — Dcxx] dxdt +  n

В итоге получим следующее соотношение ( х  =  Г /а  =  k /k  *):

0 =  ^>(t, 0)Dcx(t, 0) d t—

Dwx(t, 0)c(t, 0) dt +—  {0(t, x)u(t, x )} |T2 dx
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Условия на стыке сохраняются, а сопряженным будет уравнение

iM  ^ exp{(t -  т )02}0 (r,x ) dr,
Г

Jt

x  G (0Д), t G ( r i , T2) • Простейшие решения находятся в форме 
0 1 =  в (t), 0 2 =  в (t)x, 0з =  в (t) sin vx, 04 =  e(t)exp  vx.

Р я д ы  Ф урье. Будем искать концентрации c, u в форме

Далее величины со схожими обозначениями с0щ =  сощ (0, сп =  еп (х), 
сх =  сх(0х) и по,е =  иоД 0 , ип =  пп (х), их =  их(0х) различаются по 
контексту. Для установившихся колебаний получаем

Постоянные Вп, Лф ВП подлежат определению. Какой из двух кор­
ней из числа гиш/О  принять за Л несущественно, аналогично для корня 
Л * (пусть И,е > 0). С учетом «ступенчатого» граничного условия имеем 
начальные данные со(0) =  к 0, сп(0) =  —2гк1/(ип) (и =  2 т  +  1), сп(0) =  0 
(и =  2т, и > 0). Отсюда для нечетных натуральных и  (для четных фор­
мально подставляем к 1 =  0): сп (х) =  2Ап ей Лх — 2гк1 ехр{—Лх}/(ип).

Далее, из граничного условия при х  =  £ и ц з* ре =  0 находим

П  =  — д *4 — д *О * Пх(Ь,Г), гишип(£) =  — д *Ь(п) — д *О* ип (£), 

аЬ(п) =  (4 (0 , ехр{гишД)ц2 , а =  2п/ш , Ь 2 =  Ь 2([0,а], С). Кроме того, 

Ос1п(Ь) =  О* Пг(0), ксп(Ь) — к* ип(0) =  —Вс1п(Ь).

Подставляя в эти соотношения выражения сп(х), ип(х), получаем систему
Лп Лп Вп

2ОЛ[Лп ей ЛЬ +  гкфип]-1 ехр{—ЛЬ}] =  В  *Л *(Лп — В^),

2к[Ап ей ЛЬ — гк1[ип]-1 ехр{—ЛЬ}] — к*(Ап +  ВД  =

=  —В*Л * (Лп — В*п), гиш[Лп ехр{Л * £} +  Вп ехр{—Л *£}] =

=  —д*4(п) — д*О *Л * [Л*п ехр{Л * £} — в п  ехр{—Л * £}].

т и
inwcn(x) =  Dc"n(x), cn (x) =  An exp{Ax} +  Bn exp{-Ax}, A2 =  —— ,
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После определения выражений АП ВП получаем

un (j) =  АПexp{A * J} +  ВПexp{-A * J} =  U„(D *, g*, k, k*, ai, k i).

С другой стороны, из выражения J  =  b* v2 следует соотношение 

u(t, J) =  ифЬ) =  Ig*b_1/2 ^  aJura(J) =  Пфга).

Приравнивая два выражения для ura(j), получаем уравнения вида 

/ n (D *, g*, 0>ц к 1) =  aJUn Пфга) — 0.

Переменнвге k, k* исключаются с помощвю известнвгх величин Г и У.
При n =  0, действуя по указанной схеме, получаем соотношение

[Ko — J(o)B^B 1]Г — J^o)S =  П I(o),

которое позволяет определитв неизвестную концентрацию Ko.
Каждое уравнение преобразуется в два: R e/n =  0  Im /n =  0. Возмож­

ны варианты. Представим гармонику u_ra(j) exp{-m w t} +  (j)exp{mwt}
в вещественной форме Qra sin(nwt +  ^д). Аналогично поступаем с соответ­
ствующей гармоникой в разложении g *//\/b* в ряд Фурве. Приравнивая 
для n ^  1 амплитуды и (или) фазы, получаем соотношения для искомых 
параметров. Определение фаз по экспериментальным данным точнее.

Уравнения при n =  2m проще: к  =  0. Но в силу cn(0) =  0 четные 
гармоники будут малыми на фоне нечетных (сд(0) =  —2K i/nn).

По выбору периода колебаний величина 2к  размаха колебаний при­
поверхностной концентрации co(t) определяется через параметры модели. 
Выражение ко — к  =  co известно. Подставляя Ko, вычисляем Ki. Можно 
поступить и по-другому. Когда J  ~  J  , J  концентрации c(t, x), u (t,x ) ли­
нейны. Выписав выражения Co(J) и Co(Jh) (2k i =  Co(Jh) — Co(J)) выводим

cL — co J  С  — uo J  c c
- r -  =  - D- j  =  — Щ  — k*üo = J ’ =  ПС

2к1Г^ =  [ Jh — J] У +  [С — /] П +  rL J D -1 [ Jh — J ] .

Определив заранее концентрацию K1, подставляем ее в / П =  0.
В отсутствие захвата (w =  0  ai =  0) вместо a  =  (1 +  a 1 / a 2) будет 

a  =  1. Уравнения / П =  0 упрощаются и будут содержать лишь коэффици­
енты второго слоя D *, g *. Исключая g *, приходим к скалярному уравнению 
для D *. После определения D *, g * и ai (в случае учета захвата) оставшиеся 
параметры k, k*, b* вычисляются по известным значениям У, Г  П.
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Зам ечан и е. Изложенный в главе материал следует рассматривать как об­
щий подход к решению задачи параметрической идентификации методами 
термодесорбции, проницаемости и концентрационных импульсов. Конкре­
тизация выбора системы уравнений и уточнение схемы вычислений опреде­
ляются набором экспериментальных данных. Например, вычислительный 
алгоритм будет совершенно иным, если имеется информация о водородо- 
проницаемости пластин (из изучаемого материала) различной толщины £, 
да еще и различными методами. В случае отсутствия информации об абсо­
лютных значениях плотности десорбции приходиться делать подстановку 
J  = Оре с дополнительным пара метром в. Эффективные коэффициенты 
водородопроницаемости, например, десорбции могут считаться различны­
ми и независимыми для различных сторон пластины вследствие асиммет­
рии обработки поверхностей. На заключительном этапе неизбежны ите­
рационные уточнения (например, по входной концентрации co(t) в методе 
проницаемости) на основе численного решения прямой задачи, поскольку 
в итоге обычно «требуется визуальное совпадение» модельных и экспери­
ментальных кривых независимо от того, насколько груба модель и велики 
экспериментальные погрешности. Выше решалась задача сделать эти до­
полнительные «прямые» вариации параметров лишь локальными.

7 .  Р а с ч е т  х и м и ч е с к о г о  р а в н о в е с и я

Рассмотрим равновесную задачу. Далеко не всегда ясно, какие вещества 
и в каких пропорциях образуются в водородосодержащей среде после пе­
реходных динамических процессов. Параметрами, подлежащими оценке, 
являются количества молей компонент смеси.

П остан овка задачи . Проблема определения равновесного состава смеси 
является одной из традиционных в химической термодинамике. Обстоя­
тельный анализ темы и библиография содержится, например, в (36], (77]. 
Что касается эффективных численных методов, то, по-видимому, отсчет 
следует вести с классической работы (150] (см. также (151], (152]). Несмот­
ря на наличие развитого программного обеспечения, вычислительные про­
блемы остаются. Для идеальной газовой смеси задача определения рав­
новесного состава при фиксированных температуре и давлении состоит в 
минимизации по переменным щ свободной энергии Гиббса

k k
G = ^ 2  ■ 1n i [Ĝ 0(T ) +  R T  \n(P m  n -1 )̂  ^  min, n = ^ . ^щ ,

при соблюдении линейных ограничений материального баланса. Здесь щ  — 
количество молей г-й составляющей смеси, G0 — стандартный химический



7. Расчет химического равновесия 481

потенциал, К — универсальная газовая постоянная, Т  — абсолютная тем­
пература, Р  — давление (выраженное числом атмосфер). В более общем 
случае добавится еще одна операция суммирования (по количеству фаз) 
и под знаком логарифма появятся множители, называемые коэффициен­
тами активности. Не останавливаясь здесь на терминологии и подробно­
стях (следует обратиться к руководствам по физической химии), отметим 
лишь, что с математической точки зрения при п^ ^  +0 имеем особенность 
(1п ^  — <х>), что неизбежно сказывается на работоспособности методов оп­
тимизации, основанных на использовании градиента и гессиана. И дело не 
только в том, что по условиям задачи может потребоваться определение 
концентраций компонент с содержанием менее 10-18-10-19 (36]. В процессе 
итераций на допустимом многограннике при большом объеме промежуточ­
ных вычислений и количестве переменных, исчисляемом десятками, трудно 
контролировать влияние на точность решения задачи «почти нулей».

Изложим алгоритм, который учитывает указанную особенность. Эле­
ментарными операциями считаем решение задачи линейного программи­
рования и поиска минимума выпуклой функции на отрезке. На них эко­
номить не будем, имеется множество эффективных алгоритмов. Чтобы со­
средоточиться на основной идее остановимся на классической постановке 
задачи (150]. Требуется минимизировать выпуклую однородную функцию

g(n) = g ( n i , . . . ,n k  ) = У '] . n i[a  + \п(щ n
*-^%=1 L J

где ci — постоянные (равные G0/R T  +  \n P ), щ — количество молей i-го 
компонента смеси, n = (n 1, . . . , n k )т  Е R . = {n = 0 | щ  ^  0,1 ф i ф k}, 
n = n i + ... +  n .  = ||n||. Верхний индекс T означает транспонирование, нули 
линейных пространств обозначаем одним символом, || ■ || — октаэдрическая 
норма в Rk (сумма модулей компонент вектора). В дальнейшем считаем 
ci < 0

сто максимальной скорости убывания целевой функции следует говорить 
о минимальной скорости изменения. Материальный баланс выражается 
ограничением A Tn = b. Элементы матрицы A = {a j}hxm  — неотрицатель­
ные целые числа (множество которых обозначаем через Z0), rank A = m, 
нулевые строки отсутствуют, bj > 0 (bj Е R+ = {r > 0 ^ ,  1 ф j  ф m  < k. 
В скобках после ni — компоненты градиента g, (grad g)i ^  —ж при 
ni ^  +0. В силу ограничений материального баланса сумма молей ограни­
чена как сверху, так и снизу: 0 < n min ф П ф n max < + ж .
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Используя мольные доли xj =  n / n ,  запишем задачу в форме 

g (n) =  n /  (x) =  n[cTx +  дД )] ^  min,

Ek I I %
n» n -  ln (n  n -  ) =  У xi ln xj,

i=1 ^—'i=1

x G S =  {x G Rk| xi ^  0, x 1 +  ... +  xk =  1}, ATn =  b, A G Zkxm, b G Mm

В {Mk, || ■ У} вектор x =  n /n  имеет единичную длину и определяет направ-
xi ln xi =  0 xi =  0

а  ln а  п- —ф а  п- +0. Функцию д (и / )  при необходимости можно считать 
определенной не только на множестве S: д(0) =  0  д (п) =  д ^ п) =  д Д ), 
t > 0  n G М .̂ Значения д (п) зависят лишь от направления, причем неза-

ni n
имеет специальную структуру: сумма молей компонент смеси умножается 
на функцию, зависящую лишь от распределения мольных долей.

Г рубая  оц ен ка  м и н и м ум а и н ап р авл ен и я  спуска. Экстремумы функ­
ции д Д ) на множестве S находятся аналитически: max д  =  0  min д  =  
— ln k. Максимум достигается на базисных векторах ej =  ( 0 , . . . ,  1 , . . . ,  0)T
(смесь вырождается в компонент). Минимум единственный и достигается

xi =  1/k
функция имеет двустороннюю оценку:

Lo(n) Ф g(n) ф L0(n), Lo(n) =  cTn — n ln k, L0(n) =  cTn.

Допустимое множество D =  {n | nj ^  0, ATn =  b} компактно (выпуклый 
многогранник), минимальное значение g * =  min g оценивается решени­
ем двух задач линейного программирования: g * G [g- ,g+], g-  =  min Lo, 
g+ =  min L0, n G D. Вектор целевой функции Lo отличается от вектора с

— ln k
Рассмотрим задачу / (x) =  cTx +  д Д ) ^  m in  x G S. Поясним её смысл. 

Пусть формально сумма n фиксирована, и ограничение ATn =  b не при-
xi

ется именно задачей /  n- min. Приведем аргумент в геометрических тер-
n o G S n o =  1)

На луче n(t) =  tn 0 (t ^  0 интерпретируем как время движения) имеем 
g(n(t)) =  t(cTn0 +  д (п°)). Производная по t равна / (n0). Естественно вы­
брать направление n0, вдоль которого функция g убывает ( /  < 0) наи­
скорейшим образом: / (n0) n- m in  n 0 G S. Значение g(n) определяется 
как значение /  на направлении n0 =  n /n  (распределении мольных долей),
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умноженное на время t =  n  движения из нуля вдолв п 0 в точкv п. Огра­
ничение A Tn  =  b определяет компромисс между стремлением к быстрому 
убыванию функции g и увеличением времени встречи с множеством D.

Фиксируем номер наименьшего коэффициента Ci. В общем случае — 
номер одного из наименьших Ci. Без ограничения общности считаем этот 
номер равным k. Для упрощения изложения подобные оговорки опускаем. 
Выразив в выражении f  (x) перемениую Xk =  1 — x \ — . . .  — Xk- i, получим 
(с учетом a  =  0 ^  a  ln a  =  0) функцию F  (y), y =  (x1, . . .  ,x k-1)T G [0,1]k-1. 
На открытом множестве (0 ,1)k-1 функция F  (y) является строго выпук­
лой, поскольку гессиан положительно определен: F " x =  1/xi +  1/xk, 
F".x . =  1/xk, 1 Ф i , j  Ф k — 1, i =  j .  Стационарная точка в (0 ,1)k-1 6v-

F  [0, 1]k-1
F  xi

(1 +  exp{c1 — Ck})x1 +  x2 +  . . .  +  xk-1 = 1 , . . .  ,

x 1 +  . . .  +  xk - 2  +  (1 +  exp{ck-1 — Ck }) x k -1 =  1.

Вычитаем первое уравнение из остальных. Затем последовательно «идем 
снизу вверх»: xk-1 =  x 1 exp{c1 — Ck-1}, • • •, x2 =  x 1 exp{c1 — c2}. Подставляя 
полученные выражения в первое уравнение, получим решение

x0 =  (exp{ci — C1} +  . . .  +exp{ci — Ck}) 1, 1 Ф i Ф k — 1.

Затем вычисляем xk =  1 — x0 — . . .  — xk_ 1, x0 G (0 ,1)k. Значение xk полу­
чается и подстановкой i =  k. С ростом доминировавия k-ro компонента в
смысле ck ^  ci < 0 (exp{ci — ck} »  1 Vi =  k) имеем x0 ~  1 / exp{ci — ck} и в 
пределе получаем x i =  0  1 Ф i Ф k—1, xk =  1  f  =  Ck• Смесь содержит прак­
тически один (сильно доминирующий) компонент. Если, например, имеется 
два сильно доминирующих компонента смеси (Ck =  cs ^  Ci < 0  i G {k, s}), 
то x °k =  x0 œ 1 /2  f  Ck- Другая крайность — отсутсевие доминирования: 
C1 =  . . .  =  Ck =  в  Тогда x0 =  1/k. При этом g(n) =  n(fî +  p(x)'), минимум 
р  реализуется на равномерном распределении мольных долей. Найденная 
точка x0 G (0 ,1)k строгого минимума f  на S  определяет направление n0

g ( n )
Теперь примем во внимание ограничение A Tn  =  b. Двигаясь по экстре­

мальному лучу tn 0 (t > 0  x0 > 0), пройдем в общем случае мимо допу- 
D  

n 1 n 2
(ЛП) n  ^  m in  n  ^  m ax n  G D. Следовательно, известен диапазон зна­
чений общего количества молей n  =  ||n||. Для решения задачи n* имеем 
оценку n  * G [nmin,nmax], n min =  n \  n max =  n 2, 0 < n  1 Ф n 2 < + œ . Двига-

n 1 t =  n
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в Точку n 2 — за максимальное. Обратимся к структуре целевой функции: 
g (n) = n f  (x ). Пусть фор мал ьно x  — фиксированный векторный параметр, 
f  (x) < 0. Тогда задача g ^  min эквивалентна п ^  m ax  n G D. С дру­
гой стороны, в силу A Tx = b /n  уменьшение n  ведет к росту компонент х. 
Это может оказаться предпочтительнее, поскольку f  (x) = cTx  +  Ci < 0 
(когда |ci| достаточно велики). Определ им точку n миниму ма g (n) на от­
резке [n1, n 2] = Xn2 +  (1 — X )n \ X G [0,1], и предварительно фиксируем 
направление n0 =  x 0 = n / ||n ||. Помимо n 1, n 2 следует рассмотреть точки 
n 3, . . .  ,n 6 G D экстремумов оценочных функций Lo(n), L 0(n). Поскольку 
д(п*) G [— ln k, 0], то можно использовать и «промежуточные» функции 
cTn — Xsn  ln k  n G D, Xs G (0,1). Максимумы рассматриваем потому, что 
векторы из максимума в минимум в линейном приближении могут претен­
довать на направления спуска. Минимум из минимумов целевой функции 
g (n) на невырожденных отрезках [ni ,n j ] определяет направление n 0 = d0 

(не обязательно единственное).
Итак, имеем векторы n0, d0 f  (n0) ф f  (d0) < 0). На луче tn 0 целевая 

функция убывает максимально без учета A Tn = b. Второе направление 
позволяет попасть в D  (при соответствующем значении t = ||n||), но с мень­
шей, вообще говоря, скоростью убывания (по абсолютной величине). Мож­
но выбирать и компромиссные направления: h = Xn0 +  (1 — X)d0, X G [0,1]. 
Разумно также добавить равномерное направление u0 = ( 1 /k , . . . ,  1/k)T , 
которое минимизирует функцию д (x ): h = Xin0 +  X2d0 +  X3U0 , где Xi k  0 , 
Xi +  X2 +  X3 =  1. У векторов n0, d0 могут быть нулевые компоненты с рав­
ными номерами. Тогда заведомо игнорируются некоторые составляющие 
смеси. Чтобы выполнялось включение h G R+ (hi > 0), достаточно брать 
X3 >  0, воспринимая u0 как стабилизатор: 0 < X3 ^  1.

Перейдем к построению итерационного алгоритма.

П ервое при бли ж ен и е. Фиксируем направление h G S ПR+. Целесообраз­
но начинать с предпочтения d0 (X2 ~  1 ) в выпуклой комбинации векторов 
n0, d0, u0. Двигаемся по лучу th, t k  0  t интерпретируем как время. Обо­
значим через aj G Z k столбцы матрицы A: [a?,n) = bp 1 ф j  ф m. Угловые 
скобки означают скалярное произведение [x , y ) = x 1y 1 +  . . .  +  xkVk, I ■ I = 
[■, - ) 1/2 — длина. Если подставить представление n = th  в ограничения, то 
равенств t[aj ,h) = bj определяются моменты времени t? = bj[a?,h)- 1 > 0 , 
1 Ф j  Ф m, при которых достигается материальный баланс по каждому 
элементу. Сначала воспользуемся методом наименьших квадратов:

р2 = m - 1 ^   ̂ (t[aj , h) — bj) 2 ^  min ^  t 0 = tmin = [Ab, h)|ATh| 2 > 0.

Значения c?  bj заданы приближенно, nоэтому n = t0h может оказать­
ся приемлемым решением задачи при достаточно малом среднеквадра­
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тичном уклонении р. При необходимости жесткого соблюдения ограни­
чений вектор n  спроектируем ортогонально на линейное многообразие 
Л =  {z е  Rk| ATz =  b}: p =  n — A(ATA)-1 (ATn — b) =  t0H  +  B,

H  =  h — A(AT A)-1 ATh, B =  A(ATA)-1 b.

Здесь H  — ортогональная проекция вектора h на Ло =  {z е  Rk| ATz =  0}, 
B
ATz =  b с минимальной длиной. Если p е  R^, то p е  D и можно за первое 
приближение принять n 1 =  p. В общем случае, не исключая появления 
в результате вычислений компонент pj < 0, дополнительно проектируем 
на неотрицательный ортант (переопределяем pj := 0). Получаем вектор 
p0. Хотя при этом, строго говоря, n 1 =  p0 е  D. Следует несколько раз

Л
При более детальном рассмотрении действуем следующим образом. 

Проектируем движущуюся точку th  (t ^  0) ортогонально на линейное 
многообразие Л: p(t) =  tH  +  B. Для уточнения значений t учтем свой­
ства матрицы материального баланса A  Сумма столбцов aj есть вектор 
а+ > 0 с положительными компонентами. Поэтоmv v вектора H  есть от­
рицательные компоненты Hy (a + ,H ) =  0. В силv ATB =  b имеются по-

Bj B > 0
ограничение p(t) ^  0 (неравенства вида a^t ^  вг) даст отрезок [t1, t 2], на 
котором p(t) е  D. В качестве первого приближения n 1 берем точку ми­
нимума g(p(t)), t е  [t1, t 2j. Отметим, что формально не исключено, что 
{t} пусто. Но на текущем этапе алгоритма нет необходимости в строгом 
включении p(t) е  D (тем более, что вычисления приближенные). В самом

n 1 =  p0

И терац и он н ы й  процесс. Вначале остановимся на раскрытии неопреде­
ленности a  ln a  (a  ^  +0) численно. В оригинале (150] приводятся 6 знаков 
после запятой, т. е. точнее задачу решать не потребовалось. Условно счита­
ем, что (в конкретной задаче) мольные доли a  =  x  менее 10-7 представля­
ют лишь теоретический интерес. Фиксируем соответствующее исчезающе 
малое по смыслу задачи е > 0 (пусть е=10-10). В вычислениях полага­
ем a  е  (—е,е) ^  a  ln a  =  0. При необходимости можно взять отрезок 
сходящегося ряда для функции a  ln a, a  е  [0,е).

Следующий шаг — анализ ситуации (gradg(n))i =  с  +  l n x  ^  —те, 
Хг ^  +0. Образно говоря, алгоритму градиентного типа хочется шагнуть 
в этом направлении, но чтобы удержаться в рамках ограничений прихо­
дится умножать большие числа на малые с потерей точности вычислений 
и непредсказуемыми последствиями для сходимости (в практически важ­
ных задачах число переменных доходит до десятков). Если бы выпуклая
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функция g (n) допускала дифференцируемое продолжение в окрестность 
множества D, то можно было бы воспользоваться известным критерием оп­
тимальности: m in(gradg(n*),n) =  (gradg(n*),n*), n  G D  [5]. Для текущего 
s-го приближения Щ ~  n* находится решение n  =  Щ задачи линейного 
программирования ( g r a d g ( f ),n )  ^  m in  n  G D. Если в точке Щ критерий 
оптимальности не выполняется, то вектор Щ — Щ указывает направление 
строгого убывания целевой функции g и приближение п Д 1 определяется 
минимумом g на отрезке [Щ,nS], причем g(n^+1) < g(n%)•

В рассматриваемой задаче неопределенность в правой части крите­
рия оптимальности раскрывается в силу однородности целевой функции 
g  (grad g (n), n) =  g (n). Ориентируясь на локальную линейную аппрокси­
мацию g (n) =  cT n + fp (n )  & cT n + fp (n S ) (p(0) =  0  p(n) =  p ( n / f )  =  p(x)), 
рассмотрим задачу линейного программирования

L -(n ) =  cTn  +  Пр(Щ) =  [ci +  p ( f ) ] f  ^  min, n  G D.

По сравнению с задачей L+ (n) =  ( g r a d g ( f ),n )  =  Д) (L Jc  +  ln xSi]ni ^  min 
диапазон изменения коэффициентов линейной формы сужается с несоб­
ственного множества [—ro, ci] до равномерной поправки p ( f ) G [— ln k, 0]. 
Для хорошего первого приближения n 1 итерации на основе линейной ап­
проксимации L-  (Щ ^  n S ^  п Д 1) могут привести к решению задачи.

Попытаемся расширить возможности аппроксимации, объединив невы­
рожденность формы L-  с экстремальными свойствами L+. Ограничим 
множество возможных значений коэффициентов линейной формы, по­
ставив барьер неограниченному росту нормы градиента. Для этого ну­
жен масштаб скорости. Естественно воспользоваться двусторонней оцен­
кой L°(n) ^  g(n) ^  L°(n), grad L° =  c — ln k (покомпонентно ci — ln k), 
grad L0 =  c. Логично фиксировать максимальную по абсолютной вели­
чине скорость убывания V  =  ck — ln k (ck =  min ci < 0) и не позволять 
недоминирующим компонентам двигаться существенно быстрее (локаль­
но, в линейном приближении). Чем меньше зазор между гиперплоскостями 
(max(L° — L0) =  n max ln k, n  G D ), тем обоснованнее такое ограничение.

Обратим внимание на следующее обстоятельство. При классической ли­
неаризации (форма L+) в слагаемых целевой функции [ci +  ln Xi]ni теку­
щее приближение используется для фиксации нелинейности, зависящей яв­
но лишь от мольной доли (замена переменной Xi на значение х Д . Будем 
придерживаться этой схемы, с той лишь разницей, что вследствие угрозы 
ln Xi ^  —ro будем сначада выделять функции Xi ln Xi (разрешимую осо­
бенность), оставляя щ свободными переменными после подстановки x Si

Xi
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Определим вектор с, состоящий из коэффициентов линейной аппрок­
симирующей формы Ls(n) =  cTn, алгоритмически. Предварителвно обну­
ляем массив: с =  0 е  Rk. Если ж| =  nS/nS =  ег (вырожденное приближение

сс =  с

g(n) =  П ^ ж +  фж )) ~  n (cTж +  Д ж |)) =  cTn.

При этом имеет место Ls(n) =  cTn =  L- (n) =  L0(n) — верхняя оценка g(n). 
Классическая форма L+ те имеет смысла (ln =  —те). Далее считаем, что 
среди мольных долей нет единичных значений жф =  1.

Шаг 1. Рассмотрим первое слагаемое в функции g(n), явно выделив 
разрешимую особенность: n 1(c1 +  ln ж1) =  n 1c1 +  Пж1 ln жц ж1 =  n 1/n , 
n =  n 1 +  .. .+п&. Если в каждом слагаемом g(n) заменять жг на жф то в сум­
ме получим линейную форму L- (n) с достаточно узким диапазоном зна­
чений коэффициентов (отрезки [с — ln k, Cjj). Задача состоит в расширении 
этого диапазона, но не до несобственных множеств [—те, с ] как в аппрокси­
мации L+(n): L+(n) =  (gradg(nS),n), (gradд)г =  сг +  ln ж|г е  [—те, сф Если 
ж| 1 =  0 (< е), то в правой части тождества n 1(c1 +  ln ж1) =  n 1c1 +  Пж1 ln ж1 
осуществляем подстановку значения ж| 1 текущего приближения в осо­
бенность ж1 ln ж1 вместо переменной жц В силv жД ln жф =  0 в фор­
ме Ls(n) =  cTn полагаем коэффициент при щ  равным С1 =  С1. Пусть 
ж̂  1 >  0 (> е). Если выполняется неравенство

£1 =  V(С1 + l n ж|  1)-1 ^  1 ^  (g radg(n j)Д ^  V, V =  cfc — l n k <  0,

то присваиваем С1 := С1 +  ln ж| 1 (как и в L+). Выполнение неравенства 
означает, что первая компонента градиента по абсолютной величине не

| V|
минирующим компонентом смеси. Остается рассмотреть случай £1 е  (0,1). 
При £1 =  +0 (жф =  +0) и £1 =  1 значения коэффициента С1 уже определе- 

с1 V
переходов ж| 1 ^  +0 ^  с1 ^  щ, £1 ^  1 — 0 ^  с1 ^  V. В тождество

n 1(c1 +  ln ж1) =  ?n1(c1 +  ln ж1) +  (1 —  ̂)(n 1c1 +  Пж1 ln ж1)

подставим значения  ̂=  £2, ж1 =  ж̂  1- В правой части получаем выражение

£1V n1 +  (1 — £2)(n 1C1 +  Пж| 1 ln ж| 1).

Параметр  ̂ выбран именно для согласования при указанных предельных 
переходах (для достижения этих целей допустимы и варианты  ̂ =  £!+V1, 
V1 > 0 )  При перемен ной щ  фиксируем множитель

С1 =  £1V +  (1 — £2)(с1 +  ж| 1 ln ж| 1).
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Требование выполнено. Дополнителвно из-за множителя n = щ  +  . . .  +  Uk 
следует для j  = 2 , . . . ,  к переопределить значения (до шага 1 Cj = 0)

cj := Cj +  (1 -  ç )x l1 ln xl-t = (1 -  ç) x l 1 ln x%v

Шаг 2. Переходим к слагаемому u 2(c2 + ln х 2) = n 2c2 + Ux2 ln x 2. Если 
xS2 = 0, то в силу x ^2 ln xS2 = 0 к определенному на шаге 1 значению C2 

добавляем величину сд. C2 := C2 +  С2- Пуств xS2 > 0. Если выполняется
£2 = V /(c2 +  ln xS2) ^  1 (скорости убвшания медленнее принятого порога), 
то добавляем к C2 (на шаге 1) число С2 +  ln xS 2 в соответствии с левой 
частью равенства. Остается рассмотреть случай £2 G (0,1). В тождество

П2(С2 + ln x 2) = ÇU2(C2 + ln x 2) +  (1 -  Ç)(U2C2 + Ux2 ln x 2)

подставляем текущие значения ç =  x 2 = xS2'-

&VU2 + (1 -  &)(U2C2 + Uxl2 ln x l 2).

cC2

&C2 = 6 V  +  (1 -  $ )(C 2 +  x l 2 ln x l 2)

. Кроме того, к c1 и Cj (j =  3 , . . . ,  k) добавляем число (1 -  £2)x sl 2 ln x l 2. 
Отметим, что если на шаге 1 имеем в\ = С\ (как в верхней оценке L 0(u)), 
то отрицательная добавка (1 - £2)xS2 ln xS2 <<в нужном направлении». Ана­
логичные выкладки проводятся для варианта ç =  £]+V2, V2 > 0.

Продолжая преобразование слагаемых щ(с, + ln xi) = UiCi + Uxi ln xi
cC

форму L s(u) = eTU. Заметим, что помимо L S = L0 (когда найдется xS, = 1)
реализуется и нижняя оценка целевой функции g  xS = (1 / k , . . . ,  1 / k )  ^  
L s = L~ = Lo- Когда в ce ^  1 (принятый ориентир IV | скорости убывания 
не превышен), то L s = L+ = (gradg(uS^^.Н еограни чен ны й рост Ie,I ис­
ключен, поскольку особенность a  ln а  выделена явно и ограничена. Форми­
рование вектора c обобщенно можно считать регуляризацией grad g. Цель 
расширения множества линейных форм ({L- } С {L s} С {L+}) достигнута

a  ln a
Далее переход от текущего приближения uS ~  Us К Следующему СТЕН- 

дартен. Решение US+1 задачи L S(u) = ётu ^  m in  u G D, соединяем отрез­
ком с вектором ^ .П риближ ен ие US+ 1 определяется минимумом функции 
g(\US+1 +  (1 -  A)uS), A G [0,1]. Изложим некоторую модификацию: с учетом

{ x i }
отрезки, соединяющие US+ 1 с argm ax L s и ,  например, uS- 1  ■ Остановимся
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на следующем варианте. Находим минимумы m 1, m 2 целевой функции g(n) 
на отрезках [arg min L s, arg m axL s], [arg min L s,nS]• Следующее приближе­
ние n |+1 выбираем как arg min g (n), n  G [m1, m 2]. Критерием остановки 
может служитв выполнение равенства min L s(n) =  L s(nS), n  G D, или до­
стижение заданной относителвной погрешности:

g (ns+1) -  g (ns) < о g (ns+1) -  g (ns) < о--------- т~х  <  о,  z +------ < о.
g*’ g* - g+

Отметим, что если ns*1 =  m 1 G [arg min L s, arg max Ls] С D  на неко-
D
n s

лении D, так что начального включения n 1 G D  нет необходимости при- 
держиватвся слишком строго. Если при ns G D  оказалось ns*1 =  ns, то 
сдвигаем ns внутрь отрезка [arg min L s,n s ] (в стороhv D, arg min L s G D) 
и повторяем цикл, либо переходим в допустимое множество D: ns*1 =  m 1.

К в ад р ати ч н о е  п ри бли ж ен и е. В случае болвшой размерности задачи 
можно наращиватв влияние нелинейности методом продолжения по пара­
метру: т =  т1 > 0 , . . .  ,т =  1,

  k
g(n ,T ) =  ^ .  (Cini +  Tni 1п(щ П-1 )) min, A Tn  =  b, n  G R .

Целесообразна также следующая декомпозиция. Заметим, что n  о  {n ,x} . 
Это позволяет перейти к формалвно скалярной экстремальной задаче 
ПФ(П) ^  m in  n  G [nmin, n max]. Здесь значения функции Ф(П) заданы ал­
горитмически как решения следующей выпуклой задачи сепарабельного

n

f  (x) =  cTx  +  < (̂x) ^  min, A x  =  bn-1 , x 1 +  . . .  +  x k =  1, x i ф 0.

График функции y(a) =  a  ln a  «похож» на параболу. Так что в зависи­
мости от приближения ns слагаемые xi ln xi в функции < (̂x) аппроксими-

n s

[0, 1]
формацию y(1/e) =  -1 /e ,  y;(1/e) =  0. Промежуточное приближение ns*1 
определяется приближенным решением задачи сепарабельного квадратич­
ного программирования с последующими итерациями проектирования на 
линейное многообразие Л и неотрицательный ортант.

М н о го ф а зн ая  зад ач а . Принципиальных изменений схема вычисле­
ний не претерпевает. Целевая функция аддитивна,: n  =  (n (1)T, . . .  ,n  (r)T)T 
g (n) =  g(1)(n(1)) +  . . .  +  g(r) (n(r)). Если j -я фаза однокомпонентна, то фор­
мально полагаем x (j) =  1, h (j) =  1, скалярная переменная n (j) входит в
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общую целевую функцию g(n) линейно. Но, подчеркнем, при формирова­
нии распределения мольных долей внутри каждой фазы будут участвовать

n
n

ное применением представленного алгоритма на основе корректировки ли­
нейных аппроксимаций. Основной целью этого алгоритма теперь считаем 
определение общей суммы молей смеси П =  П(1) +  . . .  +  П(г). Векторная 
составляющая п (г) текущего приближения позволяет «вырезать» из огра- 
ДИЧ6НИЯ A vn = b соответствующую часть А~(г)п (г) = Ъ(г). Если среди ком- 

г(г)понент bj есть нулевые, то понижаем размерность подзадачи, удаляя j -ю

строку и столбцы с ненулевыми А ^г). Делим на П(г) (фиксированное число) 
и «раскрепощаем» мольные доли. Далее перераспределяем мольные доли 
в рамках каждой многокомпонентной фазы в соответствии с сепарабель-

n
нированный итерационный алгоритм линейной аппроксимации «в целом» 
и квадратичной аппроксимации «внутри» многокомпонентных фаз).

П рим ер . В качестве примера рассмотрим задачу из [150], решение которой 
известно. Исходные данные представлены в таблице 7.1.

Таблица 7.1. Исходные данные
i Компоненты G0/R T H, aii N, Щ2 O) ai3
1 H -10.021 1 0 0
2 H2 -21.096 2 0 0
3 H2O -37.986 2 0 1
4 N -9.846 0 1 0
5 N2 -28.653 0 2 0
6 NH -18.918 1 1 0
7 NO -28.032 0 1 1
8 0 -14.640 0 0 1
9 O2 -30.594 0 0 2
10 OH -26.111 1 0 1
ln P  =  3.932, bj 2 1 1

Третья составляющая смеси (ЩО) является сильно доминирующей: 
направление п 0 = х 0 (х1 +  . . .  +  х°к =  1) наискорейшего убывания целе­
вой функции д(п) без учета ограничений А т п  =  Ь имеет третью компо­
ненту 0.999 (ограничимся тремя цифрами после запятой). Минимумы ли­
нейных функций П, Го, Г 0 достигаются в точке п 1 (третья компонента 1, 
пятая 0.5, нули не упоминаем), максимумы — в точке п 2 (первая компо­
нента 2, четвертая 1, восьмая 1). Получаем предварительные грубые оцен­
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ки: n* G [nmin, n  max] =  [1.5, 4], g* G [g- ,g+] =  [-49.868, -46.414]. Мини­
мум функции g (n) на отрезке [n1, n 2] равен -47.41 и достигается на векторе 
(0.002, 0, 0.989, 0.01, 0.495, 0, 0, 0.01, 0, 0), нормируя который, получаем d0. 
Выберем направление спуска h =  A1n0 +  A2d° +  Азu0, отдавая предпочте­
ние d0 (например, Ai =  Аз =  1/30). Метод наименьших квадратов дает 
to =  1.53, причем среднеквадратичная невязка достаточно мала: р =  0.025. 
Проекция to h на линейное многоо бразие Л =  {z G R k | ATz =  b} равна 
p =(0.02, 0.004, 0.978, 0.02, 0.48, 0.01, 0.008, 0.01, 0, 0.002) и g(p) =  -47.434. 
Уточнение (на отрезке [ti, t 2]) приводит к первому приближению n 1 =(0.03, 
0.026, 0.935, 0.027, 0.462, 0.029, 0.02, 0.015, 0.007, 0.017), g(ni) =  -47.466. 
Первая итерация дает уточнение g* «  -47.66. Установившийся результат с 
точностью до тысячных: n* «(0.04, 0.148, 0.783, 0.0015, 0.485, 0.002, 0.028, 
0.018, 0.0375, 0.097), g* «  -47.76.

З ам еч ан и я . 1. Задачи малой размерности достаточно хорошо изучены и 
допускают наглядную интерпретацию в форме графиков и диаграмм. Из­
ложенный алгоритм нацелен на задачи большой размерности. Причем на 
тот случай, встречающийся на практике, когда особенность задачи из-за 
наличия малых мольных долей (в том числе и в промежуточных подза­
дачах) становится существенной при большом объеме приближенных вы­
числений. При этом с учетом однородности целевой функции и линейных 
ограничений следует предварительно нормировать задачу (n ^  vn) с тем, 
чтобы, поделив на v  =  min ф, прийти к диапазону молей химических эле­
ментов (min bi =  1), когда легче понять, что следует принять за «нуль». 
Конечно, точность вычислений и результата следует согласовать с точно­
стью входных данных, но этот вопрос представляется труднообозримым.

2. Пусть есть Cj > 0. Тогда представим целевую функцию в форме

g (n) =  n e  +  go(n), go(n) =  nfo(x), fo (x) =  cj  x  +  p(x), coi < 0, в  > max Cj.

g0
h

ются порог скорости убывания V  (или даже пороги Vi для каждой компо- 
vi > 0

(g =  ) при построении аппроксимирующей линейной формы L s =  ст n.
4. Алгоритм не претендует на высокую скорость сходимости. Метод 

множителей Лагранжа не используется (возможно, это не недостаток). 
Предложенную схему вычислений можно реализовать как блок генерации 
начального приближения в алгоритмах более высокого порядка с целью 
избежать вырождения вдали от минимума.
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